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Vorwort. 



Das vorliegende Werk ist verfafst worden zur Benutzung beim Studium 
und in der Praxis. Es soll den Studirenden die theoretischen Entwicklungen 
in klarer übersichtlicher Fassung übermitteln und ihnen an zahlreichen Bei- 
spielen zeigen^ wie das durch die theoretischen Entwicklungen gewonnene 
praktisch anzuwenden ist und zwar in gröfserm Umfange, als dies allein 
durch Vorlesungen geschehen kann. Es soll aber auch als Führer in der 
Praxis dienen, und defshalb ist das Verfahren, wo es nur möglich und nütz- 
lich war, bis zur Aufstellung mechanischer Rechenregeln und einfacher 
Formulare entwickelt. Die Fassung des Werkes ist so einfach gehalten, 
dafs es jedem Fachmanne ohne weitere Anleitung gelingen dürfte, daraus 
das für ihn brauchbare zu gewinnen. 

Das Werk enthält, neben manchem andern, die theoretischen Grund- 
lagen der weit verbreiteten Preufsischen Anweisung IX vom 25. Oktober 1881 
für die trigonometrischen und polygonometrischen Arbeiten bei Erneuerung 
der Karten und Bücher des Grundsteuerkatasters und ähnlicher Anweisungen, 
sowie der bei Landestriangulationen und Landes-Nivellements vorkommenden 
wichtigsten Ausgleichungsrechnungen. Es sind defshalb auch in den Formeln 
Bezeichnungen gewählt, die sich an die in der Anweisung IX und in den 
Veröflentlichungen über Landesaufnahmen vorkommenden anschliefsen, so- 
weit es bei einer einheitlichen Durchführung der Bezeichnungen in dem 
ganzen Werke möglich war. 

Die Entwicklung des Verfahrens bis zur Aufstellung mechanischer 
Regeln und einfacher Formulare und die dadurch in vielen Fällen erzielte 
bedeutende Vereinfachung der gesamten Rechnungen wird es ermöglichen, 
auch oft nach der Methode der kleinsten Quadrate zu rechnen, wo dies 
bisher nicht geschah. Es wird dadurch die Anwendung von Näherungs- 
verfahren weiter beschränkt werden können, die meistens ebenso viel Rechen- 
arbeit erfordert, wie das zweckmäfsig geordnete Verfahren nach der Methode 
der kleinsten Quadrate und wobei überdies nur dann unter allen Umständen 
brauchbare Ergebnisse gewonnen werden, wenn der Rechner weit mehr 
Erfahrung und Geschick hat, als die Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadrate erfordert. 

Dafs durch die Aufstellung mechanischer Regeln und von Formularen 
das verständnislose Arbeiten auch bei solchen befördert werde, bei denen 
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die Kenntnis des theoretischen Zusammenhangs des Verfahrens erwartet 
werden mufs, ist nicht zu befürchten; denn man kann in der Praxis vielfach 
die Erfahrung machen, dafs grade die, die zunächst nur die mechanische 
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kennen lernen, nachher das 
regste Interesse zeigen, sie eingehend zu studiren. Auch wird es nur vortheil- 
haft sein, dafs der in der Praxis stehende Geodät nach den mechanischen 
Regeln und Formularen in vereinzelt vorkommenden Fällen arbeiten kann, 
ohne erst alle zu benutzenden Formeln zu entwickeln, und dafs er bei 
umfangreichen Arbeiten leicht Gehülfen nach dem angegebenen Verfahren 
zur mechanischen Ausführung mancher Rechnungen ausbilden kann. 

Für die Wassermessungen ist in den Beispielen des I. Teils eine Be- 
rechnung der mittleren Fehler durchgeführt, um zu zeigen, wie bei diesen 
Messungen ein Anhalt für die Genauigkeit der Ergebnisse gewonnen werden 
kann. Wenn in der Praxis häufiger die mittleren Fehler der einzelnen 
Messungen festgestellt und danach die mittleren Fehler der Endergebnisse 
berechnet würden, würde sehr oft ein ganz anderes Urteil über die Zuverläfsig- 
keit der berechneten Geschwindigkeiten und Wassermengen erlangt werden, als 
es jetzt geschieht. Die im übrigen bei den Wassermessungen vorkommenden 
und zur Behandlung nach der Methode der kleinsten Quadrate geeigneten 
Rechnungen werden nach ähnlichen im II. Teil behandelten Beispielen ohne 
weiteres durchgeführt werden können. 

Für das Studium der geschichtlichen Entwicklung der Theorie der 
Beobachtungsfehler und der Methode der kleinsten Quadrate, sowie der 
vielen zu ihrer tiefergehenden Begründung gemachten Versuche, die nicht 
aufgenommen werden konnten, sei auf die Theorie der ßeobachtungsfehler 
von Emanuel Czuber und die in diesem Werke nachgewiesene umfangreiche 
Original-Litteratur verwiesen. 

Die Hauptformeln sind in den Druckbogen a und b übersichtlich zu- 
sammengestellt. Beim Binden des Werkes werden diese beiden Bogen zweck- 
mäfsig für sich geheftet. 

Beim Abschlufs des Druckes sage ich dem Herrn Verleger für die vor- 
zügliche Ausstattung des Werkes und für das bereitwillige Eingehen auf alle 
meine Wünsche meinen verbindlichsten Dank. 

Ebenso danke ich auch der Druckerei für die musterhafte Ausführung 
des Satzes, wodurch nur aufserordentlich wenig Korrekturen erforderlich 
wurden. 

Bonn, Februar 1893. 

Otto Koll. 
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I. TEIL. 



Theorie der BeobacMungsfelüer. 



I 1. Einleitung. 

1, Die Ergebnisse aller unserer Messungen sind, wenn wir die Messungen 
auch mit aller erforderlichen Sorgfalt ausfuhren, stets -mit Messungs- oder 
Beobachtungs fehlem behaftet. Diese Fehler sind im allgemeinen mehr 
oder minder grofs, je nachdem bei der Messung gröbere oder feinere Instru- 
mente verwendet werden und je nachdem dies oder jenes Messungsverfahren ein 
geschlagen wird. 

Die Messungs- oder Beobachtungsfehler gehen über auf alle Gröfsen, die aus 
den Messungsergebnissen abgeleitet werden; demnach sind auch diese Gröfsen im 
allgemeinen mit mehr oder minder grossen Fehlern behaftet. Damit die aus den 
Messungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen aber dennoch für einen bestimmten 
Zweck verwendet werden können, mUssen die Fehler innerhalb gewisser Grenzen 
liegen, die für verschiedene Zwecke in der Regel verschieden sein werden. 

Soll beispielsweise die Karte eines hochwerthigen städtischen Grundstückes 
benutzt werden, um danach die Pl'äne für die Bebauung des Grundstückes zu 
fertigen und soll die FlUchengröfse des Grundstückes benutzt werden, um danach 
und nach dem vereinbarten Preis fUr die Flächeneinheit den Kaufpreis zu be- 
rechnen, so mttssen die Grenzen, zwischen denen die Fehler aller Mafse liegen 
mUssen, weit enger sein, als wenn die Karte von einem WiesengrundstUck und 
dessen Flächengrö&e lediglich benutzt werden soll, um einen Plan für die Be- 
wässerung des Grundstückes zu entwerfen und den Preis für die Ausführung der 
geplanten Anlage zu ermitteln. 

Defshalb ist nach dem Zweck, der durch die Messungen erreicht werden soll, 
zu bestimmen, wie grofs die Fehler sein dürfen, womit die zu bestimmenden 
Gröfsen behaftet sein können und wie grofs dementsprechend auch die Beobachtungs- 
fehler sein dürfen, oder kürzer ausgedrückt, welcher Grad von Genauigkeit 
erreicht werden mufs. 

2. Von dem Grade der Genauigkeit ist weiter auch der zu dessen Erreichung 
erforderliche Arbeits- und Kostenaufwand abhängig. Je genauer die Arbeiten aus- 
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2 Theorie der Bcobachtungsfehler. I. T. 

geführt werden, desto gröfser wird im allgemeinen auch der Arbeits- und Kosten- 
aufwand sein. Nun wird aber stets verlangt, diesen Aufwand auf ein Minimum 
zu beschränken; und somit ist in jedem Falle die Aufgabe zu lösen, für die aus- 
zuführende Messung die Instrumente und das Verfahren so zu wUhlen, 
dafs mit einem möglichst geringen Arbeits- und Kostenaufwand der 
Genauigkeitsgrad erreicht wird, der für den Zweck der Arbeit er- 
forderlich ist. 

Um diese Aufgabe lösen zu können, müssen wir uns eingehend mit den 
Beobachtungsfehlern beschUftigen und Regeln zu gewinnen suchen, denen diese, 
scheinbar ganz regellos auftretenden, Fehler folgen. 



g 2. Verschiedene Arten der Beobachtungsfehler, 

1. Wir unterscheiden drei verschiedene Arten der Beobachtungsfehler, n'ämlich 
grobe Fehler, konstante Fehler und zufällige P'ehler. 

Als grobe Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die in Folge eines groben 
Versehens auftreten, also, beispielsweise bei LUngenmessungen , Fehler von Im, 
2m, 5m, 10 m, 20m u. s. w., die durch unrichtige Ablesung oder in Folge un- 
richtigen Zählens der ganzen Latten- oder MefsbandlUngen entstehen. 

Unsere Messungen müssen stets so angeordnet werden, dafs die auftretenden 
groben Fehler als solche erkannt werden können; die mit groben Fehlern be- 
hafteten Messungsergebnisse müssen verworfen und durch andere, durch Nach- 
messung gewonnene, nicht mit groben Fehlern behaftete Messungsergebnisse ersetzt 
werden. Die Erörterung darüber, wie die Messungen zweckmäfsig anzuordnen sind, 
damit die auftretenden groben Fehler als solche erkannt werden können, und wie 
die Messungsergebnisse herausgefunden werden können, die mit groben Fehlern 
behaftet sind, gehört in das Gebiet der Landmefskunde und bleibt im folgenden 
unberücksichtigt. 

2. Als konstante Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die die Messungs- 
ergebnisse stets in demselben Sinne beeinflussen oder durch die die Messungs- 
ergebnisse entweder stets zu grofs oder stets zu klein werden. Die konstanten 
Fehler entstehen meistens durch Unvollkommenheiten der von uns bei den 
Messungen benutzten Instrumente und dadurch, dafs wir einzelne Messungs- 
operationen regelmUfsig in gleicher Weise unvollkommen ausführen. Beispiels- 
weise entstehen bei LUngenmessungen konstante Fehler dadurch, dafs die benutzten 
Mefslatten u. s. w. nicht genau ihre richtige LUngc haben, dafs sie nicht genau in die 
zu messende Linie gelegt werden u. s. w.. Je nachdem die Latten zu lang oder 
zu kurz sind, wird sich ein zu kleines oder ein zu grofses LUngenmafs ergeben, 
und in Folge des Ausweichens aus der zu messenden Linie wird das L'ängenmafs 
jedesmal zu grofs. 

Die konstanten Messungsfehler müssen in ihrer Gröfse durch möglichst ge- 
naue Berichtigung der Instrumente beschrUnkt werden. Ferner müssen die 
Messungen, wenn irgend thunlich, so angeordnet werden, dafs die konstanten 
Fehler unsch'ddlich gemacht werden, indem solche Messungsergebnisse, die die 
konstanten Messungsfehler in entgegengesetztem Sinne enthalten, zu einem von 
den konstanten Fehlern freien Endergebnis vereinigt werden. Endlich müssen 
solche Messungsergebnisse, die nicht von konstanten Fehlern befreit werden 
können, bei der Berechnung der daraus abzuleitenden Gröfsen thunlichst derart 
verwerthet werden, dafs diese Gröfsen so wenig wie möglich dadurch beeinflufst 
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werden. Wie dies alles auszuführen ist, ist ebenfalls nicht im folgenden, sondern 
in der Landmefskunde zu erörtern. 

S. Die zufälligen Fehler sind die unvermeidlichen, das Messungsergebnis 
rein zufällig bald im positiven, bald im negativen Sinne beeinflussenden, nach 
Ausscheidung der groben und konstanten Fehler übrigbleibenden Beobachtungs- 
fehler. Die zufälligen Fehler setzen sich zusammen aus sehr vielen Einzel- 
fehlern. Wenn wir beispielsweise mit einem Theodoliten einen Winkel messen, 
so setzt sich der zufällige Beobachtungsfehler zusammen aus den kleinen Fehlern, 
die bei der Aufstellung des Instruments über dem Winkelpunkte, bei der Centri- 
rung der anzuvisirenden Signale, bei der Horizontalstellung des Theilkreises, bei 
der Einstellung der Signale zwischen den Fäden des Fadenkreuzes, bei der Ab- 
lesung am Theilkreise u. s. w. entstehen. Alle die angeführten Fehler sind wieder 
zusammengesetzt aus sehr vielen kleineren Fehlern; und wenn uns unsere Sinne 
erlaubten, auch die kleinsten Fehler wahrzunehmen und festzustellen, so würden 
wir erkennen, dafs der bei einer Winkelmessung vorkommende und auch jeder 
andere vorkommende Beobachtungsfehler zusammengesetzt ist aus sehr vielen 
sehr kleinen Einzelfehlern. 

Da nun, wie wir bereits besprochen haben, unsere Messungen so angeordnet 
werden müssen, dafs etwa auftretende konstante oder einseitig wirkende Fehler 
nicht in das Endergebnis der Messung übergehen, der hier allein zu betrachtende 
zufällige Beobachtungsfehler des Endergebnisses also nur die zufälligen Einzel- 
fehler umfafst, die bald positiv, bald negativ sind, so können wir, wenn wir noch 
die Annahme machen, dafs alle sehr kleinen Einzelfehler gleich grofs sind, die 
Hypothese aufstellen: 

Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses ist 
gleich der algebraischen Summe der in sehr grofscr Zahl auf- 
tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen 
zufälligen Einzelfehler.^) 

Um, von dieser Hypothese ausgehend, weitere Regeln zu gewinnen, müssen 
wir zunächst einige allgemeine Sätze über zufällige Ereignisse entwickeln. 



§ 8. Wahrscheinlichkeit zufälliger Ereignisse. 

1. Als zufällige Ereignisse bezeichnen wir solche, die durch Ursachen 
herbeigeführt werden, deren Zusammenhang oder deren Wirkung wir nicht in 
solcher Weise zu erkennen vermögen, dafs wir das durch sie bedingte Ereignis 
voraus bestimmen können. 

Werfen wir z. B. einen richtig konstruirten Würfel auf eine Platte, so sagen 
wir, dafs es zufällig ist, welche Seite des Würfels oben erscheint. Die Ursachen, 
die es bedingen, dafs eine bestimmte Seite des Würfels nach oben kommt, sind: 
die Lage des Würfels in unserer Hand, die Kraft, mit der wir den Würfel werfen, 
die Entfernung der Hand von der Platte, die Richtung des Würfels gegen die 
Platte, die Beschaffenheit der Platte u. s. w.. Die Wirkung aller dieser Ursachen 
ist aber so wenig sicher voraus bestimmbar, dafs wir nicht sagen können, 
welches das durch sie bedingte Ereignis sein wird, welche Seite nach oben 
kommen wird. Ebenso werden wir es als zufällig gelten lassen müssen, welche 



•) Vergleiche die Gnindzügc der Wahrscheinlichkeits- Rechnung von G. Hagen, Berlin, 
Ernst & Korn. 
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Karte gezogen wird, wenn wir jemand aus einer Reihe von Karten eine ziehen 
lassen. 

ft» Wenn wir nun eine Reihe gleichartiger zufälliger Ereignisse und das Vor- 
kommen eines der zufälligen Ereignisse aus dieser Reihe ins Auge fassen, so 
werden wir weiter sagen können, dais es gleich wahrscheinlich ist, ob dies oder 
jenes Ereignis vorkommt. 

Wenn wir also einen Würfel einmal aufwerfen, dessen Seiten 1, 2, 3, 4, 5, 
6 Augen aufweisen, so werden wir sagen können, dafs es gleich wahrscheinlich 
ist, ob wir 1, 2, 8, 4, 5 oder 6 werfen. 

Werfen wir zwei solcher Würfel zusammen auf, so können die folgenden 
Würfe vorkommen: 
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Auch in diesem Falle werden wir sagen können, dafs das Vorkommen eines 
jeden dieser Würfe beim einmaligen Aufwerfen der beiden Würfel gleich wahr- 
scheinlich ist. 

3. Betrachten wir aber weiter das Ergebnis, das aus dem Zusammentreffen 
mehrerer zufälligen und gleich wahrscheinlichen Ereignisse folgt, so erkennen 
wir leicht, dafs das Vorkommen der verschiedenen möglichen Ergebnisse nicht 
gleich wahrscheinlich ist, weil unter den überhaupt möglichen Ergebnissen die 
verschiedenen Ergebnisse nicht in gleicher Anzahl vorkommen. 

Betrachten wir beispielsweise die vorstehend aufgeführten Würfe, die aus 
dem Zusammentreffen aller mit zwei einzelnen Würfeln möglichen Würfe folgen 
und stellen die Augenzahlen fest, die diese Würfe ergeben, so finden wir, dafs 
unter den überhaupt möglichen 36 Würfen sich 

1 Wurf befindet, der die Augenzahl 2, 

2 Würfe befinden, die die Augenzahl 3, 
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1 Wurf befindet, der die Augenzahl 12 
ergiebt. 

Hiernach sehen wir, dafs unter den überhaupt möglichen die die verschiedenen 
Augenzahlen ergebenden Würfe nicht gleich oft vorkommen und wir können 
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daraus schliefsen, dafs es nicht gleich wahrscheinlich ist, beim Werfen mit zwei 
Würfeln diese oder jene Augenzahl zu erhalten. Wir finden, dafs es am wahr- 
scheinlichsten ist, die Augenzahl 7 zu werfen, schon weniger wahrscheinlich, die 
Augenzahlen 6 und 8, noch weniger wahrscheinlich, die Augenzahlen 5 und 9, 

4 und 10, 3 und 11 zu werfen, und dafs es am unwahrscheinlichsten ist, die Augen- 
zahlen 2 und 12 zu werfen. Wir erinnern uns auch daran, dafs bei den kindlichen 
Würfelspielen diesem Verhältnis Rechnung getragen wird, indem die Gewinne für 
die verschiedenen Würfe abgestuft und namentlich auf die Würfe 2 und 12 immer 
die höchsten Gewinne gesetzt werden. 

Wenn wir in ähnlicher Weise die Ergebnisse betrachten, die wir beim Werfen 
mit 3 oder mehr Würfeln erhalten, so finden wir, dafs sich bei Hinzunahme eines 
weiteren Würfels die Zahl der möglichen Würfe jedesmal auf die G fache Zahl 
erhöht, so dafs für n Würfel die Zahl der möglichen Würfe gleich 6" ist. Ferner 
finden wir, dafs in jedem Falle die am meisten vorkommende Augenzahl 
gleich 3Va » ist, wenn die durchschnittliche Zahl der Augen eines Würfels 

= 3'/2, und » die Anzahl der Würfel ist. Beachten wir 

b 

dann noch, dafs es für die Erlangung einer bestimmten Augenzahl ganz gleich 
ist, ob n Würfel einmal, oder ob 1 Würfel nmal aufgeworfen wird, so können 
wir weiter schliefsen, dafs es am wahrscheinlichsten ist, bei n maligem Aufwerfen 
eines Würfels 3 Vi » Augen zu werfen. 

In ähnlicher Weise, wie wir hier fUr das Würfelspiel schon einigen Anhalt 
für das Vorkommen bestimmter zufälliger Ereignisse gewonnen haben, können 
wir auch für andere Fälle solchen Anhalt gewinnen. Wir erkennen also schon, 
dafs sich in der That für das Vorkommen zufälliger Ereignisse gewisse Regeln 
aufstellen lassen. Damit wir diese aber in bestimmtere Form fassen können, 
müssen wir uns zunächst einige Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
aneignen. 

§ 4. Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Hauptsatz I: Die Wahrscheinlichkeit ^r für das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn alle in Betracht kommenden Fälle gleich wahr- 
scheinlich sind, das Verhältnis der Anzahl n derjenigen Fälle, die für 
das Ereignis günstig sind, zur Anzahl N aller möglichen Fälle; 
es ist also: 

(«) »^=J- 

Die Wahrscheinlichkeit Wn dafür, dafs das Ereignis nicht ein- 
trifft, ist: 

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten fF und Wn ist: 
(3) W+ Wn=^^+^^^==^=l=-der Gewifsheit. 

Wenn ein Würfel aufgeworfen wird, so sind die 6 Fälle möglich, 1, 2, 3, 4, 

5 oder 6 Augen zu werfen, und alle diese Fälle sind gleich wahrscheinlich. Für 
das Ereignis, mit dem Würfel z. B. 2 Augen zu werfen, ist einer dieser 6 Fälle 
günstig. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, mit einem Würfel 2 Augen 
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zu werfen: W^—, ferner die Wahrscheinlichkeit daAir, nicht 2 Augen zu werfen: 

ß l 5 

lVn = — ä^'^'a ^^^ endlich die Wahrscheinlichkeit dafür, entweder 2 oder 

nicht 2 zu werfen: 

W+ jrn = i- + A=-|- = l = der Gewifsheit. 
o 6 o 

Hauptsatz II: Die Wahrscheinlichkeit IT für das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn die in Betracht kommenden Fälle nicht gleich 
wahrscheinlich sind, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
wi^ wtt wz^ der für das Ereignis günstigen FUlle; es ist also: 



(4) W= «7i + Wa 4- «»8 + 



Sind in einem Haufen Karten 5 Treffs, 4 Piques, 8 Coeurs und 7 Carreaus, 

also zusammen 24 Karten gemischt, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

5 
dafür, aus diesem Haufen Treff zu ziehen: «^ = 07» ^i® Wahrscheinlichkeit dafür, 

4 
Pique zu ziehen: W2 = n7 ""^ demnach die Wahrscheinlichkeit dafür, aus dem Haufen 

eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (4): 

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch nach dem Hauptsatz I; denn unter 
den 24 Karten sind im ganzen 9 schwarze Karten und demnach ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (1): 

24 8 

Hauptsatz III: Die Wahrscheinlichkeit Wz für das Zusammentreffen 
mehrerer von einander unabhängigen Ereignisse ist gleich dem Pro- 
dukt der Wahrscheinlichkeiten tr,, to^^ Wj^^ der Wahrscheinlichkeiten 

für das Eintreffen dieser Ereignisse; es ist also: 

(5) TF, = tci . »2 • t^a 

Sind in einer Urne 13 weifse und 3 schwarze Kugeln, in einer zweiten Urne 

7 weifse und 5 schwarze Kugeln, so ist nach P'ormel (l) die Wahrscheinlichkeit 

3 
dafür, aus der ersten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: «?,=—, und die Wahr- 

5 

scheinlichkeit dafür, aus der zweiten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: «7, = — • 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, bei je einem Zuge aus beiden Urnen 
nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (5): 

3 5 15 5 



ff^ = töj • tÖ2 = 



16 12 192 64 



Denken wir uns die Kugeln in der Urne I mit den Nummern 1, 2, 3, ... 16, 
in der Urne II mit den Nummern 1, 2, 3, . . . 12 so bezeichnet, dafs die schwarzen 
Kugeln in beiden Urnen die ersten Nummern haben, so sind folgende Fälle möglich, 
worin aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln gezogen werden: 
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Die Anzahl dieser fUr das Ereignis, nur schwarze Kugeln zu ziehen, günstigen 
Fälle ist: n = 3 • 5 = 15, und die Anzahl aller Überhaupt möglichen Züge ist, wie 
leicht zu übersehen ist,: N=^ 16 • 12 = 192. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
bei je einem Zuge aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (1): 

^F= — = — , übereinstimmend mit der oben nach Formel (5) erhaltenen Wahr- 
scheinlichkeit W». 

Hauptsatz IV: Die Wahrscheinlichkeit Wg für das Zusammen- 
treffen zweier von einander abhängigen Ereignisse ist gleich der 
Wiihrscheinlichkeit to für das Eintreffen des ersten Ereignisses mal 
der Wahrscheinlichkeit Ol dafür, dafs nach dem Eintreffen des ersten 
Ereignisses, das zweite Ereignis eintreffen wird; es ist also: 



(«) 



lVM = tD' ta. 



Liegen in 2 von 3 Urnen nur weifse Kugeln, in der dritten Urne nur schwarze 
Kugeln, und ist es unbekannt, in welchen von den 3 Urnen die weifsen oder 

schwarzen Kugeln liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, aus Urne I eine weifse 

2 
Kugel zu ziehen, nach Formel {!): w = ^. Ist dies Ereignis eingetreten, ist also 

o 

thatsUchlich aus Urne I eine weifse Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit 
dafür, nun ebenfalls aus Urne II eine weifse Kugel zu ziehen, nach Formel (1): 

10 = -^. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die Urnen I und II die 

weiisen Kugeln enthalten, nach Formel (6): 

KT 2 11 

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten ivir auch direkt nach Formel (1); denn es 
sind überhaupt nur die 3 Fälle möglich, dafs Urne I und II, dafs Urne I und III 
oder dafs Urne II und III die weifsen Kugeln enthalten, und unter diesen 3 Fällen 
ist nur der erste Fall für das von uns ins Auge gefafste Ereignis, dafs die Urnen I 

und II die weifsen Kugeln enthalten, günstig; somit ist nach Formel (1): ^=-^- 



§ 5. Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler und der 

Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens. 

1« Kehren wir nun zur Betrachtung der Beobachtungsfehler zurück, so können 
wir die am Schlüsse des § 2 aufgestellte Hypothese noch durch den Zusatz er- 
weitern, dafs die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen positiver und negativer 
Einzelfehler gleich ist, was unmittelbar aus dem Charaiaer der zufälligen Einzel- 
fehler folgt. Hiernach lautet die Hypothese: 

(7) Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses 
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auf- 
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tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen zu- 
fälligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen 
positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

ft. Verfolgen wir nun die Bildung eines Beobachtungsfehlers aus positiven 
und negativen zufälligen Einzelfehlern, die mit + « und — e bezeichnet werden 
mögen, so ergiebt sich folgendes: 
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§ 5. Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler und ihrer Wahrscheinlichkeit. 9 

Die Zahlen, die angeben, in wie vielen Fällen der Beobachtungsfehler aui 
«, 2£,3«, anwächst, sind Binomialkoeffizienten, also ist: 

/2 y\ 2 V (2 y — 1) f2y\ 2v (2»/— 1) (2»^ — 2). . .. (i^+ i) 
l,2y~ 1,2 '••••' \yj~' 1.2.3 y 

Die Gesamtzahl aller möglichen Fälle ist allgemein 2^^; denn beim Auf- 
treten eines Einzelfehlers sind 2 Fälle möglich und mit jedem neu auftretenden 
Einzelfehler ergeben sich aus jedem möglichen Falle immer zwei neue mög- 
liche Fälle. 

3. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs sich aus einer Reihe von zufälligen 
Einzelfehlern ein bestimmter Beobachtungsfehler bildet, ist nach dem Hauptsatz I 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich der Anzahl der für dies Ereignis günstigen 
Fälle dividirt durch die Anzahl aller möglichen Fälle. 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit Ho, W^ty ^u dafür, dafs sich beim Auf- 
treten von 4 zufälligen Einzelfehlern die Beobachtungsfehler 0, ±2«, d=4« bilden, 
nach der vorstehenden Tabelle: 

Ferner ist allgemein die Wahrscheinlichkeit W^o, f^3«, ^4e,.... '^^2pe^ W^2(p4-i)e, 
fFa(v— a)e, ^a(v— i)«, Wi^t dafür, dafs sich beim Auftreten von 2y zufälligen Einzel- 
fehlern die Beobachtungsfehler0,±2f,dz4«,....±2()«,±2(p+ l)f,....±2(i' — 2)«, 
2(^ — 1)«, 2»'« bilden: 



(1*) 






r^ 



.•.••• 



Der Zahlenwerth von 2 — ^ nimmt sehr rasch ab mit zunehmendem y. Er ist 

"T für y = U TTTTT für y = b. ti^ts^^^ für y = 10 u. s. w.. Somit wird beim Auftreten 
4 1024 ' 1 048 o7o 

einer gröfseren Zahl zufälliger Einzelfehler auch die Wahrscheinlichkeit ^av«, 

r. 

Jf2(v— i)e, ^^a(v— 2)«, .... für das Vorkommen der sehr grofsen Beobachtungsfehler 
±2*'«, zt2(v — 1)«, zt2(*'--2)«, .... sehr gering, wodurch es zu erklären ist, dafs 
bei Beobachtungen, wo sehr viele Einzelfehler auftreten, doch sehr grofse, aus der 
Anhäufung sehr vieler positiver oder sehr vieler negativer Einzelfehler entstehende, 
Beobachtungsfehler nicht vorkommen, obwohl ihr Vorkommen denkbar ist. 

4. Aus der Betrachtung der unter Nr. 2 und 3 gewonnenen Ergebnisse können 
wir bereits folgendes entnehmen: 

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler 
Null vorkommt 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen der verschiedenen 
Beobachtungs fehler ist Verhältnis mäfsig sehr viel kleiner für gröfsere 
als für kleinere Beobachtungsfehler, sie ist verschwindend klein für 
sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Be- 
obachtungsfehler ist gleich wahrscheinlich. 

5. Aus den in (1*) gewonnenen Ausdrücken Air die Wahrscheinlichkeit W^ 
und ff^pc dafür, dafs der Beobachtungsfehler oder 2^c vorkommt, können wir 
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eine einfache allgemeine Gleichung entwickeln, die die Beziehung darstellt zwischen 
der Grölse eines Beobachtungsfehlers und der Wahrscheinlichkeit seines Vor- 
kommens. 

Wir benutzen hierbei die folgenden Formeln: 

(2*) x!==1.2.3 (^-l).x = V2li.x* *.« ' 12' 86(te«+i2«>.* •••• ^ 

(3-) e^^i^^^^^^^.^^^ 

(4*) lg(l + ^)-Y-y4-^-^ + 



worin n == 3,141 592 der halbe Umfang des Kreises für den Radius r= 1 und e 

die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist 
Nun ist nach (1*): 

(5*) Wo = ^^J'^ 2- ^ , und darin : 

(f^•\ /2*^V 2>^.(2v-l) (v4-2 )-(v + l) 

^^ \y) 1 . 2 (y-i)' y 

^ 2y'(2y — 1) (^4-2)« (y-H)-y (v — 1) 2»! 

1 • 2 • (*' — 1) • y • J' • (»^ — 1) 2*1 






y\ y\ 



• • • ■ % 



9^ _1 + _J_ 



danach ist: 

(?♦) W, 



+ _ 2^ /^i.l ._L_^_? V 







i_A_i._i_._5__ ^ 



oder, wenn c sehr grols ist,: 

(8*) ^^-7^' 

Sodann ist nach (1*): 
(9*) ^»P«=C!Ü )2"^, und darin: 

/ 2v \ 2 >^>(2y-l) (,.-f^ + 2) . (v4-p + l) 

V-e/ 1 . 2 (»' — (e— 1)) • ("-e) 

^ 2y»(-2y — 1) (y + g -f 2)* (y4-p + 1) « (^ 4- g) - (^ + g- 1) 2*1 

1.2. {y — (9 + \))'(y—Q) •(•' + rt-(»'4-e-l) 2.1 

Während nach (5*) und (6») Wo =^^2-^ ist, ist nach (9*) und (10*) 
WV =-. !?'?' V, 2"'" , also: 
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(11*) 



^»?i= 



v! »! 






■ • • • • 



(18 



Ferner ist nach (4*): 

(-) <-^)— ,(.H-i)-j^(i)'-i(i)Vi(JT- ■ 

wonach 

(14-) (.-,+i)ig(^)+(. + e+|)ig(;rT?) 

=-2,i-.(2.-.i)i(^;-24©V(2.-Hi)i(i;- 

-('-i)(fT-(i'-T)(^T-(Ä^-l)©*-(i'-l)(JT- 

oder ^* 2^» 4» e^» "q» gegenüber j', g^i', j^v^ ^y^ verschwindend 

klein ist, 

y 6 k' 15 v* 2Sy'^ 
wird, und somit 

1 , 1 6* l 9^ 1 tfi 1 tfi 

(15*) / y y-P+ä / V Y+P+T_^-7~T^"i57s"2877- 

wird. Endlich ist: 

(16*^ ^L(L !L^^=..J_j?" Ljt Lt^±t^ 

^ ' ^6 \y y* — eV 6v» y Gr« v» 6»'» »^ öv« v*^ ' 

(17*) 3 (i K» + 3*^g« \^ lg« 1 g^. 7 e» 1 g« 

^ ^ 180V»^ (»'* — e')V SOv* y ^ I2y*- y* 45i^i/»^4»'* i'' 

Demnach wird nach (11*) und (15*) bis (17*): 

»\ »y gpt __ vV^ev« 80V* / 6v*\^v« 2v* / 15v*V JV« 8y* / »8v'\ 8v« >* / 



oder es wird, da die Potenzen von — gegenüber 1 verschwindend klein sind,: 

y 



(19*) ^^==« 



^>P« . T 6 V» U V« 28 V 



^^'o 



Wird nun für Wq der in (8*) erhaltene Ausdruck eingesetzt und die Potenz 
von e nach (3*) in eine Reihe verwandelt, so ergiebt sich: 

<-) "'-^('-?-A(?)'('-i)-M?)■(-^Ä) 

■^4!W (^""V^15;^""778""V7' 

\ 
oder wenn wieder beachtet wird, dafs — sehr klein ist: 

,,, ., L(.-?.,',(¥;-^(?')'-f.(?)'--> 
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Wie eine Vergleichung dieser Reihe mit (3*) zeigt, ist hiernach auch: 

(2-2») fr3p. = -i=e \ 

yvn 

Bezeichnen wir nun den Beobachtungsfehler 2 (i* mit jt, die Wahrscheinlichkeit 
yv%^t dafür, dafs dieser Beobachtungsfehler vorkommt mity und setzen v{^tY= N 
so wird 

Da die Werthe von y VerhUltniszahlen sind, wofür eine bestimmte Einheit 
noch nicht festgesetzt worden ist, so können wir den Ausdruck für y durch 2t divi- 
diren und erhalten: 



XX 

N 
1 



oder nach (3*): 

<"' '-vi«('-"-.'i(f)"-li(i?)"*<.'("T--} 

6. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der 
zwischen x und x+dx liegt, ist nach unserm Hauptsatz II gleich der Summe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen x und x-hdx liegenden 
Beobachtungsfehler. Wenn dx eine sehr kleine Gröfse vorstellt, so können wir 
annehmen, dafs diese Wahrscheinlichkeiten sämtlich gleich sind der Wahr- 
scheinlichkeit y für das Vorkommen des Fehlers x und können die Summe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen x und x-{-dx liegenden 
Beobachtungsfehler darstellen durch das Produkt y.dx. Dies Produkt wird ver- 
anschaulicht durch einen Fluchenstreifen von der Höhe y und der Breite dx. 

Weiter ist auch die Wahrscheinlichkeit W^ dafür, dafs ein Beobachtungsfehler 
vorkommt, der zwischen x = a und x = b liegt, nach unserm Hauptsatz II gleich 
der Summe der Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen a und b 
liegenden Beobachtungsfehler, und diese können wir darstellen durch die Summe 
der Produkte y . dx^ die sich mit den Werthen von y ergeben, die zu allen zwischen 
a und b liegenden Werthen von x gehören, so dafs 



-i' 



(24*) Wl=z\ydx f}lr x = abis x = b 

wird. 

Wird die Beziehung zwischen den Beöbachtungsfehlern und der Wahr- 
scheinlichkeit ihres Vorkommens veranschaulicht durch eine Kurve, deren Abscissen 
gleich X und deren Ordinaten gleich y sind, so wird die Wahrscheinlichkeit W^ 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der zwischen a und b liegt, ver- 
anschaulicht durch die Fläche, die zwischen der Kurve, der Abscissenachse und 
den beiden zu x = a und x = b gehörigen Ordinaten liegt. 

§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler. 

1. Wir haben bisher als Einheitsmafs für die Beobachtungsfehler den zu- 
fälligen Einzelfehler genommen, wir können aber die Gröfse der zufälligen Einzel- 
fehler nicht bestimmen und defshalb auch die bei den Beobachtungen auftretenden 



^ 
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Fehler praktisch nicht nach diesem Einheitsmafs messen. Wir können aber wohl 
für die verschiedenen Beobachtungsarten und für die verschiedenen Instrumente 
aus Beobachtungsergebnissen Mittel werthe der Beobachtungsfehlör ableiten und 
dann diese Mittelwerthe auch als Einheitsmafs für die Beobachtungsfehler benutzen. 
Denn wenn wir eine Grölse, deren wahren Werth (x) wir kennen, wiederholt 
in gleicher Weise beobachten und dadurch die Beobachtungsergebnisse i.i, is, 
ila, . . . A» erlangen, so liefern uns die Unterschiede (x) — Ai, (a?) — A,, (ar) — Jl», . . . ., 
{xj — ln die wahren Beobachtungsfehler (t?,), (ü,), (t>j) , . . . . (t?») . Bilden wir nun 
beispielsweise aus diesen einen Mittelwerth d, indem wir die absolute Summe 
[±(t;)] der Fehler durch ihre Anzahl n dividiren, so können wir diesen Mittel- 
werth d als Einheitsmafs für die Fehler gleichartiger Beobachtungen benutzen 
und feststellen, dem wievielten Betrage des Mittelwerthes sie gleichkommen. 

ft. Die als Einheitsmafse der Beobachtungsfehler gebrUuchlichen Mittelwerthe 
sind der durchschnittliche, der mittlere und der wahrscheinliche Fehler. 

Der durchschnittliche Fehler d ergiebt sich, indem die absolute, d. h. 
die ohne Berücksichtigung der Vorzeichen gebildete Summe [=t (v)] der wahren 
Beobachtungsfehler (v»), (t7,), (t?«), . . . (vn) durch ihre Anzahl n dividirt wird, 
also nach: 

n 

Der mittlere Fehler m ergiebt sich, indem die Summe [(&) (t;)] der 
Quadrate der wahren Beobachtungsfehler (üj), (f^), (vs)? • • • (vn) gebildet, diese 
durch ihre Anzahl n dividirt und aus dem so erhaltenen Mittelwerthe der Quadrate 
die Wurzel gezogen wird, also nach: 



(13) m 



^±^Mm. 



Der wahrscheinliche Fehler ist der Fehler, der in einer Reihe absolut 
genommener wahrer Beobachtungsfehler ebenso oft überschritten, wie nicht er- 
reicht wird. Er kann bestimmt werden, indem die Fehler ihrer Gröfse nach ge- 
ordnet werden, und dann ermittelt wird, welcher Fehler in der Mitte der Fehler- 
reihe liegt. Zweck mäfsiger ist es indefs, zunächst den mittleren Fehler zu bilden, 
und den wahrscheinlichen Fehler nach einer, später zu bildenden, Formel aus dem 
mittleren Fehler zu berechnen, weil hierbei sämtliche Fehler ihrer Gröfse 
nach zur Anrechnung kommen, während bei dem zuerst erwähnten Verfahren 
hauptsächlich die Gröfse der in der Mitte der Reihe stehenden Fehler be- 
stimmend ist. 

3. Die vorbezeichneten Mittelwerthe der Beobachtungsfehler sind abhängig 
von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beobachtungs- 
art; denn je nachdem ein mehr oder minder feines Instrument, oder je nachdem 
ein mehr oder minder gut durchgebildetes Beobachtungsverfahren eingeschlagen 
wird, werden sich auch kleinere oder gröfsere Beobachtungsfehler und dem- 
entsprechend auch kleinere oder gröfsere Mittelwerthe der Beobachtungsfehler 
ergeben. 

Ferner ist auch die in den Formeln (10) und (11) vorkommende noch un- 
bestimmte Grösse A^ abhängig von den bei den Beobachtungen benutzten Instru- 
menten und der Beobachtungsart. Denn wenn wir beispielsweise Winkel beob- 
achten mit einem feinen Mikroskoptheodoliten, so wird die Wahrscheinlichkeit 

1 XX 

y = iy=«c"~A', einen Fehler x von bestimmter Gröfse zu machen, eine ganz 
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andere sein, als wenn wir den Winkel mit einem einfachen Nonientheodolit be- 
obachten. Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit ^, einen bestimmten Fehler x zu 
machen, verschieden sein, je nachdem dies oder jenes Beobachtungsverfahren ein- 
geschlagen wird. Diese verschiedenen Werthe der Wahrscheinlichkeit y werden 
sich nach Formel (10) oder (11) aber nur dann ergeben, wenn die Gröise iV den 
verschiedenen Instrumenten und Beobachtungsarten entsprechend verschieden be- 
stimmt wird. 

4* Weil nun sowohl die Mittelwerthe der Beobachtungsfehler, als auch 
die Grösse N von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der 
Beobachtungsart abhängig sind, so werden diese GrÖfsen auch unter sich in be- 
stimmter Beziehung stehen. Diese Beziehung wollen wir jetzt durch einfache 
Formeln auszudrücken suchen und dann in die Formeln (10) und (11) statt der 
Gröise xV die Mittelwerthe einführen, die aus den Beobachtungsfehlern immer 
einfach abgeleitet werden können. 

Bei der Entwicklung dieser Formeln setzen wir voraus, dafs die Mittelwerthe 
der Beobachtungsfehler aus unendlich vielen Beobachtungsergebnissen abgeleitet 
werden. Letzteres trifft zwar in praktischen Fällen nicht zu, wo immer nur Be- 
obachtungsergebnisse in endlicher Anzahl vorliegen; wir werden aber die unter 
Voraussetzung des idealen Falles gewonnenen theoretisch richtigen Formeln auch 
praktisch anwenden können, da sie das Verhältnis der betreffenden Gröfsen zu 
eiiiander so gut wie möglich darstellen werden. 

Im § 5, Nr. 5 hatten wir bereits angefUhrt, dafs die Werthe von y Verhältnis- 
zahlen sind, fUr die eine bestimmte Einheit noch nicht festgesetzt ist. Da nun 

nach § 5, Nr. 6 lyrf^c fUr a: = — « bis a? = -f <» die Wahrscheinlichkeit dafür dar- 
stellt, dafs ein Fehler vorkommt, der zwischen — « und + « liegt, und es gewifs 
ist, dafs bei einer Beobachtung ein Fehler vorkommt, der in diesen Grenzen liegt, 
so setzen wir nach Formel (3): 

(1*) lyrfa7= 1 für a; = — oo bis a;=-f- <». 



\ydx^ 



5. Wenn Beobachtungsergebnisse in unendlich grosser Anzahl vorliegen, so 
kommen bei diesen auch alle Beobachtungsfehler von a: = — « bisa: = -f-«> vor 
und die Fehlerreihe enthält die einzelnen Fehler in einer Anzahl, die proportional 
ist der Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die betreffenden Fehler bei den Beobachtungen 
auftreten. Wenn demnach ydx die Wahrscheinlichkeit dafür ist, dafs ein Beob- 
achtungsfehler vorkommt, der zwischen x und x + dx liegt, und k eine Konstante 
ist, so stellt kydx die Anzahl der in der Fehlerreihe vorkommenden Fehler, die 
zwischen x und x + dx liegen, dar und 



(2*) 



n = \k y dx = k\y dx für a; = — <» bis x^= + 



oo 



die Anzahl der überhaupt vorkommenden Fehler. 

6. Weiter erhalten wir dann die Summe aller Fehler, indem wir die Anzahl 
kydx^ in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit den betreffenden Fehlern multi- 
pliziren, und alles addiren, indem wir also in der berechtigten Annahme, dafs alle 
Fehler zwischen x und x+ dx gleich x sind, 

(3*) [zt{v)]=\kyxdx=k\yxdx {\Xt x=— CO bisir = -h«> 

bilden. 
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Demnach wird nach Formel (12) der durchschninliche Fehler: 

^ kjydx 



[♦): j.yrfx = 



oder, da nach (!♦): \ydx=\ für a:=— « bis a7 = -4- «> ist,: 



(5*) d=\yxdx fllra? = — « bis 07 = 4-00, 



-I' 



Fuhren wir hier für y den in F'ormel (10) erhaltenen Ausdruck ein und 
integriren, so erhalten wir: 

C — *— aTn — — 
(6*) d = -,^m \ e .x,dx = — : . e für ar = — «a bisa; = + oo 

Der Werth dieses Integrals ist 

für j: = gleich •— -^-— , 

2V71 

für a: = c» gleich , _ 

also für ar = bis ar = 00 gleich — — , 

2j/7r 

und für a? = — 00 bis a: = + 00 gleich — _^ . 

\n 

Somit ist der durchschnittliche Fehler: 
(14) rf = -!— = 0,564 190 VT?. 

7. Die Quadratsumme aller Fehler erhalten wir, indem wir die Anzahl ky dx^ 
in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit dem Quadrat der betreffenden Fehler 
multipliziren, und alles addiren, indem wir also 

(7*) [(v)(v)] = \kyx^dx=^k\yx^dx für a; = — 00 bis a: = -f- 00 

bilden. 

Demnach wird nach Formel (13) das Quadrat des mittleren Fehlers: 

(8-) ^^Uv)W^^^Sy^ füra:=-<»bis.= -f-« 

« k^adx 

oder, da nach (!♦): \yc/a;=l füra:== — oobisar = 4-«> ist,: 



[♦): l ydx== 



=p.' 



(9*) ?»' = \y x^ dx für a: = — <»bisar = -hoo. 



Setzen wir hier fUr y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein und 
integriren partiel, so erhalten wir: 



(10») m^ = -Lz\e ^.x^dx 

\NnJ 



XX ^ XX 



V iV / --jf C "N \ 

---{e ,x + \e .dx] fllrar = — oobisa: = + oo. 

2\'7I \ J I 
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Das erste Glied in der Klammer wird f\^T x = und ftkr x s^ «o gleich Null, 
föllt also für j? = — oo bis a: = -f «> fort, wUhrend das zweite Glied gleich YNnXydXj 

oder da nach (1*) das Integral 1 y rfx = 1 fUr ar = — «> bis ar= 4- » ist, gleich y Nn^ 
womit: 

und der mittlere Fehler: 



On « -.,,- f 2 



(15) m = j/i- . VlV= 0,707 107 |AA^ 

wird. 

8. Der wahrscheinliche Fehler te* ist der Fehler, der in einer Reihe von 
Beobachtungsfehlern ebenso oft überschritten, wie nicht erreicht wird. Es liegen 
also ebenso viele Beobachtungsfehler innerhalb der Grenzen x=^ — tobisar^ + tr, 
wie aufserhalb dieser Grenzen; demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs ein 

Beobachtungsfehler vorkommt, der zwischen x ^^ —w und x =^ +fa liegt, gleich ^) 

oder es ist: 

(12*) \yrf^=o" füra:= — to bisa? = 4-to, 

woraus nach Formel (11) folgt: 

"'V^(v^""'3(yiv) ■^5^(v^) ""7Tä!(yiv) "*"9^!(p) ) 

für X = — tobisx = -{-w. 
Der Werth dieses Integrals ist 

fürj: = gleich 0, 

also für a: = — IC bis d? = 4- «7 gleich dem zweifachen Betrage dieses Ausdrucks, 
so dafs: 

oder 

•'^■)iV-«,«»..3=^lf-K#J-5-i.:(v';^T-f^,(#)+,-^(v^)'-- 

ist. 

Durch Auswerthung dieser Gleichung ergiebt sich: 

(16*) -p: = 0,476 9363 = w, w = 0,476 9363 yiV = w yÄ 

und für den wahrscheinlichen Fehler: 

(16) w = 0,476 9363 ^iV = w yiV. 
Aus den Formeln (14), (15), (16) folgt weiter: 

(17) rf= 0,797 885 m, 

(18) «7 = 0,674 490 m, 
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wonach der durchschniltliche Fehler d und der wahrscheinliche Fehler w aus dem 
mittleren Fehler m berechnet werden können.*) 

9. Sobald fUr ein Instrument und eine Beobachtungsart ein Miltelwerth der 
Beobachtungsfehler bestimmt worden ist, kann jeder Beobachiungsrehler x als ein 
Vielfaches von einem der Mittelwcrthe il, m, oder v dargestellt werden, indem rd. 



na oder rro fUr x gesetzt wird, wo r erhalten wird nach: ',- = ''j — =roder — = r. 
Setzen wir demenisprcchend in den Formeln (10) und (il) rd, rm, rte fUr x und 
nach den Formeln (14), (15) und (16): rf V» ■ "• V^", -■ fUr VÄ', so erhalten wir als 
Wahrscheinlichkeit H'rj, IVm, "ru. dafilr, dafc ein Beobachtungsfchler vorkommt, 
der gleich dem rfachen Betrage des durchschnittlichen, des mittleren oder des 
wahrscheinlichen Fehlers ist,: 

_[1 I _'' 

(18*) ir™ = — ^-.e », 



(IT) 


Wrd = 


^In'" 


(19*) 






oder 


indem wir 


durch - 




•) Ein Beispiel 


siehe Seil 


R< 


>1L 
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d») 


Wrd=e « = 1 — - 

7t 


(20) 


-1 , 


(«1) 





+ 



+ 



2\\2j S\\2) ^4\\,2j 

Für r = werden Wrd, Wrm, Wrw gleich Eins, wonach durch die letzte Di- 
vision den Werthen der Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Fehler rd, rm, rw vor- 
kommt, als Einheit die Wahrscheinlichkeit Wq dafür zu Grunde gelegt ist, dafs 
der Beobachtungsfehler Null vorkommt 

Die sich nach Formel (20) ergebenden Zahlenwerthe von Wrm für r = 0,00 bis 
r = 4,00 können aus der vorstehenden graphischen Tabelle (Fig. 1) entnommen 
werden und zwar als Ordinalen der vier KurvenstUcke für die Abscissen r von 
0,00 bis 1,00, von 1,00 bis 2,00, von 2,00 bis 3,00, und von 3,00 bis 4,00. 

10, Die Wahrscheinlichkeit W^^ dafür, dafe ein Beobachtungsfehler vor 
kommt, der zwischen x = — a und j; = + a Hegt, ist nach (24*) im § 5: 

(20*) W^[ 



--]> 



dx für j; = — a bis x = -\'a. 



Den Werth dieses Integrals erhalten wir, indem wir in dem in (14*) rechts 
stehenden Ausdruck a für w setzen. Damit wird: 

(21) yy.a y-^yrÄT ZK'^NJ^h.vX^'s) 7-3!VyAV^9.4!VyÄr>' / 
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Setzen wir nun, wie oben, rrf, rm, rw an Stelle von a, und rfyji, m^^ — an 

Stelle von "{N, so erhalten wir als Wahrscheinlichkeit l^l^j, Tf'j^l, PFJ:;;;, da- 
für, dafs ein Beobachtungsfehler den r fachen Betrag des durchschnittlichen, 
mittleren oder wahrscheinlichen Fehlers nicht überschreitet: 

V»»J -m y^ l^yg- 3 l^yg-^ -*" 5 . 2 ! \^<^) 7 ■ 3 ! VysJV ^ » • 4 ! Vy2 / j' 

(24) W^ = -| («.r - 1 («,r)» + ^ (a,r)» _ ^ («,r)' + ^^ (<ür)» ), 

worin » = 8,141592..., iw «= 0,476 986 .. . ist. V 



§ 7. Untersuchung von Fehlerrcihen. 19 

Die in den Formeln (19) bis (^4) vorkommenden Reihen konvergiren 

Gn 

sämtlich. Sie haben wechselndes Vorzeichen und der Quotient -pz der beiden 

Un — l 

aufeinanderfolgenden Glieder mit (n — 1)! und n!, der für die ersten 3 Reihen 

= — (ar)K für die letzten 3 Reihen = ^^"7 . (arY ist, wird für endliche Werthe 

n n 2» H- l 

vom r jedenfalls < 1 , wenn die Reihen genügend weit fortgesetzt werden. 

In der nebenstehenden Figur 2 stellen die zu den Abscissen r = 0,0 bis r = 4,0 
gehörigen Ordinalen der Kurve, wenn sie von der unteren Abscissenlinie gezählt 
werden, die Wahrscheinlichkeit ^trm dafür dar, dafs der r fache mittlere Fehler 
nicht überschritten wird, dagegen, wenn sie von der oberen Abscissenlinie gezählt 
werden, die Wahrscheinlichkeit dafür dar, dafs der r fache mittlere Fehler über- 
schritten wird. 



§. 7. Untersuchung von Fehlerreihen. 

1. Nach dem bisher gewonnenen können wir vorliegende ßeobachtungser- 
gebnisse prüfen, indem wir die Beobachtungsfehler bilden und untersuchen, ob sie 
in genügender Weise den Regeln für das Auftreten der ßeobachtungsfehler folgen. 

Aus dem Satze, dafs gleich grofse positive und negative Beobachtungsfehler 
gleich wahrscheinlich sind, folgt erstens, dafs in einer Reihe zufälliger Beobachtungs- 
fehler gleich viel positive und negative Fehler vorkommen müssen, und dafs die 
Summe der positiven Fehler gleich der Summe der negativen Fehler sein mufs. 
Wenn diese Gleichheit der Anzahl und Summen der positiven und negativen Fehler 
in einer Fehlerreihe nicht genügend ist, die Ungleichheiten also nicht als zufällige 
angesehen werden können, so kann daraufgeschlossen werden, dafs die vorliegenden 
Beobachtungsfehler nicht frei von konstanten Fehlern sind. 

Alsdann ist nachzuforschen, aus welchen Fehlerquellen die konstanten Fehler 
herrühren und auf Grund des Ergebnisses der Nachforschung ist durch Aenderung 
der Beobachtungsart, Berichtigung der verwendeten Instrumente u. s. w. das fernere 
Auftreten der konstanten Fehler in den Beobachtungsergebnissen wenn möglich 
zu verhindern. 

In manchen Fällen wird auch die Gröfse der konstanten Fehler ermittelt 
werden können, und dann werden die Beobachtungsergebnisse davon durch 
Anbringung entsprechender Verbesserungen befreit werden können, wonach die 
Übrigbleibenden Fehler sich als zufällige Beobachtungsfehler kennzeichnen müssen. 

Ferner kann untersucht werden, ob in einer Fehlerreihe die einzelnen Beob- 
achtungsfehler auch wirklich in einer der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens 
entsprechenden Anzahl auftreten. Wird für alle Fehler, deren Wahrscheinlichkeit 
nicht verschwindend klein ist, die Wahrscheinlichkeit Wrm nach dem im § 6, Nr. 6 
angegebenen Verfahren ermittelt, so wird aus [ IVm^] und der Anzahl n der vor- 

liegenden Fehler nach: ä; = =-,^-^ ein Faktor erhalten, womit die einzelnen Wrm zu 

multipliziren sind, um die Zahlen zu erhalten, die angeben, wie oft die Fehler in 
der vorliegenden Reihe nach dem Fehlergesetz vorkommen sollen. 

Beispiel: Bei der Haupttriangulation des Königreichs Sachsen sind nach 
Seite 484 und 485 des ihre Ergebnisse enthaltenden Druckwerkes die in der nach- 
folgenden Tabelle in Spalte 1 und 3 angegebenen Dreiecksschlufsfehler so oft vor- 
gekommen, wie in Spalte 2 und 4 angegeben ist. 

Der Fehler 0,0 ist 13 mal vorgekommen, aufserdem sind 86 positive und 98 
negative Fehler vorgekommen. Die Gesamtzahl der Fehler ist also » = 13 + 86 
+ 98=197. Nach Spalte 5 und 6 ist die Summe der positiven Fehler: H-45,9 

2» 
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und die Summe der negativen Fehler: — 46,2 ; demnach ist die Anzahl und die 
Summe der positiven Fehler nahezu gleich der Anzahl und der Summe der 
negativen Fehler, wie es sein mufs.*) 



Es kommt vor 
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. _ _ — 1 












der Fehler 

1 II 
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^A • ^ ■•' 
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8. 
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3umme 


der Fehler is 


t: [+(«)] = 


45,9 + Ai 


;,2 = ± 92,1 , ^ 


womit sich 


lach Formel (12) d 


er durc 


hschnittlichel 


1 ehler d — - 


n 


197 "^"'^ 


7" ergiebt. 


In Spalte 7 i 


st die 


Quadratsumn 
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1er [00 (t 
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rechnet. 



*) Die Dreieckswinkel sind aus den Werthen der Richtungen abgeleitet, die sich nach der 
Stationsausgleichung ergeben haben. Deshalb gelangt in ihrer algebraischen Summe + 45,9 
— 46,2 = — 0,3 nur die algebraische Summe der Fehler der Aufsenwinkel des Dreiecksnetzes 
zum Ausdruck. 
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Nach Spalte 1 bis 4 der Tabelle kommen 97 Fehler vor, die kleiner als 
± 0,35" und 100 Fehler, die gröfser als ± 0,35" sind, wonach w = ± 0,35" als wahr- 
scheinlicher Fehler angenommen werden kann. 

Nach den Formeln (17) und (18) ergiebt sich für den durchschnittlichen 
Fehler: rf = 0,8 m = 0,8 (±0,61) = ±0,49" und für den wahrscheinlichen Fehler: 
w = 0,67 w = 0,67 (±0,61) = ±0,41", gegenüber den vorher gewonnenen Werthen 

d=± 0,47" und w = ± 0,35". 

(v) 
In Spalte 8 sind die VerhUltniszahlen r = ^^ nachgewiesen, denen in Spalte 9 

die aus der graphischen Tabelle im § 6, Nr. 9 entnommenen Zahlen für die Wahr- 
scheinlichkeit IVrm dafür beigefügt sind, dafs die in Spalte 1 und 3 aufgeführten 
Fehler {v) = rm vorkommen. Die Zahlenwerthe von Wrm Tür Fehler, die gröfser 
sind als ± 2,2", sind bereits so klein, dafs sie hier nicht mehr in Betracht kommen. 
Die Summe [IVrm] für alle Fehler zwischen +2,2" und —2,2" ergiebt sich aus 
der Wahrscheinlichkeit 1,000 für (ü) = 0,0 und der doppelten Summe 2 -7,131 aller 

Werthe von Wrm für (v) = 0,l bis (t?) = 2,2, sie ist also [^^„»1 = 1,000 H- 2 • 7,131 

n 197 



= 15,262 , wonach k = -^^- = ^^^^ 



= 12,9 wird. 



Die Produkte kWrm in Spalte 10 der Tabelle sind dann die Zahlen, die an- 
zeigen, wie oft die in Spalte 1 und 3 nachgewiesenen Fehler nach dem Fehlergesetze 
vorkommen sollen. Die in ähnlicher Weise wie [Wrm] gebildete Summe [äH^] 
mufs mit n übereinstimmen, was auch der Fall ist. Die Vergleichung der Zahlenwerthe 
in den Spalten 2, 4 und 10 und die Betrachtung der in Spalte 11 aufgeführten 
Summen der Differenzen (k Wrm — gi) 4- (k Wrm '-q^ = 2k Wrm — (gi 4- gt) giebt einen 
Anhalt dafür, inwieweit die thats'ächlich aufgetretenen Fehler dem Fehlergesetze ent- 
sprechen. Wie ersichtlich, kommt nur die eine gröfsere Abweichung vor, dafs die Fehler 
-1-0,2 und —0,2 8 mal mehr vorkommen, als nach der Wahrscheinlichkeit für ihr Vor- 
kommen zu erwarten ist; im ganzen entspricht aber das Auftreten der verschiedenen 
Fehler in der vorliegenden Fehlerreihe ganz gut den dafür gewonnenen Regeln. 



§ 8. Fehlergrenzen.*) 
1. Nach den Formeln (ÄÄ), (A3) oder (A4) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durch- 
schnittlichen, des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers nicht überschreitet. 
Indem wir die erhaltenen Zahlenwerthe subtrahiren von der Wahrscheinlichkeit W== 1 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehlervorkommt, der diesen Betrag entweder überschreitet 
oder nicht überschreitet, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beob- 
achtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durchschnittlichen, des 
mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers überschreitet. 



(25) 



Danach ist di 
Beobachtungs 


e Wahrscheinlichkc 
fehler vorkommt, 
mittleren Fehlei 

nicht überschreitet 


Mt dafür, dafs ein 
der den r fachen 

r 

überschreitet 


für r— 1,0: 
„ r-.2,0: 
„ r-3,0: 
ry r-3,5: 
„ r = 4,0: 
„ r = 5,0: 


0,682 7, 
0,954 5, 
0,997 278, 
0,999 533 8, 
0,999 936 62, 
0,999 999 427, 


0,317 3, 
0,045 5, 
0,002 722, 
0,000 466 2, 
0,000 063 38, 
0,000 000 573. 



*) Vergleiche: Ueber den Maximalfehler einer Beobachtung von Helmert in der Zeitschrift 
für Verroessungswesen, 1877, Seite 131 u. f. 
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li. Multipliziren wir die Wahrscheinlichkeit IV ^ dafs der r fache miitlere 
Fehler überschritten wird, mit », so geben uns die Produkte nlV an, in wie vielen 
Füllen unter n Fällen der r fache mittlere Fehler wahrscheinlich überschritten 
wird oder wie viele Fehler in einer Reihe von n Fehlern gröfser sein werden, als 
der r fache mittlere Fehler. 

Dividiren wir ferner die Anzahl n aller Fülle durch die Anzahl n W der Fälle, 

in denen der r fache mittlere Fehler überschritten wird, bilden wir also — ,v,= „,, 

nW W 

so erhalten wir die Anzahl der Fülle, unter denen der Fall, dafs der r fache 
mittlere Fehler überschritten wird, wahrscheinlich einmal vorkommt. Dies er- 
giebt folgendes: 



(«6) 



Unter n = 1000 Fehlern wird 
der r fache mittlere Fehler 
wahrscheinlich überschritten 



fUrr 
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„1750000 



3,1 Fehlern, 
22,0 „ 
368 
2150 
15 800 



11 



51 
55 
55 
5» 



3. Die vorstehend angeführten Zahlen geben einen genügenden Anhalt für 
die Festsetzung von Fehlergrenzen, die die ßeobachtungsfehler nicht überschreiten 
dürfen, wenn die Beobachtungsergebnisse weiter verwendet werden sollen. 

Nach dem vorangegangenen müssen wir zwar zugeben, dafs sehr grofse 
ßeobachtungsfehler entstehen können durch eine ungünstige Anhäufung einer 
grofsen Ueberzahl positiver oder negativer Einzelfehler, und dafs wir dem Be- 
obachter für das Eintreffen dieser ungünstigen Fälle kein Verschulden zur Last 
legen können. Dennoch ist es aber berechtigt, die Beobachtungsergebnisse, bei 
denen die hervortretenden Fehler eine gewisse Grenze überschreiten, von der 
weiteren Verwendung auszuschliefsen und durch andere, durch Nachmessung zu 
gewinnende Beobachtungsergebnisse zu ersetzen; denn das Auftreten der sehr 
grofsen Fehler ist sehr wenig wahrscheinlich, und es kann mit grofser Wahrschein- 
lichkeit erwartet werden, dafs das Nachmessungsergebnis nur mit einem innerhalb 
der bestimmten Grenzen liegenden Fehler behaftet sein werde, falls diese Grenzen 
zweckentsprechend gewählt sind. 

Wir entnehmen nun aus Tabelle (Ä6), dafs der 3 fache mittlere Fehler 
wahrscheinlich in 1000 Fällen nur 2,7 mal oder in 368 Fällen einmal überschritten 
wird. Wenn wir demnach festsetzen, dafs nur solche Beobachtungsergebnisse 
weiter verwendet werden sollen, deren Fehler höchstens gleich dem 3 fachen 
mittleren Fehler ist, so werden wir zwar wahrscheinlich in 368 Fällen einmal 
von dem Beobachter eine von ihm nicht direkt verschuldete Nachmessung fordern 
müssen; wir werden die Berechtigung für diese Forderung aber aus dem 
Umstände entnehmen, dafs die Wahrscheinlichkeit für die Erlangung eines 
Bcobachtungsergebnisses, dessen Fehler ^ 3 m ist, sehr grofs, nämlich nach 



Tabelle (^5) gleich 0,9973 ist. Das Gleiche trifft nach Tabelle (^6) einmal zu in 
2150 Fällen, wenn wir den 3,5 fachen mittleren Fehler, und einmal in 15 800 Füllen, 
wenn wir den 4 fachen mittleren Fehler als höchstens zulässigen F'ehler fest- 
setzen. 



§ 9. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 23 

(27) Demnach kann als Regel gelten, dafs nur solche Beob- 
achtungsergebnisse weiter verwendet werden dürfen, deren Be- 
obachtungsfehler, je nachdem mehr oder minder strenge An- 
forderungen gestellt werden, den 3 bis 3,5fachen mittleren Fehler 
nicht Überschreiten und dafs nur dann, wenn besondere Um- 
stünde dies bedingen, noch solche Beobachtungsergebnisse ange- 
nommen zu werden brauchen, deren Fehler den 3,5 bis 4fachen 
mittleren Fehler erreichen. 

§ 9. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 

1. Die Beobachtungsfehler gehen, wie bereits im § 1 erwähnt ist, über auf alle 
Gröfsen, die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Wir mUssen 
deshalb auch feststellen, wie dieser Uebergang erfolgt, oder wie sich die Be- 
obachtungsfehler fortpflanzen, damit wir in der Lage sind, anzugeben, mit welchen 
Fehlern die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen wahrscheinlich 
behaftet sein werden. 

Wenn solche Angaben aber genügend zuverlässig sein sollen, werden wir 
ihnen in der Regel nicht die zufällig bei den grade vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen hervortretenden einzelnen Fehler zu Grunde legen können. Vielmehr 
werden wir hierfür Mittelwerthe der Beobachtungsfehler benutzen mUssen, die für 
die betreffenden Beobachtungsarten und Instrumente aus einer gröfseren Reihe 
von Beobachtungsergebnissen abgeleitet sind. 

Wenn beispielsweise in einem Dreieck die drei Winkel und eine Seite 
gemessen sind und verlangt wird, dafs hiernach nicht nur die Längen der 
beiden andern Seiten, sondern auch die Fehler angegeben werden, womit diese 
Längen wahrscheinlich behaftet sein werden, so könnten wir zwar für die Fehler 
der Winkel einen Werth aus dem zufälligen Widerspruche der Summe der drei 
Winkel gegen den Sollbetrag von 180° ableiten; es wäre aber völlig verfehlt, den 
aus dieser Ableitung folgenden Fehler den Fehlerangaben für die berechneten 
Seiten zu Grunde zu le.pen. Denn, wie wir gesehen haben, ist es am wahr- 
scheinlichsten, dafs die kleinen Beobachtungsfehler vorkommen und ist es somit 
auch am wahrscheinlichsten, dafs in dem einzelnen Dreiecksschlufsfehler nur ein 
kleiner Theil der wirklich vorhandenen Winkelfehler zum Ausdruck gelangt. Für 
den Fehler der gemessenen Dreiecksseite fehlte es, wenn diese nur einmal ge- 
messen wäre, vollends an jedem Anhalte für die GrÖfse des Beobachtungsfehlers; 
und selbst wenn die Seite etwa 2- oder 3 mal gemessen wäre, gäben die hervor- 
tretenden Unterschiede der Messungsergebnisse nur einen wenig zuverlässigen 
Anhalt für die Feststellung der wahrscheinlich vorliegenden Fehler. Wenn da- 
gegen aus einer gröfseren Zahl anderweiter Beobachtungsergebnisse Mittelwerthe 
der Beobachtungsfehler für die in gleicher Art ausgeführte Dreiecks winkel- und 
Seitenmessung abgeleitet sind, so wird mit Benutzung dieser Mittelwerthe auch 
eine zuverlässige Angabe der F'ehler gemacht werden können, womit die be- 
rechneten Dreiecksseiten wahrscheinlich behaftet sein werden. 

2m Als Mittelwerthe von Beobachtungsfehlern haben wir bereits den durch- 
schnittlichen, den mittleren und den wahrscheinlichen Fehler kennen gelernt. 
Von diesen drei Mittelwerthen eignet sich der mittlere Fehler am besten zur An- 
gabe der den Beobachtungsergebnissen wahrscheinlich anhaftenden Fehler, weil 
darin die Beobachtungsfehler, woraus der Mittelwerth gebildet wird, mit ihrem 
quadratischen Betrage, also sehr scharf zum Ausdruck gelangen, während in dem 
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durchschnittlichen und wahrscheinlichen Fehler nur die einfachen Beträge der 
Beohachtungsfehler zum Ausdruck kommen. Ferner fällt ftSr die Wahl des mitt 
leren Fehlers noch ins Gewicht, dafs er bereits in sehr grofsem Umfange als 
Genauigkeitsmafs benutzt wird und bei seiner Annahme alle theoretischen Ent- 
wicklungen und alle praktischen Rechnungen in einfacher Weise erledigt werden 
können. 

Die selbstverständliche Folge hiervon ist, dafs wir auch Air alle aus den 
ßeobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen den mittleren Fehler angeben, 
womit sie wahrscheinlich behaftet sind. Um dies ausführen zu können, entwickeln 
wir im folgenden Formeln, wonach der mittlere Fehler einer solchen GrÖfse 
berechnet werden kann, die aus andern Gröfsen abgeleitet ist, deren mittlerer 
Fehler bekannt ist. 

3. Der mittlere Fehler mx einer GrÖfse x kann gefunden werden, indem 
diese GrÖfse wiederholt beobachtet wird, indem sodann aus den Beobachtungs- 
ergebnissen Ai, Aj, A3, .... An und dem wahren Werthe (x) der GrÖfse die wahren 
Beobachtungsfehler (ü|), (ü,), (»3), .... (vn) nach 

(t?,) =(j:) — A,, 

(r,) = {x) — A,, 

(oa) =W — A3, 
.......... 

(0n)={x) — An 

gebildet werden und der mittlere Fehler mx berechnet wird nach: 
(13) mx--^^"'''^''^^ 



(l*) 



|r n 



(2*) 



Multipliziren wir nun die Gleichungen (I*) mit einer Konstanten a und setzen 
{X) für a(j:), womit 

rt(ü,) =(X) — aA,, 
a(ü,) =(X) — aAj, 
«(va) =(A') — aAg, 

t 

a(vn) = (X) — aXn 

erhalten wird, so können wir aAi, aA^, aAg, .... aAn als Beobachtungsergebnisse 
zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer GrÖfse X = (ix und a(t;i), «(üj). 
a(vs), .... a{vn) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen folgenden wahren 
Beobachtungsfehler ansehen, womit wir nach Formel (13) für M erhalten: 

(3-) M^±f^)^i^±af^^ 

oder dal/li^^U/zi. ist,: 



(ÄH) M=±am». 

Ist demnach eine GrÖfse X aus einer andern GrÖfse x durch 
Multiplikation mit einer Konstanten a abgeleitet, so wird der mittlere 
Fehler M von X erhalten, indem der mittlere Fehler mx von x eben- 
falls mit der Konstanten a multiplizirt wird. 

Beispiel 1: Behufs Bestimmung der Entfernung E zweier Punkte P und Pj 
wird mit einem auf P befindlichen Distanzmesser an einer auf P, stehenden Latte 
die Ablesung /= 0,642"» gemacht. 
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Die Entfernung E wird aus der Lattenablesung / gewonnen durch Multi- 
plikation mit einer Konstanten ^* = 99,5, so dafs wir 

£: = /:/= 99,5 . 0,642ni = 63,9m 

erhalten. Der mittlere Fehler 7/1^ von / ist nach den Ergebnissen wiederholter 
Beobachtungen bekannter LattenstUcke bestimmt zu : m^ = zfcO,2*nm«). Hiernach ist 
der mittlere Fehler M der Entfernung E nach Formel (Ä8): 

i/= ± km^ = ± 99,5 • 0,2 mm = ± 199 mm == db 0,2m. 

4. Für die zwei GrÖfsen x und y ergeben sich die mittleren Fehler m« und 
mtj aus den zu ihrer Bestimmung erlangten Beobachtungsergebnissen x,, x,, 
X3, .... xn und Ai, Aj, its, .... Xn und den wahren Werthen {x) und (^) der Gröfsen 
X und ^ nach: 



(4*) 



(5*) 



• • ' • y 

(Un) = (x) — Xn, 



(6*) 



(7*) 



(t'i) = (y) — ^ , 

W ={!/) — ^j 
? 



«iy 



_W:Mi 



Addiren wir die Gleichungen (4*) und (6*) und setzen wir (X) für (x) + ^y), 
womit wir 

f W =(«i) 4-M = (X) ^ (X. 4- A,), 
(m7,) = (tt,) + (v.) = (X) - (xa -h Aj), 
(«»i) = («3) -4- (vz) = {X) - («3 4- A3), 



(»•) 



(f^n) = (l/i.) + K) = (X) - (X, -4. ;n) 



erhalten, so können wir (x, H-Xj), (x, H-Ä,), (xj + Aj), . . . (x» H- Jl«) als Beobachtungs- 
ergebnisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers AI einer GrÖfse X = x-hy und 
(wi)j (tt^s), (iTs), ....(i{^) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen folgenden 
wahren Beobachtungsfehler ansehen. Danach erhalten wir nach F'ormel (13) und 
nach (8*): 



oder 
(10») 



|r 71 » n 



» 



n 



7» 



» 



[(«) («)i 



Nun ist nach (5*) und (7») -1^'-^-"''- = m? und -K"!!")!»»,» während 2 ^^-^ ^^'- 

7j * 71 s' n 

gleich Null gesetzt werden kann; denn das Auftreten gleich grofser positiver und ne- 
gativer Beobachtungsfehler und demnach auch das Auftreten gleich grofser posi- 



*) Die Konstante ib wird hier als fehlerfrei eingeführt in der Voraussetzung, dafs Ihr Fehler 
vcrhältnismftfsig sehr klein ist, und keinen in Betracht kommenden Beitrag zu dem mittleren Fehler ^f 
der Entfernung E liefert. (VergL § 40, Nr. 5, wonach der mit Berücksichtigung des mittleren 
Fehlers mj^ von k berechnete Werth des mittleren Fehlers der Entfernung sich zu dem ohne Berück- 
sichtigung Ton mj^ berechneten Werthe verhält, wie ^IH — : 1, worin n die Anzahl der Bestimmungen 

ist, die bei Berechnung von k benutzt sind.) 

Ganz ebenso sind auch in den folgenden Beispielen Konstanten oder Mafse als fehlerfrei eingeführt 
worden, deren Fehler nach vorheriger Feststellung im vorliegenden Falle ohne Einfiufs auf das End- 
ergebnis sind. 
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tiver und negativer Produkte (u)(v) ist gleich wahrscheinlich, und deshalb ist die 
algebraische Summe [(u)(tO] dieser Produkte immer nahezu gleich Null, also im 
Verhältnis zu [(u) (u)] und [(v) (v)] um so weniger bedeutend, je gröfser die Anzahl 
n der Summanden oder der Fehler {u) und (v) ist. Hiernach wird: 

(11*) i/^ = mj4-mj, oder: if = ± Vm^ -4- mj- 

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir {\Xr X = x —y. Auch können wir unsere 
Formel erweitern für den Fall, dafs X aus mehr als zwei GrÖfsen zusammenge- 
setzt ist, so dafs allgemein für X = xzti/dzzzt.,,. ist: 

(«9) if = + Vw|+tnj4-mf H 

Ist demnach eine GrÖfse X die Summe oder Differenz der GrÖfsen 
X , 1/ , z y ...., so ist der mittlere Fehler ilfvon X gleich der Quadrat- 
wurzel aus der Summe der Quadrate der mittleren Fehler mx,my^m%, .... 
von Xy y , Zy 

Ist X = Xi db a:, db J73 ± , . . . arn und sind die mittleren Fehler m\ , Wg, W3, . . . . win 
von 0^1, x*^ jTs, , ,.,xn sUmmtlich gleich m, so wird aus Formel (^9) einfach: 

(30) if = ± m V^. 

Ist demnach eine GrÖfse X die Summe oder Differenz von n 
gleich genauen GrÖfsen 27, so erhalten wir den mittleren Fehler M 
von X, indem wir den mittleren Fehler m der GrÖfsen x mit der 
Quadratwurzel aus der Anzahl n der GrÖfsen multipliziren. 

Beispiel 2: In einem Nivellementszuge mit den Fixpunkten Fi, P3, Pg, P^ 
sind die Höhenunterschiede 

zwischen Pi und Pg 

und die mittleren F'ehler der Höhenunterschiede Jh\^ Jh\^ Jh!^: Wi = db4,2»nm^ 
«i, = dz 2,8mm, m3 = ± 5,7mm. 

Hiernach ist der Gesamthöhenunterschied zwischen Pi und P^: 
dh\ = Jh\ H- J1^ -4- Jh\ = 2,857 -4- x6,214 + 0,580 = x9,651m , 
und nach Formel (Ä9) dessen mittlerer Fehler: 

M = ± Sm\ -4- m| -f- »i| = ± V4,2« -h 2,8» -f- 5,7^ = ± 7,6mm . 

Beispiel 3: In einem Dreieck sind die beiden Winkel u und ß durch 
Messung gefunden zu: « = 59° 34' 25", /J = 61° 07' 00 ". Hiermit ist der dritte Winkel 
Y berechnet zu: y = 180° — (« H- /J) = 180° — 120° 41' 25" == 59° 18' 35". Die Winkel 
a und ß sind gleich genau gemessen worden und ihr mittlerer Fehler ist: m = ±8,0". 
Dann ist nach Formel (30) der mittlere Fehler my des Winkels y : 

mx = :!: m V» = ± 8,0 V2'= ± 11,3 ". 

5. Wenn JC = «j; d: Äy ± c;? ± ist, worin a, b, c , .... Konstanten sind, so 

erhalten wir den mittleren Fehler i/ von X aus den mittleren Fehlern m«, my, ms, .... 
von X, y, z,,,.. nach den Formeln (^8) und (29) aus: 



^A» 


a,857m, 


ji4= 


X6,214 , 


Jh*- 


0^80 



(31) i/= ± \(amxy + (bmyY + (cm,y -f 
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Ist ferner X = a {xi dz x^it x^ dz xn), worin a wieder eine Konstante ist, 

so erhalten wir den mittleren Fehler M von X aus dem für alle w Grössen o:, , j;,, 
j*;j, xn gleichen mittleren Fehler m nach den Formeln (Ä8) und (30) aus: 



(3Ä) 



M^±am\ir. 



Beispiel 4: Zur Bestimmung der QuerprofilflUche eines Flusses sind die in 
nebenstehender Tabelle nachgewiesenen 
Mafse aufgenommen. Die Abscissen x 
und die daraus als Unterschiede je zweier 
aufeinanderfolgenden Abscissen erhalte- 
nen Breiten b sind so genau bestimmt 
worden , dafs sie als fehlerfrei gelten 
können, w'dhrend der mittlere Fehler der 
Tiefen mztbcm ist. 

. Die Fluche F wird mit 6, = 3,6, 6 = 2,5, 
bi% = 3,2 : 



F = V (*i + *) ^ + 6 (^ + <* + ^lo) 

= y . 6,1 . 0,40 + 2,5 . 6,26 H- g- . 5,7 .0,26 
= 17,61qni . 

Hiernach ergiebt sich der mittlere Fehler 

M der QuerprofilflUche F nach Formel (31) und (32) zu: 



Nr. 


Abscisse 


Breite 


Tiefe 




x. 


Ä. 


t. 

1 





0,0 


1 
1 


r 

0,00 


1 


3,6 


3,6 


0,40 


2 


6,1 


•i,5 


0,57 1 


3 


8,6 


2,5 


1 0,72 , 


4 


n,i 


2,5 


0,82 


5 


13,6 


2,5 


0,85 


6 


16,1 


2,5 


0,85 


7 


18,6 


2,5 


0,78 


8 


21,1 


2,5 


0,67 


9 


23,6 


•2,5 


0,55 


10 


26,1 


2,5 


0,45 


11 
12 


28,6 
31,8 


3,2 


0,26 
0,00 


31,8 



r = ± |/Q {b, +b) mj H- (& . m \dj + ( 2 (* + *iO ^J 

f 

= ±m 1/ -^- {bi + 6)» 4- 9i» + ^ (Ä -4- b.rY 



= ±0,05 



/[•e, 



1* H- 9 . 2,5« H- ~ 5,7« = ± 0,43qm. 

4 



6. Die GrÖfsen j:, ^, ^, . . . ., deren mittlere Fehler mx, my^ 7/1«, ... . sind, 

können wir zerlegen in bestimmte genau bekannte GrÖfsen s, t), 3, und in 

die verhUltnismUfsig sehr kleinen GrÖfsen d'g^ r/t), (fg, . . . ., denen dieselben 

mittleren Fehler zukommen, wie den Gröfsen x^ y^ 2^ Dementsprechend 

können wir X = f(x^y^z^ ) zerlegen in / (y, t), 3, ) und in die kleinen 

GrÖfsen, um die sich / (s, t), 3, ) Undert, wenn sich £, t), 3, um die 

kleinen Grössen </$, </t), r/3, Undern und zwar nach: 

^=/(S'5'3' ) + 2''« + |<^9 + |rfa+ 

Und wenn wir nun auf diesen Ausdruck die Formel (31) anwenden, so erhalten 
wir für den mittleren Fehler M von X = f(x,y^z^ ) : 



(33) 



"-^iQH ^Qhhd-l 



l *..■*• 



Beispiel 5: Zur Bestimmung des Höhenunterschiedes J^ zweier Punkte und 
des mittleren Fehlers M dieses Höhenunterschiedes sind die folgenden Messungs- 
ergebnisse und deren mittlere Fehler gegeben: 
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Entfernung der beiden 
Punkte e = 225,85, /»^ = ±4cm, 

Höhenwinkel «=-4-^16' 25" , m„ " = ± 6", m^ = — w. " = dz 0,000 029, 

Instrumentenhöhe t = 0,875« , w^ = ± 0,5cm ^ 

Zielhöhe x? = l,480ni , w^ = ± 0,8cm . 

Hiernach ist der Höhenunterschied der beiden Punkte: 
Jh^eUja + i— z = 225,85 • ^ (+ 1° 16' 25") + 0,875 - 1,480 = 4- 4,416 m , 
und der mittlere Fehler des Höhenunterschiedes nach F'ormel (33): 

i, _+. 1 /? ö JA TTjdJh vT7äJÄ vTTöJÄ y 
^^ = ^yUe"^'*0 -^U'"*-; ^['öi"'0 -^K-d^'V 

= zh l/(0,0223 . 0,04)« H- ^-^^ . 0,000 029 Y + 0,005"^ -f- 0,008 

= ± V(0,ÖOÖ üOrHrO,ÖÖ0~04y+ 0,000 025 + 0,000"Ö64 
= =t 0,012 m = zh 1,2 cm . 



§ 10. Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte. 

1. Der Genauigkeitswerth der Beobachtungsergebnisse und der aus den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen wird vielfach auch dadurch aus- 
gedruckt, dafs angegeben wird, welches Gewicht den Beobachtungsergebnissen 
und den daraus abgeleiteten Gröfsen zukommt. Das Gewicht p einer Gröfse 
steht zu ihrem mittleren Fehler m in der Beziehung, dafs 

k 



8 



(n p= 



mm 



ist, worin k eine Konstante ist, die Gewichtskonstante genannt wird. 

Die Gewichte sind Verhältniszahlen, die angeben, wie oft die betreffenden 
Gröfsen in Rechnungen anzusetzen sind, um die Genauigkeit der Gröfsen richtig 
zu berücksichtigen. Wie dies aufzufassen ist, wollen wir uns durch ein einfaches 
Beispiel klarlegen. 

Ein Winkel sei dreimal mit demselben Theodoliten gleich genau beobachtet 
worden und es seien dabei die Beobachtungsergebnisse «1 = 16° 27' 36", a,=16°27'24", 
«3 = 16° 27' 12" gewonnen. 

Dann werden wir das arithmetische Mittel dieser drei Beobachtungsergebnisse 

«^"' + "' + '" = 16°2r^^"+^.f+^^" = 16«27'24" 

als den wahrscheinlichsten Werth des Winkels annehmen. 

Wenn uns aber nicht die drei einzelnen Beobachtungsergebnisse, sondern 
die Angaben vorlägen, dafs der Winkel zuerst einmal gemessen worden sei und 
dabei o^i = «i = 16° 37' 36" erhalten sei, dafs der Winkel dann noch zweimal mit 
gleicher Genauigkeit gemessen worden sei und sich als arithmetisches Mittel der 

Ergebnisse dieser beiden Messungen 0:3 = -^;-^ = 16° 27' 18" ergeben habe, so 

hätten wir mit 

^ x^r^rx^ ^ jgo 27' .?5j:!li^ = 16° 27' 27" 
2 2 
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nicht den wahrscheinlichsten Werth des Winkels und zwar deshalb nicht, weil 
wir die verschiedene Genauigkeit der Werthe Xi und ar, nicht berücksichtigt hätten. 
Den hierin liegenden Fehler vermeiden wir aber, indem wir aus den mittleren 
Fehlern mi und m^ der Werthe xi und x^ ihre Gewichte ableiten, und dann Xy und 
jpj so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen anzeigen. Wenn m der mittlere F'ehler 
einer einmaligen Beobachtung des Winkels ist, so ist mi = m der mittlere Fehler 

von a:, = «1 und nach Formel (3Ä): m, = -^^ to 1/2^= — ^ w der mittlere Fehler von 

2 '^ 1/2 
1 
ar« == -ft- («2 + «a) • Dementsprechend sind die Gewichte von a;, und a:, nach (l*): 

k k k 2k 

Pi = = und »2 = = oder, wenn die Gewichtskonstante k = mm 

'^ miOTi mm "^ m^m^ mm 

genommen wird, pi = 1 und p2 = 2. Somit ist der wahrscheinlichste Werth des 
Winkels 

P\+V% 1 + 2 ' 

was auch genau übereinstimmt mit dem Werthe, den wir oben aus den einzelnen 
Beobachtungsergebnissen «i, «2 und «3 erhalten haben. 

d. Die Gewichtskonstante k kann im allgemeinen beliebig angenommen 

werden, da, wie bereits gesagt ist, die Gewichte Verhältniszahlen sind. 

k 

Wir hätten in unserem Beispiel auch 0, = =24, also ^• = 24mw setzen 

mm 

2k 

können, womit pj = = 48 geworden, x aber unverändert geblieben wäre. 

mm 

In der Praxis ist aber meistens die Wahl einer bestimmten Gewichtskonstanten 
durch besondere Umstände bedingt. 

Erstens kann für die Wahl der Gewichtskonstanten k entscheidend sein, für 
die Gewichte p möglichst einfache, die Rechnungen erleichternde Zahlen zu erhalten. 

Wir hatten in unserm Beispiele k = mm gesetzt und damit ;>, = 1, p, = 2 er- 
halten, also Gewichtszahlen, womit wir die Berechnung von x einfach durchführen 
konnten. Hätten wir k = 24mm gesetzt und damit joi=24, |>2 = 48, so wäre da- 
durch die Rechnung unnöthig erschwert worden. 

Aehnlich kann auch in verwickeiteren praktischen Fällen die Rechnung ein- 
facher und übersichtlicher gestaltet werden, indem für die Gewichtskonstante k 
passende Werthe gewählt werden. 

Wichtiger ist sodann aber noch folgendes : Es ist allgemeiner Brauch die Genauig- 
keit von verschiedenen Beobachtungen durch Angabe des mittleren Fehlers der 
Gewichtseinheit zu bezeichnen, wobei unter dem mittleren Fehler der Gewichts- 
einheit der mittlere Fehler einer Beobachtung verstanden wird, deren Gewicht 
gleich Eins ist. Ferner wird auch vielfach der Genauigkeits werth der Beobachtungs- 
ergebnisse oder der daraus abgeleiteten Gröfsen einfach durch Angabe ihres 
Gewichtes bezeichnet. Alle solche Angaben haben aber nur dann einen all- 
gemeineren Werth, wenn sie sich auf eine allgemein gebräuchliche Gewichtseinheit 
beziehen. 

Wenn beispielsweise von einem Theodoliten gesagt wird, sein mittlerer 

.Fehler sei ±4", so hat diese Angabe nur dann allgemeinen Werth, wenn sie sich 

auf die gebräuchliche Gewichtseinheit bezieht, wenn also it 4" der mittlere Fehler 

einer einmal in beiden Fernrohrlagen beobachteten Richtung ist, deren Gewicht 

gewöhnlich als Gewichtseinheit genommen wird. 

Wenn ferner gesagt wird, die in einem bestimmten Falle ausgeführten Beob- 
achtungen seien noch nicht genügend, weil dadurch erst das Gewicht 5 erreicht 
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sei, während bei solchen Arbeiten das Gewicht 8 erreicht werden mUsse, so hat 
diese Anführung auch nur dann eine bestimmte Bedeutung, wenn den Gewichts- 
angaben eine allgemein gebräuchliche Gewichtseinheit zu Grunde liegt. 
Allgemein gebräuchliche Gewichtseinheiten sind beispielsweise: 

für L'ängenmessungen das Gewicht einer einmaligen Messung einer 

Linie von 100m Länge, 
für Richtungsmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

einer Richtung in beiden Lagen des Fernrohrs, 
für Winkelmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

eines Winkels in beiden Lagen des Fernrohrs, 
für Nivellements das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer 

Strecke von 1 Kilometer Länge. 
Durch Festsetzung der Gewichtseinheit wird auch die Gewichtskonstante k 
bestimmt, denn wenn mit p = 1 das Gewicht, mit m der mittlere Fehler der 
Gewichtseinheit bezeichnet wird, so ist nach (1*): 

k 
(2*) p = - — -=1 und k = mm^ 

^ ' ^ mm ' 

mithin die Gewichtskonstante k gleich dem Quadrate des mittleren Fehlers m der 
Gewichtseinheit. 

3. Sind die mittleren Fehler 7a, , mj, m^, . . . . m^ der Grössen 27, , x^, ots, . . . . :r^ 
bekannt, so ergeben sich die Gewichte pi ^ Pt^ p^^ " ' » p„ von jti , o^g) ^s» • • • • ^n ^^^^ (^*) 
wie folgt: 

/«» ^ \ A» A/ A» Äf 

(34) P^'^'zr^^ ^s=— --. P»=';;r;;r' y« = ,„ ^ • 

Umgekehrt ergeben sich die mittleren Fehler mi, m«, mg, ....m„ aus dem 
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten ;>i, i?«, Pa, .•••p„i weil 
nach (2*) k = mm ist, wie folgt: 

(35) mi = ±ml/— , ma=±ml/— , »»« = itml/— , ....f».=±ml/ — 

V Pi V Pi r P» * y Pn 

Bilden wir nach (2*) und den Formeln (34) und (35) Proportionen, so er- 
halten wir: 

(36) (p = 1) : Pi : jP« : Ps : • . . ;>n = ^;;r^ ' ZTZT ' ZTZZ' ' ITTT • • • • ~1Z~^ 
und 



* mm mi?rtj 9^4 mj in^m^ ^^n^n 



(37) m : ,«. : m, : m, : ...,«,=|/-L_ .. |/1 .,^L.,-^L. . . .|/1 . 

Die Gewichte verhallen sich also zu einander wie die Quadrate der reziproken 
Werthe der mittleren Fehler, während sich die mittleren Fehler zu einander ver- 
halten wie die Quadratwurzeln aus den reziproken Werthen der Gewichte. 

Beispiel 1: Es sind die Streckenlängen «1 = 80,6, «3=115,7, «3 = 97,0 ge- 
messen worden. Der mittlere Fehler dieser Längen kann berechnet werden nach 
«i = ±0,006y«. Nehmen wir nun das Gewicht einer Messung einer Strecke von 
100"» Länge als Gewichtseinheit, so ist der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 
m = ± 0,006yiÖÖ und die Gewichtskonstante Jt = 0,006* • 100. Somit sind die Ge- 
wichte p, , pa7 Ps ^er Streckenlängen «j, «,, «3 nach Formel (34): 



_ 0,006 « ' 100 _ 100 _, 



^^• = 116 = ^'^^' 



K^^m^ ' «1 ~ 86,6 - -'" ' ''" ^ 116 ~ ^'^^' ^'^ dl "" ^'^^' 



100 



'»« 
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Beispiel 2: Die Winkel a^ ß, y eines Dreiecks sind derart beobachtet 
worden, dafs ihre Gewichte p^ = 4,5, pp = 3,0, p^ = 6,0 sind. Der mittlere Fehler 
der Gewichtseinheit ist m= ±8,0". Dann sind die mittleren Fehler w^, t/ia, m^ der 
Winkel c, /J, y nach Formel (35): 

^^"'/^ = ^^^l/5^^^'^"' I -p = ±8^Ö|/^ = ±4,6", 

m^ = ±8,0l/p = ±3,3". 

4. In manchen Fällen ist es einfacher oder allein ausführbar, die Gewichte 
nach gegebenen VerhUltniszahlen zu berechnen, anstatt sie aus den mittleren 
Fehlern abzuleiten. Bezeichnen wir diese VerhUltniszahlen für die Gewichtseinheit 
mit 3, fUr die Grössen 2:1, x^y x^^ ••••^n ^^^ ^m H^ ^9 •••-'^n' ^^ haben wir: 

(p = 1) : p, : Pi : ft : — P^ *= B • ^1 : ^1 : ^ : — ^^ 
und daraus: 

Beispiel 3: Behufs Bestimmung der Höhe eines Punktes P sind mit einem 
Barometer die Höhenunterschiede ^Äi = 20,8m, Jh^ = ^bfi^^ Jh^r^^Äfi^ zwischen 
dem Punkte P und den Punkten Pi, P^, Pa, deren Höhen gegeben sind, beobachtet 
worden. Die Zeitunterschiede zwischen den Beobachtungen der Höhen auf dem 
Punkte P und den Punkten P, , P„ P» sind tx = 38', (, = 16', ^3 = 50'. Die Gewichte 
P19 Ps9 i's der Höhenunterschiede JA,, JAf? ^K sollen proportional den reziproken 
Werthen der Zeitunterschiede genommen werden und dabei soll als Gewichts- 
einheit das Gewicht einer Beobachtung eines Höhenunterschiedes in einer Zeit 
i=i\h »60' gelten. Dann ist nach Formel (38): 

1 

^_*-.60 



t 



* ^ 10 



5« Die VerhUltniszahlen 2r, , 2^, 2^3, .... j^ können auch ohne weiteres als Ge- 
wichte genommen werden. Es wird damit nur vorläufig eine andere Gewichts- 
einheit zu Grunde gelegt und an dem ganzen Rechnungsergebnis nur insoweit etwas 
geändert, als der sich ergebende mittlere Fehler der Gewichtseinheit der mittlere 
Fehler nto der vorläufig angenommenen Gewichtseinheit ist. Aus nto und dem zu 
den Gewichten p, = £?, , i?^ = ^, pg = ^3, .... p^^zn gehörigen Gewichte Po = 8 ^^^ 
Gewichtseinheit, folgt dann der mittlere Fehler m der letzteren nach: 

(39) 

Beispiel 3: Wenn in dem unter Nr. 4 behandelten Beispiele die Verhältnis- 
zahlen a:, =-— = -- = 0,026 , ^ä = -— == — = 0,062 , 2, =■—==- == 0,020 ohne weiteres 

*i 00 »] Ib &a '^ 

als Gewichte genommen wären und sich damit ein mittlerer Fehler der vorläufigen 
Gewichtseinheit tito==± 0,1 2ni ergeben hätte, so wäre der mittlere Fehler der in 

dem Beispiele festgesetzten Gewichtseinheit, wofür 3 = — = -- = 0,017 ist, nach 

Formel (39): 




m 



= ± ttio t/—^— = ± 0,12 yeo = db 0,93™ . 
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6« Die Formeln für die Fortpflanzung der Gewichte erhalten wir aus den 

Formeln (Ä8) bis (3B) für die Fortpflanzung der mittleren Fehler, indem wir die 

k 
in diesen Formeln vorkommenden Ausdrucke qqadriren, dann nach (l*): — ftir mm 

setzen und auf beiden Seiten der sich damit ergebenden Gleichungen durch k 
dividiren. 

Hierdurch erhalten wir für das Gewicht P einer Gröfse X, die aus einer 
andern Grölse x vom Gewichte p^ durch Multiplikation mit einer Konstanten a 
abgeleitet ist, wo also X = ax ist,: 

(40) 4 = a=-^- 

Beispiel 4: Ein Winkel ist mit einem Repetitionstheodoliten beobachtet 
worden und nach 5 maliger Repetition ist dafür der Werth «j^ = 435° 18' 25" erhalten. 
Hieraus ergiebt sich für den Winkel: 

W=: J- 1^6 = 4- (435° 18' 25") = 87° 03' 41". 

Das Gewicht des beobachteten Werthes w^ ist festgestellt zu p,. =0,24, woraus nach 
Formel (40) für das Gewicht P des Winkels W folgt: 



■?='''i=(ij-ö|4=l ""** ^=^- 



7. FUr das Gewicht P einer Gröfse X^ die die Summe oder Differenz der 
Gröfsen a:, y, r, .... vom Gewichte p^j Pyt Ps^ •••• ist, die also gebildet ist nach 
X = J7±y±r±...., folgt aus Formel (29): 

(41) -ö= 1 • 

^ Px PfJ P, 

Ebenso folgt für das Gewicht P einer Gröfse X, wenn X = a:, zt ar^ zfc ara ± . . .a:^ 
ist, und die Gewichte ;>i , p^^ Pa^ " »* Pn ^^^ ^i 9 ^2? ^.19 • • • • ^n ^'amtlich gleich p sind, 
aus Formel (30): 

(42) ^^nj. 

Beispiel 5: Eine Messungslinie durchschneidet drei verschiedenartige Ge~ 
lUndeabschnitte. Die Verhältnisse, unter denen die Messung der Linie ausgeführt 
ist, sind im ersten Abschnitte, worin eine Strecke von /, = 120,52 m Länge liegt, 
ungunstige, im zweiten Theile, worin eine Strecke von /, = 247,80"» LUnge liegt, 
günstige und im dritten Theile, worin eine Strecke von 4 = 84,75 "»LUnge liegt, mittlere. 
Die Gewichte der Streckenlängen /, , /a, 4 sind pi = 0,62, p^ = 0,60, p^ = 1,18*). Dann 
erhalten wir für die ganze LUnge L der Linie zu: 

L = /| H- 4 4- /s = 120,52 4- 247,80 H- 84,75 = 453,07, 
und nach Formel (41) für das Gewicht P der ganzen Länge L: 

-L = -+-+-=74ö+?7k + T^=4,13 oderP=0,24. 
" Pi Pt Pz 0,62 0,60 1,18 ' ' 

Beispiel 6: Das Gewicht der mit einem Nivellirinstrumente ausgeführten 
Bestimmung des Höhenunterschiedes zwischen zwei je 50™ von dem Instrumente 
entfernten Punkten sei p = 10. Dann ergiebt sich für das Gewicht P des Höhen- 



*) Die Gewichte entsprechen den zufälligen Fehlern der Längcnmessungf die regclm&fsigen P'ehler 
sind hier nicht benlcksichtigt. 
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Unterschiedes einer, mit Zielweiten von 50 m nivellirten Strecke von 1 Kilometer 
Länge nach Formel (42): 



1 1 in 

P P 



10 



= 1 oderP=l. 



8. Wenn X = axdzbydz czdi ist, worin a, 6, c, . . . . Konstante sind, so 

erhalten wir das Gewicht P von X aus den Gewichten p,, Py , p,, . . . . von a?,y, Zy.».. 
nach der aus Formel (31) folgenden Formel: 



(43) 



1 



lJL4.^ji.+ c" — 4- 



Ist ferner X= a (xi dt xj ± ar, ± . . . . ar^), worin a wieder eine Konstante ist, so 
erhalten wir das Gewicht P von X aus dem für alle n Gröisen arj , x,, a?8i • • • *„ gleichen 
Gewichte p nach der aus Formel (32) folgenden Formel: 



(44) 



1 ^ 1 



\9-?y p. 



+ 



Beispiel 7: In einer Rechnung wird die halbe Summe zweier Winkel 
ff =«/,(«•+ /J) gebraucht. Das Gewicht der beiden Winkelwerthe ist p = 5. Dann 
ergiebt sich für das Gewicht P der halben Winkelsumme <r nach Formel (44): 

9. Für ^ = /(ar,y,«, ) folgt aus Formel (33) für die Berechnung des 

Gewichtes P von X aus den Gewichten p^, p^, p,, . . . . von ar, y, z, 

Beispiel 8: Die drei Seiten eines Dreiecks sind gemessen zu a = 123,62 ^ 
i = 86,80m, c =108,051». Die Gewichte p„, p^, p^ 
dieser SeitenlUngen sind proportional den reziproken 
Werthen der SeitenlUngen und als Gewichtseinheit ist 
das Gewicht einer Seitenlange von 100 m zu nehmen, 

so dafe (p = 1) : p„ : p^ :Pc= löö " "^ = y " 7 ""^ 

Hiernach ergiebt sich fUr die Höhe und den Höhenfufspunkt: 

P = Ya ^^^'^"' 

g- 2^^ - = 78,56m, 




Fig. 3. 



h = y^'-p«« yc*^» = 74,19m. 

Die zur Berechnung der Gewichte p^, p^, p;^ der StUcke p, q^ h zu bildenden 
Difierenzialquotienten sind: 



da 



1 
2 



27» "^ 2«» - "^ 7l ü )- "^7 - + "I2f = +^'^^' 






9p c_ 

de a 



-SS-'«'. 






aa 2 "^2a» 2«^ a^ ' 2a" ^ "^ a 

^==-.1^ 070 I 

db a "''"' I 



+ tl4=+0,36, 



| = 4-^ = -h0,87. 



Koll. 
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Hiermit ergeben sich die reziproken Werthe der Gewichte p^ /» , p^ nach 
F'ormei (45) zu: 

/*, c^«/ p« y<^u Pt, \cc ' f*^ 

= 0,63« - 1^ + 0,70* • 0,87 + 0^ . IJ08 = 1,75, 

= 0^36'.1,24+0,70».0^7 4-037«-1J08=MI, 

Pk \caj p^ \cbf p^ \ccj p^ 

= 0,38* . 1^ + 0,74* . 0^ + 0;>3» - 1^ =0,95, 
und die Gewichte zu: 

Pp = 0,57, p^= 0,71 , pj^ = l/)5. 

I 11. Beispiele zum I. TeiL 

Beispiel 1: Die Städte Bonn und Godesberg werden durch ein gemein- 
schaftliches Pumpwerk mit Wasser versehen. Zu dem in Bonn vorhandenen Hoch- 
reservoir der Wasserleitung soll ein zweites Hochreservoir in Godesberg möglichst 
genau in gleicher Höhe erbaut werden. Es soll angegeben werden.» wie grofs 
der P>hler des durch geometrisches Nivellement zu bestimmenden Höhenunter- 
schiedes zwischen dem an dem Bonner Hochreservoir angebrachten Nivellements- 
bolzen und dem auf dem Grundstück für das Godesberger Hochreservoir ge- 
setzten Bolzenstein voraussichtlich höchstens sein wird. 

!• Der Bolzen ©1 an dem Bonner Hochreservoir ist durch zwei Nivelle- 
ments an die beiden Ikm von einander entfernten Bolzensteine 5477 und 5478 der 
Landesaufnahme angeschlossen worden. 

Der Höhenunterschied zwischen @ 5478 und © 1 ist bei dem ersten Nivelle- 
ment erhalten aus 55 Einzelhöhenunterschieden, die bei verschiedenen 21ielweiten 
beobachtet worden sind. Die durchschnittlichen Ziel weiten z und die aus ander- 
weitigen umfangreichen Ermittlungen bekannten mittleren Fehler m eines Einzel- 
höhcnunterschiedes bei den betreffenden Zielweiten sind 

für 29 Unterschiede: ;r = 50na, to = ± 1,2mm, 
„9 „ : r = 25m, m = ± 0,9mm ^ 

„17 „ : ^=12m, f/i = ±0,6mm. 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler mi des aus dem ersten Nivellement 
folgenden Höhenunterschiedes Jhi zwischen ©5478 und ©1 nach den Formeln (ft9) 

und (30) zu: 

w, = ±1/(1,2^29)' H- (0,9V^)* -h (0,6V 17)' = ± 7,4mm. 

Bei dem zweiten Nivellement ist der Höhenunterschied zwischen © 5478 und 
O 1 erhalten aus dem Höhenunterschied der 1km langen Strecke zwischen ©5478 
und ©5477, dessen mittlerer Fehler nach der Veröffentlichung der Landesaufnahme 
zu d: 2,0mm angenommen werden kann, und 46 Einzelhöhenunterschieden, deren 
Zielweiten s und mittlere Fehler m sind 
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für 22 Unterschiede: « = 50», m = ±l,2nim, 
„5 „ : ^ = 25ni, f» = ± 0,9mm, 

„ 19 „ :2; = 12m, TO = itO,6mm. 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m^ des aus dem zweiten Nivellement 
folgenden Höhenunterschiedes Jh^ zwischen @ 5478 und Q 1 wie oben: 



mm. 



mj = ± y 2,0« 4- (l,2V22y + (0,9V"5 )' 4- (0,6Vl9)' = ± 6,8mm. 
Der endgültige Höhenunterschied JH ist aus Jhi und Jh^ gerechnet nach: 

^^== 2 ' 

so dafs sich der mittlere Fehler Mi dieses Höhenunterschiedes nach Formel (31) 
ergiebt zu: 

M. = ±|/(l«.)V(|«,J = ±y'(I^V(l6,8j=±5,0 

Ä. Der Bolzen ©5478 ist mit der Höhenmarke QG. B. der Europäischen 
Gradmessung auf dem Godesberger Bahnhof, wovon bei der Einnivellirung des 
Bolzens @2 beim Godesberger Hochreservoir am zweckmUfsigsten ausgegangen 
wird, durch eine L = 6,5km lange Strecke des mit gleichmäfsigen Zielweiten von 
x;=50m durchgeführten Nivellements der Landesaufnahme verbunden. 

Aus der L'ange L einer mit gleichmUfsigen Zielweiten z nivellirten Strecke 
ergiebt sich die Anzahl n der beobachteten Einzelhöhenunterschiede nach: 

L 

'*=25' 

und damit der mittlere Fehler M des Höhenunterschiedes der Strecke von der 
L'ange L aus dem mittleren Fehler m eines Einzelhöhenunterschiedes nach 
Formel (30) zu: 



Jf = ± m^n = zfc mV ^ • 



Wird L in Kilometern genommen, so ist hiernach der mittlere Fehler r/t einer 
Strecke von 1 Kilometer: 

m = dz ml/ ~ -i danach: 






±m] 

= yL und somit: 






fh 

M=±m']/L. 



Der mittlere Fehler M einer mit gleichmUfsigen Zielweiten nivellirten Strecke von 
L Kilometer Lange ist also gleich dem mittleren Fehler m einer Strecke von 1 Kilo- 
meter LUnge multiplizirt mit der Quadratwurzel aus der Länge L der Strecke. 

Hiernach folgt der mittlere Fehler J/g der L= 6,5Jtm langen Strecke zwischen 
©5478 und QG. B. mit dem nach den Veröffentlichungen der Landesaufnahme 
angenommenen mittleren Fehler m = db 2,0mm für 1 Kilometer zu: 

i/a = ± myir= db 2,0V63 = ± 5,1 mm . 

3. Der Höhenunterschied zwischen Q G. B. und © 2 beim Godesberger Hoch- 
reservoir kann nach angestellten Ermittlungen nivellirt werden 

3* 
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und ^ 20 



in 3 Aufstellungen mit Zielweiten von öOm, 
6 «« M «< «. 25in, 

12in. 



w 



w 



« 



»1 



n 



w •^ » w » » 

Es können dasselbe Nivellirinstrument und dieselben Latten benutzt werden, 
wie bei den Nivellements zwischen ©5478 und ©1, so dafs dieselben minleren 
Fehler angesetzt werden können, wie unter Nr. 1 und ein konstanter LUngenfehler 
der Latten nicht berücksichtigt zu werden braucht. 

Demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m des aus einem einmaligen Nivelle- 
ment folgenden Höhenunterschiedes zwischen Q G. B. und O ^ ^^^ unter Nr. 1 zu 



m = zb|/(l,2y8)* H- (0,9^6)' + (0,6V^)' = ± 4,0 mm. 

Das Nivellement wird, um grobe Fehler auszuschliefsen, zweimal in gleicher 
Weise durchgeführt. Das arithmetische Mittel der Ergebnisse beider Messungen 
wird als endgültiger Höhenunterschied genommen, wonach dessen mittlerer Fehler 
Mi nach Formel (3IS) sein wird: 

ifa == db I m y2'= ± ^ 4,0y2"= ± 2,8mm. 

4. Aus den mittleren Fehlern A/,=db 6,0 mm, ifj = dz 5,1 mm, if8e=±2,8mra 
der Höhenunterschiede zwischen ©1 und ©5478, ©5478 und QG. B., QG. ß. 
und © 2 wird der mittlere Fehler M des Gesamthöhenunterschiedes zwischen 
© 1 und ©2 nach Formel (1^9) erhalten zu: 

M=^± VA/,» + Ifa" 4- M:* = ± |/5,0" + 5,l*H-2,8»= ± 7,7 m^p. 

Wird der voraussichtlich höchstens vorkommende Fehler nach der im § 8 
gewonnenen Regel (ft7) gleich dem 4 fachen Betrage des mittleren Fehlers an- 
genommen, so ergiebt er sich zu: 4if= ±4- 7,7 = it 30,8mm oder rund zu: 
dbS Centimeter. 

B e i s p i e 1 2 : Für den Höhenunterschied Jh zweier Punkte P und P, ergiebt sich 

aus dem Höhenwinkel a = + 2<'16'30" der Ziel- 
linie nach dem Nullpunkte einer auf P, stehenden 
Latte und dem Höhenwinkel a, = + 3** 35' 15" der 
Ziellinie nach einer im Abstände / = 4,000 m vom 
Nullpunkte an der Latte angebrachten Ziel- 
scheibe: 




Jh 



Jh+l 



Jh = 



4,000 



I Jh + l = Dtgai^ 
tga cotgrci^ 

= 4- 6,919m. 



cotg atgai — 1 coty (4- 2^ 16' 30") tg {+ 3** 35' 15 ") - 1 

Aus dem mittleren Fehler «i^, = ±8" oder «i^ = —«i^# = ± 0,000039 der 

beiden Höhenwinkel a und dem mittleren Fehler m^ = =i= Ü,2 mm == d: 0,0002 m des 
Lattenstucks / ergiebt sich dann der mittlere Fehler M des Höhenunterschiedes Jh 
mit den partiellen Differentialquotienten des Ausdrucks fUr Jh nach a, a^ und /: 



dJh 

dl 

dJh 

da 

dJh 



colga tgtti — 1 / 



= + -, '—i^ • -?-^ = + M' • y^^ f = + 476,1 , 

j (cotga tgai — !)■ co*«i* /cMfifj' 
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nach Formel (39) zu: 

M=^± V(r,73^,()0Ö2)' + [476 • 0,000 039)- 4- (302 • 0,000 039p = ± 0,022 m . 

Beispiel 3: Bei einer Dreieckswinkelmessung werden zwei verschiedene 
Theodolite I und II verwendet. Der mittlere Fehler einer einmal in beiden Lagen 
des Fernrohrs beobachteten Richtung ist Air den Theodoliten I: »»/= db 1,5", fUr 
den Theodoliten II: mjj=d=2,4". Es soll angegeben werden, wie oft die Be- 
obachtungen der Winkel mit dem Theodoliten II wiederholt werden müssen, da- 
mit die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen 
Beobachtung der Winkel mit dem Theodoliten I, und wie grofs das Gewicht und 
der mittlere Fehler der als arithmetisches Mittel aus sUmtlichen Beobachtungs- 
ergebnissen gebildeten endgültigen Winkelwerthe ist. Hierbei ist das Gewicht 
einer einmaligen, in beiden Lagen des Fernrohrs ausgeAührten Beobachtung eines 
Winkels mit dem Theodoliten I als Gewichtseinheit zu nehmen. 

1. Ein Winkel w wird aus den beobachteten Richtungen r| und r^ für den 
linken und den rechten Winkelschenkel erhalten nach: 

w = r^ — ff. 

Somit wird der mittlere Fehler m„ eines Winkels aus dem mittleren P'ehler 
m^ einer Richtung nach Formel (30) erhalten zu: 

Hiernach finden wir als mittleren Fehler m der Gewichtseinheit oder eines ein- 
mal mit dem Theodoliten I in beiden Fernrohrlagen beobachteten Winkels: 

m^±mj V2'=±l,5 V2" = ±2,l" 
und als mittleren Fehler m^ eines einmal mit dem Theodoliten II in beiden 
Fernrohrlagen beobachteten Winkels: 



m„^^=^±mjj\2^± 2,4 V2 = ±3,4". 



Die Gewichtskonstante A; = mm ist: 

jt = mm =1,58.2 = 4,5 

and das Gewicht pj^ eines mit dem Theodoliten II beobachteten Winkels nach 

Formel (34): 

« - fc _l>5'-2_2,25_ 

ftm Der endgültige Werth IV eines Winkels ergiebt sich als arithmethisches 
Mittel aus n Beobachtungsergebnissen Wu w^^ w^^ .... ton zu: 

«/_ tgj + tgg + to, 4- » ■ ■ tt^ 

n 

und das Gewicht P des endgültigen Werthes W aus dem Gewichte p der Be- 
Obachtungsergebnisse nach Formel (44) zu: 



Bs-f — ) .^. — -- — oderP=np 
P \nj p np 



Hiernach wird das Gewicht Pj der endgültigen Werthe Wjy die aus »^ = 8 

mit dem Theodoliten I gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte p = 1 

abgeleitet werden: 

p^ = njp = 8.1 = 8 

und das Gewicht Pjj der endgültigen Werthe Wjj^ die aus n^ mit dem Theodo- 
liten II gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte pjj = 0^9 abgeleitet 
werden: 



AI 
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Soll nun, wie verlangt, die Genauigkeit der mit dem Theodoliten I und II 
gewonnenen Endergebnisse Wj und Wjj gleich sein, so mUssen auch die Gewichte 
Pj = 8 und Pjj= »jyO,39 gleich sein, oder es mufs sein: 

Q 

n^/. 0,39 = 8 und «^=—- = 20,5 oder rund =21, 

wonach die Winkel 21 mal mit dem Theodoliten II beobachtet werden müssen, 
damit die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen 
Beobachtung der Winkel mit dem Theodoliten I. 

Der mittlere Fehler M der endgültigen Werthe Wj und W^ ergiebt sich aus 
dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten P^ = P^ = nj = 8 
nach Formel (S5) zu: _ 

= ±m|/i- = dz 2,1 |/I = ±0,7r 

oder aus dem mittleren Fehler m„ = db 3,4", wenn wir den Beobachtungen mit 

dem Theodoliten II das Gewicht = 1 beilegen und demnach das Gewicht von 
Wjj mit njj==2i einsetzen, zu: 

Beispiel 4: Die Entfernung b eines auf dem rechten Rheinufer liegenden 
p Punktes P^ von einem auf dem linken Rheinufer liegenden 
Punkte P^ soll durch Messungen am linken Rheinufer der- 
art bestimmt werden, dafs der mittlere Fehler m^ nicht 
gröfser als ±0,04™ wird. 

Der Punkt P^ kann von dem Punkte P^ und von einem 
rund 850m von P^ entfernten Punkte P^ anvisiert werden. 
Zur Messung der Entfernung a zwischen P^, und P^ stehen 
Latten zur Verfügung, deren LUnge nach Normalmafsst'äben 
geprüft ist und mit denen die Entfernung a auf dem 
nahezu horizontalen Leinpfad so genau gemessen werden 
kann, dafs der mittlere Fehler einer einmaligen Messung 
w^= ±0,004^0"= it0,004y§5Ö=± 0,075 m sein wird. Zur Messung der Winkel 
ß und y auf P^ und P^ steht ein Theodolit zur Verfügung, für den der mittlere 
Fehler einer einmaligen Messung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen fest- 
gestellt ist zu : w" = db 8" oder m = - m" = zfc 0,000 039. Die Winkel ß und y 

sind ungefähr bestimmt zu : /S = 52° 20', y = 83° 00'. 

Es soll angegeben werden, wie oft die Messung der Entfernung und der 
Winkel zu wiederholen ist, damit die verlangte Genauigkeit erreicht wird. 

Die Entfernung b wird erhalten zu: 

^nß ^^ sin 52^ 20' «.^ 0,792 .,„. , ._ _.. 

b = a . ..\^ = 350. --^^^5^rxr = 350. r^ = 350. 1,13 = 396ni. 
8in (ß 4- y) 8in Iöd 20 0, i06 

Die zur Anwendung der Formel (33) für die Berechnung des mittleren 
Fehlers m^^ der Entfernung b erforderlichen Zahlenwerthe der Differenzialquoüenten 
ergeben sich wie folgt: 

db ^ sin ß ^ sin 52° 20' ^ 0,792 ^ 
da 8in(ß-hy) sin 135°20' ~ 0,703 ' ' 
. 96 _ sin (ß + y) cos ß — sin ß cos (ß + y) 
ä^""^* 8in(ß-hyY 

— ^^^ y — ^»n83°00' _Q,>^ 0,993 __^^^ 
^ "* sin (ß 4- y)^ ~ "* (sin 135° 20')^ ^ 0,703^ ^ '^' 

= - 396 . co^^f 185°20' = + 396 • 1,012 = 401 • 
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Wird die Messung der Entfernung a n^mal ausgeHlhrt und wird das arithme- 
tische Mittel der n^ Messungsergebnisse als endgültiger Werth von a angenommen, 
so wird der mittlere Fehler dieses Werthes nach Formel (3IS): 

sein. Ebenso wird, wenn die Winkel ^ und y nmal gemessen werden und die 
arithmetischen Mittel der n Messungsergebnisse als endgültige Werthe der Winkel 

angenommen werden, der mittlere Fehler dieser Werthe ±ml/— = ±0,000 039 j/— 

sein. Danach ergiebt sich der mittlere Fehler m^ der Entfernung h nach Formel 
(33) wie folgt: 



*»6 



= diy ^,13.0,075r/^^ 4- (704 . 0,000 039l/~] -f- UsA .0,000039r/ M 



== dil/o,007 18 ^ H- 0,001 00 ^- 



»a » 



Der mittlere Fehler m^ soll nicht gröfser als d: 0,04m sein. Setzen wir den 
Werth 0,04 Hlr m^ in die obige Gleichung ein und quadriren, so erhalten wir: 

0,0016 = 0,007 18 — + 0,001 00 — . 

Nach dieser Gleichung können n^ und n festgesetzt werden. Wird bestimmt, 

dafs die Entfernung a und die Winkel /9 und y gleich oft gemessen werden sollen, 

dafs also ^^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^ ^"^^6^ ^^^ obiger Gleichung, dafs die Messungen 

0,00718 4-0,00100 . , ^.. . . 

n = « = -2 ,^,.^ = 5 mal auszufuhren smd. 

" ü,ü01o 

wurde bestimmt, dafs die Entfernung a »^ = 4 mal gemessen werden solle, 
so würde der aus dem mittleren Fehler des endgültigen Werthes von a her- 
rührende Theilbetrag 0,007 18 — des Quadrates des mittleren Fehlers w^ der Ent- 

fernung h gleich 0,007 18 j = 0,0018, also bereits gröfser als der für mj festgesetzte 

Betrag 0,0016. Demnach wird also m^ nur dann nicht gröfser als d:0,04ni, wenn 
die Entfernung a mindestens 5 mal gemessen wird. 



Beispiel 5: 1. Die Geschwindigkeit v des Wassers in einer Sekunde wird 
aus der Anzahl t der Touren, die ein Woltmannscher Flügel in der Zeit z macht 
und aus den Konstanten a und /S des Flügels erhalten nach: 



t7 = a + /S— 

z 



Hieraus folgt für den mittleren Fehler m^ der Geschwindigkeit v nach Formel (33) : 



w^ = 



= ±]/m.«+(fnp)V(fm,)V(/5^m,J. 



Ist « = + 0,025, /J = -i-0,278, <=100, j» = 22,2", also 

100 
t, = + 0,025 + 0,278 ^ = l,277ni, 

und «a = =t 0>00 47 , Wß = ± 0,00 108 , m, = 0, «1, = db 1,3", so wird : 



«I, 



= ± ^0,0047« + (go,00 108)V(^.0,0)V(0,2782^^^. 1,3 J 
= ± V0,00 00 22 + 0,00 00 24 + 0,0 4- 0,00 53 73 = ± 0,074« . 
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2, Werden die in einer Vertikalen bei den Tiefen 71 = 0, T,, 71, r„, T^ 

J^. yijb ermittelten Wassergeschwindigkeiten t? , v , v , .... 

t'^, v^ als Ordinaten zu den, als Abscissen genommenen 

[v# Tiefen raufgetragen, so stellt die durch die Abscissen- 

linie, durch die Ordinaten v^ der Oberflache und 

Vg der Sohle sowie durch die Verbindungslinien der 

i«j Endpunkte der Ordinaten »«)»,«, .... ü^, v^ be- 

/ grenzte Fläche die Vertikalgeschwindigkeitsfläche dar. 

/ Der Inhalt F dieser Fläche wird erhalten nach: 

Die Tiefen T können so genau ermittelt werden, 
dafs deren Fehler hier nicht berücksichtigt zu werden 
Fig. 6. brauchen. Wird dann als mittlerer Fehler m der 

Geschwindigkeiten ein den Geschwindigkeiten » , v , «,•... t?^, v^ entsprechender 
Mittel werth genommen, so ergiebt sich flür den mittleren P'ehler m^r der Vertikal- 
geschwindigkeitsfläche nach Formel (31): 

'«y = ± I »». V^+2;'+(73-?',)'+"-(7;-7;._j)»+(7;-r,_,)»+(7;-7;)' 

Die Vertikalgeschwindigkeitsfläche F ergiebt sich für: 

ru = 0,786, 7\=0,10, », = 0,781, 7i = 0,20, ü. = 0,739, 7i = 0,30, »3 = 0719, 

7; = 0,45, »4 = 0,581, », = 0,305, 7; = 0,63 zu: 

F== 1 (0,786 • 0,1 H- 0,781 • 0,2 + 0,739 • 0,2 + 0,719 • 0,25 + 0,581 • 0,33 -f 0,305 • 0,18) 

= 0,405 qm 
und ihr mittlerer Fehler m^ mit m^ =±0,066"» zu: 

wj, = dz I 0,066 VÖ,T»~+Ö,2* 4- 0,2« 4- 0,25« + 0,33-* -+-'ö;i8^= zt 0,018qin . 

3. Aus der Vertikalgeschwindigkeitsfläche F und der Sohlentiefe T^ ergiebt 
sich die mittlere Vertikalgeschwindigkeit V nach: 

T, 

und somit der mittlere Fehler my der mittleren Vertikalgeschwindigkeit nach 
Formel (ftS): 



Für obiges Beispiel wird: 



1 



F = 5g|J = 0,643» und w^ = dt ^0,018 = ±0,029 m. 

4. Der Flächeninhalt /^ eines einzelnen Streifens des Querproflls, in dessen 
vertikaler Mittellinie die Geschwindigkeitsmessung ausgeführt wird, ergiebt sich 
aus der Breite b^ des Streifens und aus den Tiefen T^_i und T^ an den Grenzen 
des Streifens nach: 

Die Breite b^ des Streifens kann so genau ermittelt werden, dafs ihr mittlerer 
Fehler m^ = genommen werden kann. Dann ergiebt sich für den mittleren Fehler 
nij der Fläche aus dem mittleren Fehler m^ der Tiefen T nach Formel (3IS): 
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m^^±^b^mj,^= 



# 



b^mj,. 



Ferner wird die Wassermenge g^^ die in der Sekunde durch einen einzelnen 
Querprofilstreifen (liefst, aus der Fl'dche /^ des Streifens und aus der mittleren 
Vertikalgeschwindigkeit V^ erhalten nach: 

9n=fnK 

und der mittlere Fehler m^ der Wassermenge g^ aus dem mittleren Fehler my der 
Fläche/, und dem mittleren Fehler rn^ der Geschwindigkeit Fnach Formel (33) zu: 

m,= ± VO;m^)» + (Am^)». 

Die Gesammtwassermenge Q, die in einer Sekunde durch das ganze Quer- 
profil fliefst, ist gleich der Summe der durch die einzelnen Querprofilstreifen 
fliefsenden Wassermengen g^ und demnach der mittlere Fehler hiq der Gesammt- 
wassermenge Q nach Formel (ft9) gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der mittleren Fehler m^ der einzelnen Wassermengen m . 

Hiernach wird die Wassermenge Q, die in einer Sekunde durch das, bereits im 
§ 9, Nr. 5 behandelte Querprofil fliefst, und ihr mittlerer Fehler m^ wie folgt erhahen: 











Ge- 


Wasser- 


Mittler Fehler 






Nr. 


Breite 
b. 


Tiefe 
T. 


Fläche 


schwindig- 
keit 
V. 


menge 
9- 


l/lr. 


Uly, 


( vm^y. 


(fmyy. 







0,00 








zb 


± 
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3,6 


0,40 


0,72 


0,182 


0,131 


0,090 


0,040 


0,00027 


0,00083 
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2,5 


0,57 


1,21 


0,438 


0,530 


0,089 


0,035 


152 


180 1 

1 
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0,72 


1,61 
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1,035 


0,089 
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218 1 
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0,82 
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0,027 
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268 ' 
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1,019 
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0,00 823 
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0,089 
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500 
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480 


208 ! 


10 
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1,25 
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0,688 


0,089 


0,032 


240 


160 


11 


2,5 


0,26 


0,89 


0,400 


0,356 


0,089 


0,036 
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12 
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0,045 
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036 , 


17,60qm 


= 13,672cbm 


mj -0,07 381 i| 
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Der mittlere Fehler nij, der Sohlentiefe T ist, wie im § 9, Nr. 5, zu: ±0,05« 
genommen. Die mittleren Fehler m^ ergeben sich, wie unter Nr. 2 und 3 durch 
ein Beispiel erläutert ist. 

Beispiel 6: 1. Der mittlere Profilradius r eines Durchflufsprofils ergiebt 
sich aus der Querprofilfiäche und dem benetzten Umfange p nach: 

F 
r=— , 

P 

woraus für die Berechnung des mittleren Fehlers m^ des Profilradius r aus dem 
mittleren Fehler niy der Fläche F und dem mittleren Fehler m^ des benetzten 
Umfanges p nach Formel (33) folgt: 
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»»r = =^ \{j "»^J + (p "V J- 



In dem im § 9, Nr. 5 behandelten Beispiele ist 2^=sl7,61qin, p = 31,8, also: 

r=l^l = 0554. 
'^ 31,8 ^^ 

Ferner ist: my= ±0,439'», m. = ± 0,05m und somit 

"»' = =^ ]/{m '''')' ■*■ ©^ <>'^)' = ^ <»'<^^^ • 

IS. Nach den Formeln von Ganguillet u. Kutter wird die mittlere Wasser- 
geschwindigkeit V erhalten aus den Konstanten a und ß^ dem Profilradius r und 
dem relativen Gefälle r nach: 

Für « = 100, /?«2,44, r = 0,554, t = 0,000231 wird: 

F = f 100 — ^g g'^1^ \ V0,554 . 0,ÖÖÖ23T = 0,263 m . 
\ V0,554+2,44/ ' ' ' 

Differenziren wir den Ausdruck fUr F nach a^ ßj r und t und setzen in die 
sich ergebenden Differenzialquotienten gleich die Zahlenwerthe ein, so erhalten wir: 

li'^fl. J_)V^=r=^=0,00263, 
da \ y^-f,^/' « 100 ' 

37 _(yr 4-/5)« — «/? «rV? 100 • 0,554 Vo,000 231 

dß^'^^'"'' (yV + ßY ~(V7 + /?)^ (VÖ354 + 2,44)^ -0,0830, 

r ^ 2\r "^^ i\r'hßy ^ 2\r\ (Vr4-^)V 



dr 



1 ,^/Vr+2ß\ 1 . / 1/0,554 + 4,88 \ 

2 '^ \(}/^-f-^)V 2 r \(y 0,554 4- 2,44) V 

T^v'' y7+/s>''^''2y7''2' o,( 



^^ 1^^ "^ W ^ ^- 0.263 -569 

9^~\ yr + Z?/'^ 2y7 2r"0,000462~^^^' 

Mit diesen Zahlenwerthen der Differenzialquotienten ergiebt sich der mittlere 
Fehler my der mittleren Geschwindigkeit aus den mittleren F'ehlern m^ = Ofij 
}^o = ±0,25 der Konstanten a und /9, m^ = =i= 0,0135 des mittleren Profilradius r 
und m^ =±0,00005 des relativen Gefälles r nach Formel (33) zu: 

my = ± y (0,002 63 • m J« 4- (0,0830 • wp)« + (0,421 • w^)* + (569 • m J« 

= it y(0,002 63 . 0,0)» 4- (0,0830 • 0,25)* 4- (0,421 • 0,0135)* 4- (569 • 0,000 05)« 
= ± VÖ;o + 0,00 04 31 4- 0,00 00 32 4- 0,00 08 09 = it 0,036 m. 

3. Die in einer Sekunde durch das Profil fliefsende Wassermenge Q ergiebt 
sich nach: 

und der mittlere Fehler m^nach: 

wonach sich mit den bisher erhaltenen Zahlenwerthen ergiebt: 

Q = 17,61 • 0,263 = 4,631 cbm , 
m^ = ± V(0,263 . 0,43)* 4- (17,6 • 0,036)* = ± 0,644 cbm. 
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Methode der kleinsten Quadrate, 



L Abschnitt. 

Einleitung. 

I 12. Die zu lösenden Angaben. 

1« Im I. Teil haben wir uns mit der Theorie der Beobachtungsfehler be- 
schäftigt und haben auf Grund einer allgemeinen Hypothese Regeln und Formeln 
aufgestellt Hlr die Beobachtungsfehler. Wir haben insbesondere einfache Maise 
für die Genauigkeit unserer Beobachtungsergebnisse und der durch Rechnung aus 
den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten GrÖfsen unter der Bezeichnung des 
wahrscheinlichen, des mittleren und des durchschnittlichen Fehlers festgestellt und 
haben sodann gezeigt, wie diese Genauigkeitsmafse aus vorliegenden Beobachtungs- 
fehlern abzuleiten sind. Ferner haben wir noch durch Einführung der Gewichte 
einen weiteren Ausdruck für die WerthschUtzung unserer Beobachtungsergebnisse 
gewonnen. Endlich haben wir gezeigt, wie nach Bestimmung der Genauigkeit 
bestimmter Beobachtungen für weitere unter gleichen Verhältnissen zur Ausführung 
gelangende Beobachtungen eine Grenze festgesetzt werden kann, die die Beob- 
achtungsfehler nicht überschreiten sollen. 

ft* Unsere Beobachtungen haben nun aber in der Regel nicht den Zweck, 
nur ein Mafs für die Genauigkeit der Beobachtungsergebnisse zu liefern oder 
danach Fehlergrenzen für weitere Beobachtungen zu bestimmen. Vielmehr haben 
sie meistens in erster Linie den Zweck, möglichst zuverlässige und genaue Werthe 
für die beobachteten GrÖfsen oder andere mit den beobachteten GrÖfsen in be- 
stimmter Beziehung stehende GrÖfsen zu erlangen. Dementsprechend haben wir 
nun die Aufgabe zu lösen, aus den Ergebnissen unserer Beobachtungen möglichst 
zuverlässige und genaue Werthe für die zu bestimmenden GrÖfsen abzuleiten. 

Wie bereits besprochen, sind die Beobachtungsergebnisse immer mit un- 
vermeidlichen Fehlern behaftet, auch wenn wir unsere Beobachtungen so sorg- 
fältig ausführen wie nur möglich. Diese Fehler übertragen sich auch auf alle 
Werthe, die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Deshalb können 
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wir die fehlerfreien wahren Werthe fUr die zu bestimmenden Gröfsen nicht 
erlangen, vielmehr mUssen wir uns damit begnligen, aus den vorliegenden mit un- 
vermeidlichen Fehlern behafteten Beobachtungsergebnissen die wahrschein- 
lichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen abzuleiten. 

Demnach ist die erste von uns zu lösende Aufgabe, nach den 
vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
Werthe der beobachteten Gröfsen oder anderer mit den beobachteten 
Gröfsen in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen zu ermitteln. 

3. Durch Vergleichung der wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden 
Gröfsen, oder der diesen entsprechenden Werthe der beobachteten Gröfsen mit 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen erhalten wir dann aber auch nicht die 
wahren Werthe der Beobachtungsfehler, sondern die wahrscheinlichsten 
Werthe der Beobachtungsfehler. 

Die bis jetzt aufgestellten Formeln für die Berechnung der als Genauigkeits- 
mafse dienenden Gröfsen gelten aber nur Hlr die wahren Werthe der Beob- 
achtungsfehler. 

Daher ist die zweite von uns zu lösende Aufgabe, aus den wahr- 
scheinlichsten Werthen der Beobachtungsfehler ein Mafs fUr die 
Genauigkeit der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und der aus 
den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen zu bestimmen. 

Als Genauigkeitsmafs nehmen wir im folgenden ausschliefslich 
den mittleren Fehler, weil er in einfachster Beziehung zu den in den Rech- 
nungen vielfach zu benutzenden Gewichten steht und weil wir, wenn es nötig sein 
sollte, den durchschnittlichen Fehler d und den wahrscheinlichen Fehler w am besten 
nach den Formeln (17) und (18) aus dem mittleren Fehler berechnen können. 

4, Die sich durch die Lösung unserer Aufgaben ergebenden Rechnungs- 
verfahren finden nur Anwendung, wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
als zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen noth- 
wendig sind, wenn also überschüssige Beobachtungsergebnisse vorliegen. 

Liegen weniger Beobachtungsergebnisse vor, als zur einfachen, nicht ver- 
sicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen noth wendig sind, so ergeben sich 
aus den Bcobachtungsergebnissen überhaupt keine bestimmten Werthe der ge- 
suchten Gröfsen. 

Liegen grade so viele Beobachtungsergebnisse vor, wie zur einfachen nicht 
versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen nothwendig sind, so ergeben sich 
aus den Beobachtungsergebnissen zwar bestimmte Werthe der gesuchten Gröfsen; 
diese Werthe können dann aber ohne Anwendung des im folgenden entwickelten 
Verfahrens gefunden werden. 



I 13. Grundsätze für die Lösung der ersten Aufgabe. 

1. Bei der Lösung der im § 12 bezeichneten ersten Aufgabe, aus 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
Werthe der beobachteten Gröfsen oder anderer mit den beobachteten 
Gröfsen in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen zu ermitteln, 
gehen wir von den Grundsätzen aus: 

1. die gesuchten Gröfsen als einheitliches Endergebnis aus sSmtlichen 
vorliegenden Bestimmungen derart zu gewinnen, dafs jedes Beobachtungs* 
ergebnis seinem Gewichte entsprechend berücksichtigt wird, und 
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2« die gesuchten Qröfsen so zu bestimmen oder die Fehler der Beob- 
achtungseii^ebnisse so auszugleichen» dafs die Quadratsumme der auf die 
Gewichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein 
Minimum wird. 

2. FUr den ersten der beiden aufgestellten Grundsätze sei angeführt: 

Wir wollen solche Werthe für die zu bestimmenden Gröfsen ermitteln, die 
den wahren Werthen möglichst nahe kommen; wir wollen also mit dem End- 
ergebnis unserer Arbeiten der Wahrheit so gut wie möglich entsprechen. Alle 
Beobachtungsergebnisse und alle sonstigen Bestimmungen sind nun Zeugnisse fUr 
die Wahrheit; und deshalb werden wir der Wahrheit um so besser entsprechen, 
je mehr Zeugnisse wir einheitlich zusammenfassen und je richtiger wir ungleich 
zuverlässige Zeugnisse in dem einheitlichen Endergebnis ihrem Gewichte nach 
berücksichtigen. 

Die Außerachtlassung unseres ersten Grundsatzes ist vielfach die Hauptursache 
davon, dafs aus den Beobachtungsergebnissen kein befriedigendes Endergebnis 
gewonnen wird. Besonders ist dies der Fall bei dem in der Praxis früher üblichen 
Verfahren, von einer Reihe vorliegender Beobachtungsergebnisse eine Anzahl 
möglichst gut übereinstimmender Beobachtungsergebnisse auszuwählen und nur 
diese zur Feststellung des Endergebnisses zu benutzen. Dies Verfahren beruht 
auf der Annahme, dafs die zufällige Übereinstimmung einiger Beobachtungs- 
ergebnisse ein so sicheres Kennzeichen für ihre Zuverlässigkeit ist, dafs dem- 
gegenüber alle mehr abweichenden Beobachtungsergebnisse unberücksichtigt bleiben 
können. Diese Annahme kann aber weder durch die Theorie noch durch günstigen 
praktischen Erfolg begründet werden; vielmehr haben grade die mit dieser An- 
nahme gemachten schlechten Erfahrungen in erster Linie dazu geführt, das nach- 
folgend darzustellende Rechnungsverfahren immer mehr in die Praxis einzuführen. 
Auch das Vorgehen, unseren ersten Grundsatz zwar anzuerkennen, aber nach 
dem Erfolg diejenigen Beobachtungsergebnisse ganz auszuschliefsen oder mit 
vermindertem Gewichte anzusetzen, die bei der rechnerischen Verwerthung der 
Beobacbtungsergebnisse ungewöhnlich grofse Fehler aufweisen, ist in der Regel 
von den verderblichsten Folgen begleitet; denn durch die Ausschliefsung oder 
Gewichtsverminderung wird in der Regel nur eine Verschlechterung des End- 
ergebnisses erzielt. Nur wenn bestimmte Thatsachen voraus bekannt sind, die 
einen Verdacht gegen ein Beobachtungsergebnis sicher begründen, oder wenn 
durch sorgfältige Nachmessung die Unrichtigkeit eines Beobachtungsergebnisses 
sicher erwiesen ist, darf die Ausschliefsung des Beobachtungsergebnisses oder die 
Verminderung seines Gewichtes erfolgen. »Jede Beobachtung, die nicht einen 
protokollarischen Verdachtsgrund gegen sich hat, habe ich als einen Zeugen für 
die Wahrheit zu betrachten, und ebenso wenig wie ich einen Zeugen torquieren 
darf, bis er sagt, was ich gesagt haben will, ebenso wenig darf ich auch ohne 
weiteres sein Zeugnis verwerfen, weil es von den übrigen bedeutend abweicht« •) 

Zur weiteren Erläuterung des vorstehenden seien noch zwei Beispiele an- 
geführt: 

Bei der Berechnung der geographischen Koordinaten der trigonometrischen 
Punkte III. Ordnung einer weit ausgedehnten Triangulation wurden im Anschlufs 
an das Dreiecksnetz I. und II. Ordnung zunächst für die Dreiecksseiten die Azi- 
muthe und Längen in der Weise bestimmt, dafs dafür zwei möglichst gut über- 
einstimmende Ergebnisse gesucht, und das arithmetische Mittel aus diesen beiden 



*) Gerling, »Die Ausgleichungs-Rechnungen der praktischen Geometrie.« Seite 68. 
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Ergebnissen als Endergebnis genommen wurde. Sodann wurden aus den so 
erlangten Azimuthen und Längen zwei Werthe für die geographischen Koordinaten 
eines jeden Punktes berechnet. Stimmten diese beiden Werthe genügend Uberein, 
so wurde das arithmetische Mittel aus beiden Werthen als Endergebnis genommen; 
stimmten sie nicht genügend Uberein, so wurden weitere Werthe der Koordinaten 
aus anderen Azimuthen und Längen berechnet, bis sich zwei genügend überein- 
stimmende Werthe fanden, deren Mittel das Endergebnis bilden konnte. Als 
später aus den geographischen Koordinaten rechtwinklig sphärische Koordinaten 
abgeleitet, dann zur Kontrole aus diesen Koordinaten die Richtungen und Längen 
der Dreiecksseiten berechnet und mit den direkt aus den Beobachtungsergebnissen 
gewonnenen Richtungen und Längen verglichen wurden, ergaben sich viele Ab- 
weichungen, die weit über das zulässige Mafs hinausgingen. Durch eine unseren 
Grundsätzen entsprechende Neuberechnung der rechtwinkligen Koordinaten wurde 
ein durchaus befriedigender Anschlufs an die Beobachtungsergebnisse erzielt und 
damit zugleich erwiesen, dafs nur das unzweckmäfsige Verfahren bei der ersten 
Berechnung die Ursache der Unbrauchbarkeit der Endergebnisse war. 

Bei einer zweiten umfangreichen Triangulation wurden die Winkel im 
Dreiecksnetze L und IL Ordnung mit einem alten, grofsen, aber wenig zuverlässigen 
Theodoliten nach der Repetitionsmethode beobachtet. Die jedenfalls für das be- 
nutzte Instrument nicht geeignete Winkelmessungsmethode, vielleicht auch nicht 
genügende Sorgfalt bei der für den Erfolg einer jeden Triangulation in erster 
Linie mitbestimmenden Festlegung der Signale und Beobachtungsstandpunkte 
gegen das Centrum der Stationen führte dazu, dafs bereits bei der Berechnung 
des Dreiecksnetzes I. Ordnung Fehler hervortraten, die weit über die bei den 
Dreiecksnetzen IV. Ordnung zulässigen Fehler hinausgingen. Es wurden nun alle 
die Richtungen ausgeschlossen, bei denen die grofsen Fehler hervortraten und es 
wurde eine zweite Berechnung durchgeführt, die ein scheinbar gutes Endergebnis 
lieferte. Je weiter aber die Rechnung durch das Dreiecksnetz IL, III. und IV. Ord- 
nung fortgeführt wurde, desto gröfser wurden die hervortretenden Fehler und 
desto mehr Richtungen mufsten ausgeschlossen werden, um zu einem leidlichen 
Abschlufs zu gelangen. In der Revisionsinstanz wurde darauf die ganze Rechnung 
verworfen und eine neue Berechnung mit Benutzung sämtlicher Beobachtungs- 
ergebnisse angeordnet Der Erfolg rechtfertigte diese Mafsregel vollständig; wäh- 
rend in dem Dreiecksnetze I. Ordnung die grofsen Fehler bestehen blieben, nahmen 
die Fehler bei der fortschreitenden Rechnung immer mehr ab, so dafs sie im 
Dreiecksnetze IV. Ordnung durchweg innerhalb der zulässigen Grenzen blieben 
und somit die für die anzuschliefsenden Detailmessungen in erster Linie wichtige 
gegenseitig richtige Lage der benachbarten trigonometrischen Punkte gewähr- 
leistet war. 

3. Die uneingeschränkte Durchführung unseres ersten Grund- 
satzes kann nun aber unter Umständen doch unzweckmäfsig sein, 
einmal weil der dadurch bedingte Arbeitsaufwand in keinem rich- 
tigen Verhältnis zu dem Nutzen stehen kann, und sodann auch, weil 
sachliche in der Art der vorliegenden Aufgabe liegende Bedenken 
dagegen obwalten können. 

Wenn beispielsweise ein trigonometrisches Netz niederer Ordnung von einiger 
Ausdehnung zu berechnen ist, so würde es einen ganz ungerechtfertigt hohen 
Arbeitsaufwand verursachen, wenn die zusammenhängenden Teile des Netzes in 
ihrem ganzen Umfange einheitlich behandelt würden. Vielmehr ist es in diesem Falle 
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und in ähnlichen Fällen durchaus berechtigt, unsern Grundsatz mit der Ein- 
schränkung anzuwenden, dafs eine Zerlegung des Netzes in kleinere einfach zu 
berechnende Teile ausgeführt wird und dafs nur die zur Bestimmung dieser 
kleinen Netzteile, bezw. einzelner trigonometrischer Punkte vorliegenden Beob- 
achtungsergebnisse je für sich zu einem einheitlichen Endergebnis zusammen- 
gefalst werden. 

Wenn ferner beispielsweise die Beobachtungsergebnisse vorliegen zur Be- 
stimmung der Verbesserungen, die den Ablesungen an einem Federbarometer bei- 
zufügen sind, um daraus brauchbare Werthe für die Gröfse des Luftdrucks zu 
erhalten, so wird es in der Regel sachlich nicht gerechtfertigt sein, sämtliche 
vorliegende Beobachtungsergebnisse zusammenzufassen und sie als ein einheitliches 
Ganzes zur Berechnung der gesuchten Verbesserungen zu benutzen; denn die 
Beobachtungen, die zur Bestimmung der einzelnen Verbesserungen vorgenommen 
werden, finden in der Regel unter ganz verschiedenartigen Umständen statt, so 
dals nur die getrennte Behandlung der verschiedenen Beobachtungsreihen ein 
brauchbares Endergebnis erwarten läfst. 

4. Die nach unserm ersten Grundsatze zu berücksichtigenden Gewichte der 
Beobachtungsergebnisse mUssen nach den dafür im I. Teil gegebenen Sätzen und 
Formeln ermittelt werden. Die Änderung der so ermittelten Gewichte behufs 
schätzungsweiser Berücksichtigung aller Nebenumstände, die die Beobachtungs- 
ergebnisse allenfalls beeinflufst haben könnten, ist in der Regel weit mehr schäd- 
lich als nützlich. Geringere Gewichtsunterschiede können bei den Aufgaben, die 
wir hier vorzugsweise ins Auge fassen, ganz unbedenklich vernachlässigt werden. 
Das Bestreben, alle unbedeutenden Nebenumstände in den Gewichten zum Aus- 
druck zu bringen, führt, wie oft beobachtet werden kann, zu einer sich meistens 
sehr rasch steigernden krankhaften Sucht, alles weniger gut erscheinende durch 
Gewichtsannahmen gut zu machen und zu einer durchaus nutzlosen Erschwerung 
aller Rechnungen. 

5. Nach dem zweiten Grundsatze, die gesuchten GrÖfsen so zu bestimmen 
oder die hervortretenden Fehler so auszugleichen, dafs die Quadratsumme der auf 
die Gewichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein 
Minimum wird, führt das nachfolgend darzustellende Rechnungsverfahren die Be- 
zeichnung Methode der kleinsten Quadrate oder Ausgleichungsrechnung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. 

Dieser Grundsatz ist gewissermafsen willkürlich gewählt, aber er ist zweck- 
mälsig gewählt. Wir mUssen ohne weiteres anerkennen, dafs die Werthe der 
gesuchten GrÖfsen die besten sind, denen solche Werthe der beobachteten GrÖfsen 
entsprechen, die möglichst wenig von den thatsächlich vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisseil abweichen, die also möglichst kleine Werthe der wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler liefern. Solche Werthe der gesuchten Gröfisen können wir auf 
verschiedene Weise finden, z. B. indem wir davon ausgehen, die Summe der ab- 
soluten Werthe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler möglichst klein zu 
machen, oder die Summe der zweiten, vierten oder irgend einer andern Potenz 
der Beobachtungsfehler möglichst klein zu machen. Wir können auch keinen 
strengen Beweis dafür führen, dafs wir nicht auf eine andere Weise im gegebenen 
Falle etwas besseres erreichen, als dadurch, dafs wir die Quadratsumme der wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler möglichst klein machen. Wir können aber wohl 
behaupten, dafs wir auf letztere Weise Ergebnisse erhalten, die sich den Beob- 
achtungsergebnissen gut anpassen und dafs wir diese Ergebnisse in einfachster und 
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» 

elegantester Weise erhalten. Ferner können wir noch für unsern zweiten Grund- 
satz anAlhren, daüs das Prinzip der kleinsten Quadratsumme auch dem alten 
Grundsatze entspricht, das einfache arithmetische Mittel der vorhegenden Beob- 
achtungsergebnisse als den wahrscheinlichsten Werth der gesuchten Gröfse anzu- 
nehmen, wenn die zur Bestimmung der letzteren ausgeführten Beobachtungen 
gleich genau und unabhängig von einander sind. 

6. Bei Besprechung der Gewichte im § 10 haben wir klargelegt, dafs die 
Gewichtszahlen uns anzeigen, wie oft wir die Gröfsen für die die Gewichte 
gelten, in der Rechnung zu berücksichtigen haben, um sie ihrem Genauigkeits- 
werthe entsprechend richtig zu verwerthen. Demgemäfs müssen wir bei Bildung 
der Quadratsumme auch die Quadrate der wahrscheinlichsten Fehler t^i, Vt, 
Vi), .... v^ der Beobachtungsergebnisse Xi, If, l^, .... ^,, so oft ansetzen, wie die Ge- 
wichtszahlen 1?], i?!, Ps) • • • • Pn anzeigen, wonach wir also auch die Quadratsumme 
Pi ^i Vi+pfVtVf'\'p^v^Vi-\-,...p^v^v^=[pvv] zu einem Minimum machen müssen. 
Diese Quadratsumme erhalten wir aber auch, indem wir die wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler Vi, t^i, Vs, •• • • v„ durch Multiplikation mit y^i, j/ps, Yp^, .... 
|/p„ auf die Gewichtseinheit zurückführen und danach die Quadratsumme der auf 
die Gewichtseinheit zurückgeführten Beobachtungsfehler vi j/pi , üj j/p,, v^ j/^, .... 

^n ypf» ^il^^^n« Für den zweiten Grundsatz haben wir demnach allgemein die 
Formel : 

(46) p, Vi Vi 4-p8t;tt;2 4-psVat7s-f-....p^ v^v^ = [püt;]=^ Minimum. 

I 14. Grundsatz für die Lösung der zweiten Aufgabe. 

1. Bei der Lösung unserer zweiten Aufgabe, aus den wahrscheinlichsten Werthen 
der Beobachtungsfehler ein Mafs für die Genauigkeit der vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse und der daraus abgeleiteten Gröfsen zu bestimmen, gehen wir von dem 
folgenden, ebenfalls nicht streng zu beweisenden Grundsatze aus: 

Wir nehmen als Mittelwerth der Quadrate der wahrscheinlich- 
sten Beobachtungsfehler, oder als Quadrat des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit den Werth an, der sich ergiebt, wenn wir die 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch 
die Anzahl der überschüssigen Beobachtungsergebnisse dividiren. 

Hierbei gelten als überschüssige Beobachtungsergebnisse die, die übrig bleiben, 
wenn wir aus den Überhaupt vorhandenen n Beobachtungsergebnissen die q Beob- 
achtungsergebnisse ausscheiden, die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 
der gesuchten Gröfsen erforderlich sind. Demnach rechnen wir den mittleren 
Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 



(47) m 






2. Zur Erläuterung dieses Grundsatzes diene: 

Wenn nur so viele Beobachtungsergebnisse vorliegen, wie zur einfachen, 
nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen erforderlich sind, so stimmen 
die Werthe der beobachteten Gröfsen, die rückwärts aus den danach gefundenen 
Gröfsen abgeleitet werden, genau überein mit den vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen und wir erhalten als Werthe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
Null. Mithin liefern in diesem Falle die Beobachtungsergebnisse keinen Beitrag 
zu der Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler. Erst wenn ein 
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oder mehrere weitere überschüssige Beobachtungsergebnisse hinzukommen, er- 
halten wir Beitr'äge zur Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
und zwar Beiträge, worin nur die Widerspruche der neu hinzutretenden Beob- 
achtungsergebnisse gegen die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung ge- 
nügenden Stücke zum Ausdruck gelangen. Deshalb dividiren wir, um das Quadrat 
des mittleren Fehlers zu erhalten, die Quadratsumme auch nicht durch die Anzahl 
aller vorhandenen Beobachtungsergebnisse, sondern durch die Anzahl der über- 
schüssigen Beobachtungsergebnisse. 

Wenn z. B. die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes aus den ge- 
messenen Abständen dieses Punktes von gegebenen Punkten bestimmt werden 
sollen, so sind zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Koordinaten zwei 
solche Abstände nötig. Leiten wir dann aus den Koordinaten, die aus diesen not- 
wendigen zwei Abständen gefunden worden sind, rückwärts wieder Werthe ftir 
diese Abstände ab, so stimmen sie mit den Messungsergebnissen genau überein. 
Kommt indefs noch ein dritter überschüssiger Abstand hinzu und bestimmen wir 
nun aus den drei Abständen die wahrscheinlichsten Werthe der Koordinaten, so 
zeigen auch die rückwärts aus den erhaltenen Koordinaten abgeleiteten Werthe 
der Abstände Abweichungen von den Messungsergebnissen und liefern damit einen 
Beitrag zur Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler, der der 
Verschärfung der Bestimmung der Koordinaten durch das eine weitere Beobachtungs- 
ergebnis entspricht. Ganz ebenso verhält es sich mit jedem noch weiter hinzu- 
kommenden überschüssigen Abstände. 

3. Beziehen sich unsere Beobachtungen auf eine GrÖfse, deren wahrer Werth 
uns voraus bekannt ist, so sind sämtliche vorliegende Beobachtungsergebnisse 
als überschüssige anzusehen, womit die Formel (47) übergeht in: 



m 



= ±f-^ 



Diese Formel entspricht der Formel (13) m = ± l/ ^^^^^ , wie es auch sein 

mufs; denn in diesem Falle erhalten wir durch Vergleichung der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse mit dem wahren Werthe der beobachteten Gröfse die 
wahren Werthe der Beobachtungsfehler, für die die Formel (13) gilt. 

Wenn wir also beispielsweise aus vorliegenden Dreieckswinkelbeobachtungen 
den mittleren Fehler der Dreieckswinkelsumme ermitteln wollen, so ist uns 
voraus bekannt, dafs der wahre Werth der Dreieckswinkelsumme 180** ist*). Durch 
Vergleichung der beobachteten Dreieckswinkelsumme mit diesem wahren Werthe 
erhalten wir also die wahren Beobachtungsfehler, und jede beobachtete Dreiecks - 
winkelsumme liefert einen vollen Beitrag zur Fehlerquadratsumme; deshalb müssen 
wir letztere dann auch durch die Anzahl aller beobachteten Dreieckswinkelsummen 
dividiren, um das Quadrat des mittleren Fehlers zu erhalten. 

i 15« Aufstellung besonderer Rechnungsverfahren für besondere Fälle 

der zu lösenden Aufgabe. 

1. Bei den vorkommenden praktischen Aufgaben können wir verschiedene 
besondere Fälle unterscheiden, für die zweckmäfsig auch besondere Rechnungs- 
verfahren aufg&tellt werden, um das Endergebnis möglichst einfach gewinnen 
zu können. Zur Unterscheidung der verschiedenen Verfahren führen wir kurze 
Bezeichnungen daflkr ein. 

*) Abgesehen von dem event. zu berücksichtigenden sphärischen Excefs. 
Koll. 4 
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In erster Linie unterscheiden wir die beiden FUUe, wo als Endergebnis unserer 
Rechnung entweder die wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten Gröfsen 
selbst oder aber die wahrscheinlichsten Werthe anderer, mit den beobachteten 
Gröfsen in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen gewonnen werden. 

Im ersten Falle, wo sich die Beobachtungen direkt auf die gesuchten Gröfsen 
selbst beziehen, bezeichnen wir die Beobachtungen als direkte Beobachtungen, 
während wir sie als vermittelnde Beobachtungen bezeichnen, wenn, wie im 
zweiten Falle, sich die Beobachtungen auf Gröfsen beziehen, die uns die Kenntnis 
der gesuchten Gröfsen vermitteln. 

Sodann unterscheiden wir die beiden FUlle, wo entweder die beobachteten 
Gröfsen von einander unabhängig sind, oder wo sie von einander abhängig sind 
dadurch, dafs sie bestimmte Bedingungen erfüllen mUssen. 

Dementsprechend bezeichnen wir die Beobachtungen im erstem Falle als 
unabhängige Beobachtungen, im zweiten Falle als bedingte Beob- 
achtungen. 

Somit ergeben sich die folgenden Hauptf^lle, fUr die wir besondere Rech- 
nungsverfahren aufstellen: 

1. direkte unabhängige Beobachtungen oder kurz direkte Beobachtungen, 

2. vermittelnde unabhängige Beobachtungen oder kurz vermittelnde Beob- 
achtungen, 

3. direkte bedingte Beobachtungen oder kurz bedingte Beobachtungen 

4. vermittelnde bedingte Beobachtungen. 

Ferner behandeln wir noch den Fall besonders, wo der mittlere Fehler 
aus den Differenzen zwischen den Ergebnissen ausgeführter Doppel- 
beobachtungen verschiedener Gröfsen ermittelt werden soll. 

Endlich sondern wir von den bedingten Beobachtungen noch den einfachen 
Fall ab, wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der beob- 
achteten Gröfsen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

2, Die Lösung einer vorliegenden Aufgabe kann in der Regel nicht nur nach 
einem, sondern nach mehreren der aufzustellenden Rechnungsverfahren erfolgen*). 
Die Auswahl unter den anwendbaren Verfahren kann dann lediglich nach dem 
praktischen Gesichtspunkte erfolgen, dafs das Verfahren eingeschlagen wird, das am 
einfachsten zum Ziele führt. 

3. Was wir im folgenden als Beobachtungsergebnisse in die Rechnungen 
einführen, sind in der Regel nicht die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, 
sondern Gröfsen, die aus letzteren durch mehr oder minder weitläufige Rechnungen 
derart abgeleitet worden sind, dafs die abgeleiteten Gröfsen von einander unabhängig 
geblieben sind. 

Wenn beispielsweise die Höhe eines Punktes im Anschlufs an gegebene 
Punkte nach den Ergebnissen eines geometrischen Nivellements berechnet werden 
soll, so führen wir in die Ausgleichungsrechnung nicht die unmittelbaren Latten- 
ablesungen ein; sondern wir bilden zuerst aus den Lattenablesungen die Höhen- 
unterschiede zwischen je zwei Aufstellungspunkten der Latten, addiren diese 
sodann zugweise, womit wir die Höhenunterschiede zwischen den gegebenen und 
dem neu zu bestimmenden Punkte erhalten, addiren ferner diese Höhenunter- 
schiede zu den gegebenen Höhen und führen endlich erst die so erhaltenen Einzel- 
werthe für die Höhe des zu bestimmenden Punktes als Beobachtungsergebnisse in 
die Ausgleichungsrechnung ein. 



*) Vergleiche z. B. die drei verecliiedeoeo Lösungen derselben Aufgabe in den §{ 21, S5, (9 und SS. 
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n. Abschnitt. 

Direkte Beobachtungen. 

i 16. Direkte gleich genaue Beobachtungen. 

1. Schon lange bevor theoretische Gesetze fUr die Beobachtungsfehler auf- 
gestellt waren, war es allgemeiner Brauch, bei mehrfacher, gleich genauer und 
unabhUngiger Bestimmung einer GrÖfse das einfache arithmetische Mittel 
der erhaltenen einzelnen Beobachtungsergebnisse als den wahrscheinlichsten Werth 
der gesuchten Gröfse anzunehmen. Wir folgen diesem Brauche und liefern dann 
den Nachweis, dafs er unsern allgemeinen AusgleichungsgrundsUtzen entspricht. 

Ist also zur Bestimmung einer Gröfse eine Reihe von n unabhängigen, gleich 
genauen Beobachtungen ausgeführt worden und haben diese die Beobachtungs- 
ergebnisse X , X , X , .... Jl^ geliefert, so nehmen wir als den wahrscheinlichsten 
Werth X der beobachteten GrÖ&e: 

k -hX H-X 4-....X. fii 

(48) a?= ' ' ^ — ^ = üi. 

n n 

Die Berechnung von x kann meistens vereinfacht werden, indem die Werthe 
X^ , X^, X^, . ... X^ in einen Näherungswerth / und die kleinen Gröfsen dl , r// , 
dl^^ .... dl^ zerlegt werden, indem also gesetzt wird: 

X,=/ + rf/,, 

X, = /-+-rf/„ 

('*») • { l^^l^dh. 

Dann wird: 

X = ' ? ^ » oder: 

n 

dl 4- c?/ 4- rf/, 4- • • • • dl^ rrf/i 

(50) a? = / -t- -J ? ^ ? = / 4- l— ^ . 

Die Abweichungen v ^ v ^ v^ .. .. v^ des wahrscheinlichsten Werthes x der 
beobachteten Gröfse von den einzelnen Beobachtungsergebnissen, oder die wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler sind: 

i t;i = a? — X,, 
üf = a? — X], 
Vi = X — Xg, 



(51) 



^n=^-^n' 



Die Summe dieser Fehler ist: 

oder, da nach Formel (48): njr=[X], also: na; — [X] = ist,: 

(5«) [t;] = 0. 

Demnach ist die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler gleich Null, 
wenn das einfache arithmetische Mittel mehrerer gleichgenauen und unabhängigen 
Beobachtungsergebnisse als- wahrscheinlichster Werth der beobachteten Gröfse 
angenommen wird. Durch Benutzung dieses Satzes erhalten wir eine Probe fUr 
die richtige Berechnung von x aus den Beobachtungsergebnissen X^, X^, X^, .... X^. 

4* 
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Beispiel: Ein Winkel ist mit demselben Instrumente unter gleichen Umständen 
12 mal in beiden Lagen des Fernrohrs beobachtet worden. Das Gewicht einer 
jeden Beobachtung istp = l. Die Beobachtungsergebnisse sind: 



A, = 289° 26' 19,6", 
A, = 289 26 18,0 , 
A3 =: 289 26 20,3 , 
A^ = 289 26 19,2 , 
A5 = 289 26 18,8 , 
Ag = 289 26 19,7 , 



A, = 289° 26' 18,9", 
Xs = 289 26 18,0 , 
A« = 289 26 20,4 , 
A,o = 289 26 20,0 , 
A,i = 289 26 19,9 , 
A„ = 289 26 18,7 . 



Irf/] = 231,5". 

Aus diesen gleichgenauen Beobachtungsergebnissen ergiebt sich der wahrschein- 
lichste Werth X des Winkels nach den Formeln (49) und (50), indem /=289°2ß' 
gesetzt wird, mit: 

= / + 1^1 = 289° 26' 4- — j^— = 289° 26' 19,3". 



X 



n 



Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach Formel (51): 



üj = a; — A| = — 0,3", 
t?a = j: — A, = + 1,3 , 
t's = ^ — As = — 1,0 , 
Vi = x — k^^-h0^l , 
t'5 = j: — Aft = 4- 0,5 , 
»6 = ar — Ag = — 0,4 , 

Die Summe dieser Fehler ist: 



v^ =x — A, =-h0,4", 
rg = a: — Ag = 4- 1,3 , 
t>g =x — Iq = — 1,1 , 
Vio = a? — Aio = — 0,7 , 
V^l=x — l^l == — 0,6 , 
vii = a: — A„ = -+-0,6 . 



[1;] = 4-4,2"- 4,1"= 4- 0,1". 

Diese Summe soll nach Formel (52) gleich Null sein. Die kleine Abweichung 
4-0,1" der Summe von Null erklärt sich durch die Abrundung des Werthes von 

X bezw. von - — -; sie mufs gleich sein der Abweichung des n fachen Quotienten 

n 

- — i von [c?/], oder es mufs genau sein: [ü] = ».f^ — ^j — [r//], also im vorliegenden 

Falle: [v] = 12 • 19,3 — 231,5 = 231,6 — 231,5 = 4- 0,1. Die Abrundung des Werthes 
von X kann höchstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Werthes betragen 
und demnach darf auch [v] um höchstens 0,5 -n Einheiten der letzten Stelle des 
Werthes von x von Null abweichen, im vorliegenden Falle also höchstens um. 
12. 0,05" = 0,6". 

2. Dafs das Princip des einfachen arithmetischen Mittels mit dem im § 13 
aufgestellten Grundsatze Übereinstimmt, wonach die Summe der Quadrate der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [vv] ein Minimum sein soll, ergiebt sich 
wie folgt: Nach den Formeln (51) ist: 

»1 Vi = aro: — 2j;Ai 4-A, Aj, 
V, »2= XX — 2xAj 4-AjAj, 
»8^8= a:x — 2a:A3 4-A8A3, 
1 



«^n^«= :ex-2xl^ +^«A«. 



[üv] = n.a;a:-2a;[A]4-[A^AJ. 

Hieraus erhalten wir den Werth von x, wofür [vv] ein Minimum wird, indem 
wir den Ausdruck für [vv] nach x differenziren, den Differenzialquotienten gleich 
Null setzen und die damit erhaltene Gleichung nach x auflösen: Es ist: 
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-L_-i = 2- ». j; — 2[A], und demnach: 
2nx — 2[A] = 0, oder: 

X — — j 
n 

welcher Werth von x mit dem dafür in Formel (48) gegebenen Werthe Übereinstimmt. 

3. Aufser dem wahrscheinlichsten Werthe x der beobachteten GrÖfse haben 
wir nun weiter aus den wahrscheinlichsten Werthen », t» ,»,.... t? der Beob- 
achtungsfehler den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse, sowie den mittleren Fehler und das Gewicht von x zu bestimmen. 

Zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrÖfse genügt 
ein Beobachtungsergebnis; demnach sind, wenn n Beobachtungsergebnisse vor- 
liegen, 71 — 1 Beobachtungsergebnisse überschüssig. Mithin erhalten wir nach dem 
im § 14 aufgestellten Grundsatze den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach 

der Formel: 

] 



m 



"" [r n-1 



oder, da die Gewichte p der gleichgenauen Beobachtungsergebnisse sämtlich ein- 
ander gleich sind, nach: 

(58) ««»^VFl/S- 

Ferner erhalten wir fUr den mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse 
nach Formel (35): _ 

(54) ,„ = ±«|/I = ±|/]L^l. 

Das Gewicht P des arithmetischen Mittels 

ergiebt sich nach Formel (44) aus: 



?=(iJ-"-l 



zu 
P 



(55) P=np, 

und damit der mittlere Fehler if von x wieder nach Formel (35) zu: 

(56) M=±m|/| = ±m|/X = ±|/>ir = ±„.|/I. 

Beispiel: In dem von uns bereits benutzten Beispiele der Berechnung des 
wahrscheinlichsten Werthes eines Winkels ergiebt sich die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 



t?,vj = 0,09, 
üjVj = 1,69, 
o^V3= 1,00, 
i;4»4 = 0,0l, 
»6^6 = 0,25, 
v^v^ s= 0,16, 



v-j v^ =0,16, 

^6 »8 = 1?6'^5 

^0 Vo = 1)21, 
üioVio = 0,49, 
»11 »11 =0,36, 
»iat;,2 = 0,36, 



[f;t'] = 7,47. 

Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung des Winkels in beiden Lagen 
des Fernrohrs ist j? = 1, demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichts- 
einheit zu: 



54 Direkte Beobachtungen. II. T. II. A. 



(58) m = ± Vp |/i^ == ± VI |/ j^^ = ± 0,82", 

sodann der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse zu: 

(54) m = ± m l/- = ± 0,82 1/ j = ± 0^2". 

Ferner ergiebt sich das Gowicht P des wahrscheinlichsten Werthes x des 
Winkels zu: 

(55) /> = »;,= 12. 1 = 12, 
und endlich der mittlere Fehler M von x zu : 



(56) 



Jlf = zii m y ^ = ± 0,82 t/y2 = ± 0,24". 



4. Die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [vv] kann 
in geeigneten F'ällen auch direkt aus den Beobachtungsergebnissen l , X , A , .... X^ 
oder aus den Gröfsen dl , rfr, rf/., .... dL berechnet werden. Wird in den 
unter Nr. 2 für [vv] erhaltenen Ausdruck 

[vv] = nxx — 2x[k] 4- [AA] 

nach Formel (48) — für x eingesetzt, so folgt: 

n 

[vv] = n^^-2^[l]-hllii], oder: 

n 

und wenn hierin: X =l-^dl^j A^ = / 4- rf/ , jl = / + rf/ , . . . . A^ = / 4- d/^, also : 
[AA] = n// + 2/[<f/]V[rf/rf/] und [A] = «/4-[rf/] gesetzt wird, so wird: 

nlnl-{-2nlldl] + ldl][dl] 



[t,t;] = [AA] 



[vv] =- «// + 2/[rf/] + [dl dl] — 



I» 



n 
Demnach ist: 



(57) [„„] = [AA]-fHI£L=(rf/rf/]_l^llM. 



n n 



Beispiel: Eine Mefslatte ist 10 mal mit NormalmafisstUben verglichen worden, 
und dabei haben sich folgende Abweichungen von der SolH'dnge ergeben: 



A, = 4-l,8«nm, 
A, = 4-2,0 , 
^ = + 1,5 , 
A, = 4-l,8 , 
^ = + 1,9 , 



Ae = + 2,3nim, 
Ar = + 2,2 , 
^= + 1,7 , 
A« =+1,9 , 
Aio = + 2,4 , 



Hiernach soll der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung festgestellt werden. 
Hierzu bilden wir die Quadrate der einzelnen A, , Aj, A3, .... Aio und danach [A], 
sowie [AA], wodurch wir erhalten: [A] = +19,5, [AA] = 38,78. Dann ergiebt sich 

(57) [„„] = [U]-fHHJ = 38,73-^5^^^ = 0,71, 

und damit der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung zu: 



(54) •» = ±}/S = ^}/i& = ^0,28n.n.. 
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1 17. Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 

1. Sind die unabhllngigen Beobachtungsergebnisse ^ > ^«, A ..... A, die 

13 3 

zur Bestimmung einer Gröfse vorliegen, nicht gleich genau, mUssen ihnen 
vielmehr die Gewichte p , p^t p^i •••• p- zugeschrieben werden, so kann das 
einfache arithmetische Mittel nach Formel (48) nicht als der wahrscheinlichste Werth 
der beobachteten Gröfse angenommen werden, sondern es mufs dann, wie wir bei 
Besprechung der Gewichte im § 10 schon fUr einen einzelnen Fall festgestellt haben, 
der wahrscheinlichste Werth x der beobachteten Gröfse berechnet werden nach: 

(58) ^^ ^^+Pa^-^-^8^-^'•••Pn^* ^[y^l 

Z^+Pa+Pa-I Pn IP] 

Diese Formel crgiebt sich ohne weiteres aus der Formel (48), wenn wir uns 
dessen erinnern, dafs wir die Gewichte erklärt haben als VerhUltniszahlen, die 
angeben, wie oft wir die betreffenden Beobachtungsergebnisse in der Rechnung 
berücksichtigen sollen. 

Wir bezeichnen den sich nach Formel (58) ergebenden Werth von x als das 
allgemeine arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse. 

Ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel kann auch hier die Be- 
rechnung von X meistens vereinfacht werden, indem die Werthe X^ X , X , .... X^ 

in einen Näherungswerth / und die kleinen Gröfsen dl^ , <//^ , dl^^ dl^ zerlegt 

werden, indem also wieder gesetzt wird: 

(59) { X, = / + rf/„ 



A.= /-hrf/ '. 



Dann wird: 



p^(/-^rf/^)4-j>,(/+t/g-l-y3(/+rf/3)-+-""j>,(/+rf/J 

Pj+Pj+PjH p^ 

P,+P,+PgH Pn 

p dl 'hp^dl+p„dr-h""Pn^L forf/l 

Pi'^P^'^Pz'^ ^n P 

Die Abweichungen v, » v , o , . . . . o^ des wahrscheinlichsten Werthes x der beob- 
achteten Gröfse von den einzelnen Beobachtungsergebnissen, oder die wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler sind wieder wie beim einfachen arithmetischen Mittel: 

r f>,=x— X,, 
t^2 = a? — Xj, 
ra^ar — Xj, 



(61) 



9 



Multipliziren wir diese Gleichungen mit den Gewichten p^ , p^, p^, .... p, 
und addiren die erhaltenen Gleichungen, so folgt: 

P\ ^i =Pi ^ — Pl ^M 

Pt^t =PaJ? — P«^» 

Pat^a =Paa? —p»^, 
j 

Pn^n^'Pn^ "PnK^ 



[pt;]«=[p]x— [pX], 
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oder, da nach Formel (58): lp\£ = lp^]'t also: lp]x— lpk]=0 ist,: 

(62) [/>«]= 0. 

Demnach ist die Summe der mit den Gewichten multiplizirten wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler gleich Null, wenn das allgemeine arithmetische Mittel 
mehrerer ungleich genauen und unabhUngigen Beobachtungsergebnisse als wahr- 
scheinlichster Werth der beobachteten Gröfse angenommen wird, was wir wiederum 
zur Probe für die richtige Berechnung von x benutzen. 

Beispiel 1: Bei der Triangulation eines Teils des Regierungsbezirks 
Düsseldorf ist auf dem Standpunkte Wermelskirchen die Richtung nach Rade- 
vormwald als einfaches arithmetisches Mittel aus 

16 Einzelbeobachtungen erhalten zu: A, = LjO" 45' 36,47", dann aus 
4 „ „ „ : li= 150 45 36,16 , endlich aus 

4 „ „ „ : ^^3 = 150 45 36,68 . 

Um aus diesen 3 Werthen den wahrscheinlichsten Werth x der Richtung zu 
finden, nehmen wir als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 
der Richtung, womit wir nach Formel (55) für die Werthe ili, Ao, A3, die Gewichte 
p, = 16, Pi = 4, pa = 4 erhalten. Mit dem N'äherungswerthe /= 150** 45' 36,00" 
ergiebt sich sodann: 

dl^ = 4- 0,47", 
rf/j = -hO,l6 , 
rf/3 = + 0,68 , 



Pl^ 


16, 


Pt = 


4, 


p» = 


4, 



[p] = 24, 



und: 
(60) 



p^dli=-h 7,52, 
p^dl^ = -+- 0,64, 
P3(iU = -\- 2,72, 



[prf/] = -f 10,88, 
M = + 0,453", 



x = l-h ^/J = 150° 45' 36,00" + 0,453" = 150° 45' 36,453 ". 
[p] 

Ferner ergiebt sich nach Formel (61): 

t?, = X — A, = — 0,017", und: p, y, = - 0,272, 
ra = JT " Lj = + 0,293 , PiV,j, = + 1,172, 

»8 = ar — A3 = — 0,227 , ^3^3 = — 0,908, 

[po]= — 0,008. 
[pv] soll nach Formel (6Ä) gleich Null sein. Die Abweichung —0,008 erklärt 

sich durch die Abrundung des Werthes von x bezw. von ~ J; sie mufs gleich 

Ip] 

r n /Jl'\ 

sein der Abweichung des [p] fachen Quotienten -^.— von [pdl]^ oder es mufs 

genau sein: [pv] = [pl ( f | ) — [p^'li ^Iso im vorliegenden Falle: [pv] = 24-0,453 
— 10,88 = 10,872 — 10,880 = — 0,008. Die Abrundung von x kann höchstens 0,5 Ein- 
heiten der letzten Stelle dieses Werthes betragen und demnach darf auch [v] 
höchstens 0,5 • [p] Einheiten der letzten Stelle des Werthes von x von Null ab- 
weichen, im vorliegenden Falle also höchstens um: 24 -0,0005" =0,012". 

B e i s p i e 1 2 : In demselben trigonometrischen Netze sind auf dem excentrischen 
Standpunkte S^^ des Punktes Düsseldorf zur Bestimmung der Richtungen nach 
Metzkausen, Höhscheid und Köln folgende Winkel beobachtet: 

Metzkausen-Höhscheid 12mal zu: 46" 17' 36,70", 
Höhscheid-Köln 8 mal zu: 43 13 23,50 , 

Metzkausen-HUlfspunkt 22 mal zu: 57 04 44,11 , 
HUlfspunkt-KÖln 22 mal zu: 32 26 11,36 . 
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Aus diesen Beobachtungsergebnissen soll der wahrscheinlichste Werth des 
Winkels Metzkausen-Köln abgeleitet werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels. Dann 
erhalten wir nach Formel (55) als Gewicht der vor- 
liegenden Bcobachtungsergebnisse: 12, 8, 22 und 22. 
Aus den Beobachtungsergebnissen erhalten wir 
zwei Werthe des Winkels Metzkausen-Köln und 
zwar den einen Werth als Summe der Winkel 
Metzkausen - Höhscheid und Höhscheid - Köln 
Aj == 89** 31' 00,20", den andern Werth als Summe 
der Winkel Metzkausen-HUlfspunkt und HUlfspunkt- 
Köln: l^ = 89** 30' 55,47". Nach Formel (41) ergiebt 
sich das Gewicht pi des ersten Werthes Aj aus 



Ddsseldprf 




— ==- -+—-=- zu: «1=4,8 und das Gewicht »« 
Px 12 8 24 ^* ' ^* 

des zweiten Werthes L aus: — = , » -h ^i — t-v zu : w« = 11 . 

^ />2 •22 22 11 ^* 

werthe /= 89** 30' 55" erhalten wir dann nach Formel (60): 



Fig. 7. 
Mit dem NUherungs- 



pi= 4,8, 

^2 = 11,0. 

[/»] = 15,8, 



dly = 5,20 ', 
dl^ = 0,47", 



Pi(Ui =24,96, 
p^dlt= 5,17, 

[pr//] = 30,13, 



x = l+ f-f^ = 89** 30' 55" + 1,91 = 89** 30' 56,91", 
[p] 

und ferner nach Formel (61): 



Pi«i = — 15,79, 
PtVi = -\- 15,84, 



V, = j: - A, = — 3,29 ", 

t;, = j;-A, = -t.l,44", 

[pv]^+ 0,05. 
[pv] soll gleich Null sein, wird aber wegen der Abrundung von x bezw. von 



Ipdl] 
IP] 



hier [pv] = [p] Oj^) — [pdl] = 30,18 - 30,13 = 4- 0,05. [p] darf hier höchstens 
15,8 • 0,005" = 0,08" ^sein. 



Beispiel 8: Aus den Anfangs - 
neigungen und den Winkeln der 
vier in dem Knotenpunkte 172 zu- 
sammentreffenden PolygonzUge er- 
geben sich fUr die Neigung der Po- 
lygonseite 172—194 gegen die Abs- 
cissenlinie 4 Werthe und zwar 

aus Zug 38 mit 5 Winkeln: 

I« = 92** 20' 25", 
aus Zug 39 mit 8 Winkeln: 

^39 = 92^ 20' 11", 
aus Zug 40 mit 5 Winkeln: 

A^ = 92**2r26", 
aus Zug 41 mit 6 Winkeln: 

A^, = 92**21'00". 




Fig. 6. 
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Die Poiygonwinkel sind sUmtlich mit gleicher Genauigkeit beobachtet 
worden, und wenn wir das Gewicht der Beobachtung eines Polygonwinkels als 
Gewichtseinheit nehmen, erhalten wir nach Formel (4Ä) für die Gewichte der 

Neigungen — = 5, — = 3, — = 5, — = 6. Damit ergiebt sich der wahr- 

Pm Pdn Pio P*\ 

scheinlichste Werth x der Neigung 172—194 nach Formel (60), wenn wir den 
NUherungswerth /= 92** 20' 00" nehmen,: 



P88 = 0,20, 
P89 = 0,33, 
P4o = 0,20, 

[p]=0,90, 



d/,e = 25", 

d/40 = 86", 
d/4, = 60", 



Pm(^^ 3,6, 

^40^40=17,2, 

p„rf/4i = 10,2, 
[pfltfl = 36,0, 

[P] "^^' 



= / 4- 1(^^(1 = 92« 20' 00" + 40 ' = 92^ 20' 40". 
[p] 



Ferner erhalten wir nach Formel (61): 



V^g = « — A39 = -t- 29", 

v^Q = a; ~ A40 = — 46", 
t?4i = j; — 141 = — 20", 



PitiVitt = -\- 3,0, 
p4o ^40 = — 9,2 , 

P4|t>41 = — 3,4, 



[pr] = + 12,6 — 12,6 = 0,0. 

2. Um nachzuweisen, dafs auch die Formel (58) für das allgemeine arith- 
metische Mittel unserm zweiten, im § 13 aufgestellten allgemeinen Grundsatze 
entspricht, bilden wir nach Formel (61) die Quadrate der wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler 1;, multipliziren sie mit den Gewichten p, addiren alles und 

erhalten damit: 

Pi ^i Vi = Pixx — 2p, I1X + pi li li , 

Pt V2 Vi ^ptxx — 2p, ^ a? -+■ Pa ^ ^^ 

pjt^at?» =p»a?a: — 2p8A8a:4-p«isA8, 
? 

Pn^n^n =Pn^^- ^PnK^ + Pn K K^ 



[pvv\ =[p]xx — 2[pA]a:-t- [p^^L]« 

Dann finden wir den Werth von x, fUr den [pt^t?] ein Minimum wird, indem 
wir den Ausdruck für [pvv\ nach x differenziren , den Differenzialquotienten 

^^^^^ gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung nach x auflösen: 



dx 

^-^ = 2[pl*-3[pA], 

2[p]«-2[pA] = 0, 

Dieser Werth von x stimmt mit dem dafür in Formel (58) gegebenen Uberein, 
wie es sein soll. 

3. Der mittlere Fehler m einer Beobachtung vom Gewichte p = l, oder der 
Gewichtseinheit, ergiebt sich aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlern 



^^S'^' 



v^ nach Formel (47) zu: 



(63) 



m 



-H^^ 



1 
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da hier ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel ^=1 Beobachtungsergebnis 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfise genUgt, mithin 
n — 1 überschüssige Beobachtungen ausgeführt worden sind, wenn n Beobachtungs- 
ergebnisse vorliegen. 

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m^ m , m , .... m^ der Beob- 
achtungsergebnisse il^, A^, A^, .... A^, deren Gewichte p , p , p . ,.,, p^ sind, 
nach Formel (35) zu: 

fA, = ±tnl/ — 



(«4) 



— ? 




m_=itml/ — • 
Für das Gewicht P des allgemeinen arithmetischen Mittels 



*=f?^^ + Äi.+i^A.+ 






IP] ' ' IP] 
ergiebt sich ferner nach Formel (43): 

P \{P\) Pi ^\IP]) Pt ^\IP]) P» KIP]) Pn 



Pt+Pl + Pt-i Pn 1 j j .. 

= T-^ und damit: 



\pV Ip] 

(65) P-^lp]- 

Hiermit folgt dann endlich für den mittleren Fehler M des allgemeinen 
arithmetischen Mittels x nach Formel (S5): 



(6«) 



M 



-^'fp-Hm-^U&Ti 



Beispiel 1: In unserm Beispiel 1 ergiebt sich die Quadratsumme [pvv] der 
auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu : 

pi Vi Vi = 0,C06, 
/>fVsV, = 0,343, 
P»y,t;a = 0,206, 

[pur] =0,554, 
und hiermit der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, oder einer einmaligen 
Beobachtung einer Richtung zu: 



(W) 



m 



=*V^°^/^°^^^'"- 



Sodann ergeben sich die mittleren Fehler mi, «14, m, der Beobachtungs- 
ergebnisse A,, A,, A3 zu: 



(64) 



mi = =fc m l/i « ±: 0,53 ^~ = it 0,13", 
m, = ±:ml/5.==±0,53y^ = dbO,26", 
m, = ±mj/I = ±0,53|/-i = =fcO,26", 
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ferner das Gewicht P des wahrscheinlichsten Werthes x der Richtung Wermels- 
kirchen-Radevormwaid zu: 



(«5) 



P=[p] = 24. 



und damit endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Werthes x der 
Richtung zu: 



(66) 



3/= ± m l/ j^ = ± 0,53 1/;^ = ± 0,11". 



Beispiel 3*): Im Beispiel 3 erhalten wir die Quadratsumme [pvv\ der auf 
die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten ßeobachtungsfehler zu: 

jPaa ^30 ''sö = ^^^ 

/>39«?»0Ü39 = 278, 
i'40»40V*0 = 423, 

p^xv^xv^= 68, 
[^t>y] = 8l4. 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, oder einer 
Beobachtung eines Polygonwinkels zu: 



(68) 



m 



-WS+*t/Ä-*'»"- 



Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m^^ m:«, m^o? ft^^x der Bestimmung 
der Neigung 172—194 in den einzelnen PolygonzUgen 88, 39, 40, 41 zu: 



(64) 



711' 



38 



dt ml/-^ = ± 16 V5 ==fc 35", 



»130 



= db m l/5- «= ± 16 V3 = ± 27", 

r jPso 

w^ = ±ml/— = ±16\^ = ±35", 

m« = ±:mT/— = ±16V6' = =fc38", 
ferner das Gewicht P des wahrscheinlichsten Werthes j; der Neigung 172—194 zu: 



(65) 



P=[/,] = 0,90, 



und endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Werthes x der Neigung 
172—194 zu: 



(66) 



if=±m|/^ = ±16|/^=±ir. 



4. Die Rechnung nach den F'ormeln (58) bis (66) wird in der Regel ein- 
facher und Übersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die folgende Dar- 
stellung unseres Beispiels 3 zeigt: 



*) Beim Beispiel 2 sehen wir von der Berechnung der mittleren Fehler und Gewichte ab , da 
nur zwei Beobachtungsergebnisse vorliegen» die keinen auch nur einigermafsen zuverlässigen Werth 
des mittleren Fehlers liefern. 
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Nr. der 


: Ge- 




Beob- 


' 










1 




1 wich- 




1 achtungs- dl= 




v = 






/T 


Beob- 


P 


te 




ergebnisse ;i - /. 


pdL 


jr — X. 


pv. 




pvv. 


fp*'"^!/;:- 


achtung. 


P' 




A. 














: ^ Vi" 










1 ' " 


n 




1 n 


I 






II 


38 


5 


0,20 




92 20 25 > 25 


5,0 


+ 


15 -h 


3,0 




45 


2,2 


35 


, 39 


3 


0,33 




92 


20111, 


11 


3,6 


-h 


29 -h 


9,6 




278 


1,7 


27 


40 


5 


0,20 




92 2ll26' 

1 1 


86 


17,2 


— 


46 - 


9,2 




4-23 


2,2 


35 


41 


6 


0,17 


1 


92.21 00 


60 


10,2 




20 





3,4 


68 


2,4 


38 


P-lp] 


0,90 


/ 


92 20 


00 


f/>f//l36,0 


+ 12,6 


\jßvv] 


814' 


8,5 


135 ' 




1,05 
d=17" 


[p 

X 


1 




40 

1 








\pv] 


— 


12,6 


«-1 
m 


271 

±16" 




i 

1 


92 


20 


40 




0,0 



5. Die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler [pvv\ kann ebenso wie für gleich genaue auch für 
ungleich genaue Beobachtungsergebnisse in geeigneten Füllen direkt aus den 
Beobachtungsergebnissen Xi, A^, A3, .... A^ oder den Werthen e^/i, d/,, dli^ .... dl^ 
berechnet werden; denn wenn in den unter Nr. 2 für [pvv] erhaltenen Ausdruck 

[pvv\ ^=[p\xx — 2[pl]x+ [/'AA] 
für X nach Formel (58) -j^- eingesetzt wird, so folgt: 

[;'«"'l = t/']^-f^ -2[/'ilfj^^j' + [/'U], oder: 



[p('0] = [/*iA] — 



[p] 



und wenn hierin: A,=/-f-cKu Aj = / + <Wj, A« = '-t-rf/.-i, .... '^»=''+'^''1,» also: 
\pXl\ = [p\ll + 'il[pdl]-^[pdldl\ und {p^ = \p\l+\p<ll\ gesetzt wird, so wird: 

\p ]i[i<\i+np\i [p'n] + WjU] {p<lt] 

Demnach ist: 



[pvv] = [p\ll-^21[pdl\-\'[pdl(U]'-' 



(67) 



[pvv] = [pAA] - -^^p-^ = [P ^''^^^l - ^] 



Beispiel: Es liegen die Ergebnisse wiederholter Messungen einer Linie 
von nahezu 200^ Länge und die Gewichte dieser Ergebnisse vor wie folgt: 



A, = 200,45, 
A,== 200,78, 
A, = 200,32, 
A^ = 200,68, 
A5 = 200,81, 



Pi= 5,6, 

Pt= 8,4, 

P.= 2,8, 

Pi= 7,0, 

P5= 4,2, 



[p]=28,0. 

Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer einmaligen Messung einer Linie 
von 100 m LUnge. Es soll der mittlere Fehler der Gewichtseinheit festgestellt 
werden. Wir nehmen /=200, so dafs wird: 
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(/^, = 0,78, 
rf4 = 0,32, 
rf/4 = 0,68, 
dk = 0,81 , 

Hiermit erhalten wir: 



p,cfli= 2,52, 

P2<^= 6,55, 

1>8*= 0,90, 

P4rtf4= 4,41, 

fl,rf7>= 3,40, 

[pd(\ = 17,78, 



Ptdkdlt^ 
Vtdkdlt^ 
p^dUdli^ 
Ptdl^dl^- 



1,134, 

5,109, 
0,288, 
2,778, 
2,754, 



(67) 



[pvv] = [pdldl] ^ lE^f^^ = 12,063 



[pdldl] = 12,063. 

17,78. 17,78 _ 
28,0 """'^^'^ 



und den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit: 
(69) m 



= ±^^=±^^^- = ±0,44™. 



1 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdififerenzen. 

1« Wir können oft in einfacher Weise eine gröfsere Anzahl Differenzen 
zwischen den Ergebnissen zweier gleich genauen Beobachtungen gleichartiger 
Gröfsen erlangen, die einen werthvollen Anhalt Hlr die Genauigkeit der Beob- 
achtungen geben, und deshalb wollen wir noch feststellen, wie aus solchen 
Beobachtungsdifferenzen der mittlere Fehler abzuleiten ist. 

2. Wenn uns die Beobachtung einer Reihe gleichartiger Gröfsen die Ergeb- 
nisse k\ 9 ^s , ^3 , • • • • ^M geliefert hat und wir dann bei einer zweiten Beobachtung 
derselben Reihe von Gröfsen die Ergebnisse A',', X,, i,, .... i^' erhalten haben, so 
werden die Differenzen dieser Beobachtungsergebnisse 



(68) 



^I 


— 


i'. 




1" 


^1 


— 


ii 




1" 




• 




• 1 


1" 



im allgemeinen zusammengesetzt sein aus einer regelmSfsigen Differenz und aus 
den zufälligen Differenzen </|, </«, d^^ .... d^. 

Die regelmUfsige Differenz ist entweder fUr alle Beobachtungsergebnisse 
gleich, oder sie ist für die verschiedenen Beobachtungsergebnisse Xi, A,, X^^.,.,X^ 
proportional bestimmten bekannten Gröfsen /j, /«, /„ .... /^. Im erstem Falle 
bezeichnen wir die regelmälsige Differenz mit ^, im zweiten Falle mit A:/i, kl^^ 

Die Gröfse k mufis im allgemeinen aus den Beobachtungsdifferenzen Ji^ J^^ 
^8, •••• ^n abgeleitet werden und wir betrachten daher die Beobachtungs- 
differenzen als Ergebnisse direkter Beobachtungen von A;, oder kl^ , A:/,, ^'^s, •••• ^In' 

3. Wir behandeln zunächst den einfacheren Fall, dafs die regelmSfisige 
Differenz für alle Beobachtungsergebnisse gleich ist. 

In diesem Falle erhalten wir fUr den wahrscheinlichsten Werth von Ar, wenn 
alle Beobachtungsergebnisse A,, A„ A,, .... A^ gleiches Gewicht haben, nach 
Formel (48): 

(69) it = ^. 



n 



oder wenn die Bcobachtungsergebnisse Ai, A«, A,, ... 
?\^ Pfl, Ps, •••• Pn haben, nach Formel (58): 



A^, verschiedene Gewichte 



(»0) 
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Dann ergeben sich die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler oder hier 
die wahrscheinlichsten Werthe c^i, cT,, cf,, .... cT^ der zufälligen Differenzen nach 
den Formeln (51) und (61) Übereinstimmend zu: 



(71) 






Die Quadratsumme dieser zufälligen Differenzen kann direkt aus den 
Beobacbtungsdifferenzen ^,, J^, J^, .... J^ berechnet werden und zwar bei gleich 
genauen Beobachtungen nach Formel (57) aus: 



(78) 



[<r<f] = [^^] 



n 



[J]^[JJ]'^nkk^ 



oder bei ungleich genauen Beobachtungen nach Formel (67) aus: 

[pj] 



(73) 



[pcfcf] = [p^^]- 



IP] 



[pJ] = [p.^^]-[p]U-. 



Beispiel 1: Bei der Aufnahme eines Polygonzuges mit dreifsig 20^ langen 
Strecken sind die Höhenwinkel jedesmal auf dem Anfangspunkte und dem End- 
punkte der Strecke mit einem Freihandhöhenwinkelmesser gleich genau beobachtet 
worden. Die Ergebnisse der beiden Beobachtungen l' und l'\ die Unterschiede 
beider Ergebnisse J=:k'—k'\ sowie die Quadrate der Unterschiede JJ sind in 
nachfolgender Tabelle enthalten: 



r. 


X". 


J, 


JJ. 


k\ 


A". 


J. 


JJ. 


l\ 


X". 


J. 


JJ, 


o 
















o 















+0,2 


+1,0 


-0,8 


0,64 


+1,3 


+1,9 


-0,6 


0,36 


+ 3,4 


+ 3,8 


-0,4 


0,16 


-hO,5 


+1,0 


-0,5 


0,25 


+1,0 


+1,7 


-0,7 


0,49 


+ 3,5 


+ 4,1 


- 0,6 


0,36 


+1,1 


+1,8 


-0,7 


0,49 


+0,8 


+1,6 


-0,7 


0,49 


+ 8,3 


+ '3,9 


- 0,6 


0,36 


+0,9 


+1,6 


-0,7 


0,49 


+1,4 


+2,1 


-0,7 


0,49 


+ 3,1 


+ 8,6 


- 0,5 


0,25 


+0,7 


+1,3 


-0,ß 


0,36 


+1,5 


+2,1 


-0,6 


0,36 


+ 3,2 


+ 8,8 


-0,6 


0,36 


+1,8 


+2,0 


-0,7 


0,49 


+1,7 


+2,4 


-0,7 


0,49 


+ 2,7 


+ 3,6 


-0,9 


0,81 


+1,8 


+2,3 


—0,5 


0,25 


+2,8 


+2,8 


-0,5 


0,25 


+ 2,6 


+ 3,2 


- 0,6 


0,86 


+2,0 


+2,7 


-0,7 


0,49 


+2,8 


+8,3 


-0,5 


0,25 


+ 2,1 


+ 2,8 


-0,7 


0,49 


+1,9 


+2,4 


-0,5 


0,25 


+2,9 


+3,6 


-^7 


0,49 


+ 2,0 


+ 2,5 


- 0,5 


0,26 


+1,5 


+1,9 

1 


-0,4 


0,16 


+3,0 


+3,8 


-0,3 


0,09 


+ 1,9 


+ 2,6 


- 0,7 


0,49 


+58,4 


+76,6 


-18,2 


11,52 




1 


















=M 


=IJJ] 



Hieraus 
Abweichung 
jeder Strecke 

(«9) 



ergiebt sich zunächst als wahrscheinlichster Werth der regclmSisigen 
zwischen den auf dem Anfangspunkt und den auf dem Endpunkte 
beobachteten Höhenwinkeln : 



.-M 



k = 



n 



• ^8,2 ^^ 

3Ö---0,61, 



was der aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen folgende wahrscheinlichste 
Werth des doppelten Indexfehlers des benutzten Höhenwinkelmessers ist 

P'erner ergiebt sich fUr die Quadratsumme der zufälligen Differenzen der 
Höhen Winkel : 



(72) 



[JJ] = [JJ] - 14 [ j] = 11,52 - ^ 18,2 - 0,48. 



n 



80 
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Direkte Beobachtungen. 



IL T. II. A. 



4. In dem zweiten Pralle, wo die regelm'dfsigen Differenzen nicht fUr alle 
Beobachtungsergebnisse gleich sind, sondern wo sie proportional den bekannten 
Gröfsen /,, /,, l^, .... /^, also gleich ^-Z, , kl^j W5, .... kl^ sind, liefern uns die 
Beobachtungsdifferenzen 

J^ = A| — A,, 

«2 "*"■ *8 ^a » 
(74) { J, = i's - i-'i. 



\ •aj — *S ~ »3 



keine unmittelbaren Bestimmungen des Faktors k^ sondern direkte Bestimmungen 
der Gröfsen ifc/,, klf^ kl^^ .... ^•/^, und wir erhalten k als arithmetisches Mittel 

aus den Werthen /r, =— ^, Jt- = -?, jfc =-? .... /:-=-!?. Diese Werthe haben 

verschiedene Gewichte Pjt , Pjt ' P* » • • • • ^Jt » ^*® ^^^^ ^^ 



*. 


ll 


^W 


- i'.'), 


*, 




'2 


- i','), 


*3 


^3 


f (^'3 


- i's), 


*« 


'^n 

'» 




• . . , 



ist, aus den Gewichten jp,, pg, 1x3, .... p„ der Beobachtungsergebnisse A,, A,, 
As, .... A^ nach Formel (44) erhalten zu: 

^ = 7:77-2-^ oderp,^==-2P,/,/., 



1 

1 



•2^2 
1 



2.1 



w 
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= J-.2.1 



1>K 



n 






Pä„=-2'^«'«^"* 



Diese Gewichte vereinfachen sich, wenn die Gewichte p,, ^2, jpa, .... p^der 
Beobachtungsergebnisse A,, Aj, Ag, .... A^ s'ämtlich =jp sind zu: 

1>K =-KPhh, 



Damit erhalten wir als wahrscheinlichsten Werlh von k nach Formel (58) 
bei gleich genauen Beobachtungen: 

*=-; — i = — ;; oder: 

IPtl 1 



(75) 



- [U] ' 



§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 05 

und bei ungleich genauen Beobachtungen: 

, (p,*i [i'"'f ] , 

Die wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler oder der zuPdlligen 
Differenzen (f,, cT^, if», .... cT ergeben sich sodann nach: 



(77) 






*^«=^''«-^»- 



Aus den hiernach fDr J , , cf^, Jj, .... (f^ folgenden Zahlenwerthen ist dann 
die Quadratsumme [(Td] oder [pcfcf] zu bilden. 

Beispiel 2: Bei der Aufnahme einiger PolygonzUge mit 20 Strecken sind 
die Streckenlängen zweimal von verschiedenen Landmessern mit verschiedenen 
LUngenmefswerkzeugen gemessen worden. Behufs Ermittlung des mittleren Fehlers 
der Streckenmessung soll die Quadratsumme [pc^cf] der zufälligen Differenzen 
J,, cf,, cfg, .... cf^ beider Messungen berechnet werden. 

Die LUngenmessungen sind, aufser mit zufälligen Fehlern, mit regelmSfsigen, 
aus der Ungenauigkeit und der Handhabung der verwendeten LUngenmefswerk- 
zeuge entspringenden Fehlern behaftet, die sich proportional den gemessenen 
LUngen fortpflanzen. 

Diese regelmUfsigen Fehler sind verschieden fUr Messungen, die von ver- 
schiedenen Landmessern mit verschiedenen Mefswerkzeugen ausgeführt werden. 
Demnach besteht auch zwischen zwei in solcher Weise verschieden ausgeführten 
Messungen ein regelmUfsiger Unterschied, der fUr die einzelnen gemessenen Strecken 
proportional ihrer LUnge ist. Sind also ii, iL,, A,, ... k^ die Streckenlängen, so 
sind ^-A,, kX^y ^*Aa, ... kk^ die regelmUfsigen Unterschiede zweier Messungen der- 
selben. Dann erhalten wir fUr k: 

und fUr die zufälligen Differenzen (f|, cf,, cfs, ... d^ beider Messungen: 



(77) 






3 iv«vs ^a. 



Dementsprechend ist in den folgenden Tabellen [pcfcf] aus den Ergebnissen 
k' und k" beider Messungen der Polygonstrecken und aus den Gewichten p be- 
rechnet worden: 



KolL 
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Direkte Beobachtungen. 



IL T. ILA. 



Nr. 
1 l. 


A'. 


X'\ 


P' 


J—k' 
k". 


pk. 


pkk. 


pkJ. 


kk. 


iT=kk 


cfcf. 


pcfcf. 


2. 


3. 


4. 


5. ! 6. 

1 


7. 


8. 


9. 


10. 


IL 


12. 


1 


157,80 


157,92 


8,6 


-0,12 1360 


215 000 —103,2 


1 
-0,03 


+0,09 


0,00 81 


0,070 


2 


123,60 


123,70 


11,9 


-0,10 1 1480 


184 000 


—148,0 


-0,02 


+0,08 


0,0064 


0,076 


3 


127,96 


127,84 


11,1 


-1-0,12 


1420 


182 000 


+170,4 


-0,02 


—0,14 


0,01 96 


0,218 


4 


130,70 


130,70 


11,1 


0,00 


11450 


190000 


0,0 


-0,02 


—0,02 


0,0004 


0,004 


t 5 


115,24 


115,40 


12,8 


-0,16 


1470 


169000 


-235,2 


-0,02 


+0,14 


0,01 96 


0,251 


' 6 


79,36 


79,32 


18,9 


+0,04 


1490 


118000 


+ 59,6 


-0,01 


-0,05 


0,0025 


0,047 


' 7 


77,82 


77,98 


18,9 


-0,16 


1470 


115000 


-285,2 


-0,01 


+0,15 


0,02 25 


0,425 


8 


114,90 


114,70 


12,8 


+0,20 


1470 


169 000 


+294,0 


-0,02 


-0,22 


0,04 84 


0,620 


1 9 


112,88 


1 12,84 


12,8 


+0,04 


1450 


164000 


. + 58,0 


0,02 


-0,06 


0,0036 


0,046 


10 


204,40 


204,68 


6,6 


-0,28 


1350 


277 000 


—378,0 


-0,04 


+0,24 


0,05 76 


0,380 


ill 


84,14 


84,14 


17,4 


0,00 


1460 


123000 


0,0 


-0,02 


-0,02 


0,0004 


0,007 


\2 

1 


76,76 


76,88 


20,7 


-0,12 


1590 


122 000 


— 190,8 


-0,01 


+0,11 


0,01 21 


0,250 


|13 


112,26 


1 12,32 


12,8 


0,06 


1430 


160000 


- 85,8 


-0,02 


+0,04 


0,0016 


0,020 


14 


195,40 


195,26 


6,9 


+0,14 


1350 


263 000 


+ 189,0 


-0,04 


0,18 


0,03 24 


0,224 


15 


82,00 


82,02 


18,9 


0,02 


1550 


127 000 


— 31,0 


-0,01 


+0,01 


0,0001 


0,002 


16 


150,88 


150,90 


9,2 


-0,02 


1390 


210000 


27,8 


0,03 


-0,01 


0,0001 


0,001 


17 


112,72 


112,60 


12,8 


+0,12 


1450 


164 000 


+174,0 


0,02 


-0,14 


0,01 96 


0,251 


18 


151,30 


151,60 


9,2 


-0,24 


1400 


213000 


-336,0 


-0,03 


+0,21 


0,0441 0,406 


19 


96,18 


90,12 


16,0 


+0,00 


1540 


148CO0 


+ 92,4 


-0,02 


-0,08 


0,00 64 0,010 


20 


122,03 


122,52 


11,9 


+0,11 


1400 
\pkk] 


ISO 000 


+ 160,6 


0,02 


-0,13 


0,01 69 
[pcfcf] 


0,201 


2428,99 


9,44 


+0,83 


3 493000+1198,0 


-0^43 


+1,07 


3,509 








y] 


-1,28 




[pkJ] 


—1831,0 




-1,05 






-0,45 


- 633,0 


+0,02 










ii.-f^A^ = 


= Jf '^ o.r. 


00181 








1 


1 






[ 


pkk\ 


3 493 00( 


) 











Die in der Spalte unserer Tabelle erhaltenen Produkte pk sind verh'altnis- 
m'üfsig wenig von einander verschieden und wir erhalten daher einen durchaus 
genügend genauen Werth von /:, wenn wir diese Produkte als gleich annehmen. 
Dann vereinfacht sich die Formel (76) auf: 

wonach wir den konstanten Unterschied der beiden L'ängenmessungen in einfachster 
Weise erhalten. Mit den in Spalte 2, 3 und 4 unserer Tabelle erhaltenen Zahlen- 
werthen wird 



^._[Jj_-0,45 



= -0,000 185, 



[k] 2429 

also nur um 4 Einheiten der sechsten Decimalstelle abweichend von dem nach 
Formel (76) erhaltenen Werthe, was für die Berechnung der regelmäfsigen 
Differenzen kk von keiner praktischen Bedeutung ist. 



Die Anwendung der einfachen Formel k 



._i^] 



[^j 



ermöglicht es auch, für die 



Berechnung von k ohne Mehraufwand an Arbeit em weit umfangreicheres Beob- 
achtungsmaterial zu benutzen, als zur Berechnung des mittleren Fehlers in der 
Regel benutzt wird. Beispielsweise sind die in unserer Tabelle mitgetheilten 
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Streckenlängen aus den Polygonstreckentabellen eines Bezirks von 5 Gemarkungen 
entnommen, worin die erste und zweite Streckenmessung je von demselben 
Landmesser mit denselben Mefswerkzeugen und denselben Arbeitern durchgeführt 
ist. Die Gesamtlänge der Strecken betrügt nach der ersten Messung 96 023,67 m, 
nach der zweiten Messung 96 038,93 m, also der Gesamtunterschied [J] = 90 023,67 
— 96038,93 = — 15,26m. Danach wird: 

[A] 96030 ^WUloym. 

Benutzen wir diesen Werth von A-, so gestaltet sich die Berechnung der 
Quadratsumme [pcl^cT] wie folgt: 



Nr. 


k'. 


A". 


j=r X". 


kl. 

1 


d—kk-J. 


(Td. 


P- 


2)(f<f. 
9. 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. J 


0. 


7. 


8. 


i 1 


157,80 


157,92 


—0,12 


-0,02 


+0,10 


0,0100 


8,6 


0,086 1 


1 2 


123,60 


123,70 


-0,10 


-0,02 


+0,08 


0,0064 


11,9 


0,076 


1 ^ 


127,96 


127,84 


+0,12 


—0,02 


-0,14 


0,0196 


11,1 


0,218 


4 


130,70 


130,70 


0,00 


—0,02 


-0,02 


0,0004 


11,1 


0,004 


5 


115,24 


115,40 


-0,16 


-0,02 


+0,14 


0,0196 


12,8 


0,251 


1 6 


79,36 


79,32 


+0,04 


-0,01 


-0,05 


0,0025 


18,9 


0,047 


7 


77,82 


77,9S 


-0,16 


-0,01 


+0,15 


0,0225 


18,9 


0,425 


8 


114,90 


114,70 


+0,20 


-0,02 


-0,22 


0,0484 


12,8 


0,620 


9 


112,88 


112,84 


+0,04 


-0,02 


-0,06 


0,0036 


12,8 


0,046 


10 


204,40 


204,68 


—0,28 


—0,03 


+0,25 


0,0625 


6,6 


0,412 


11 


84,14 


84,14 


0,00 


—0,01 


-0,01 


0,0001 


17,4 


0,002 


12 


76,76 


76,88 


—0,12 


-0,01 


+0,11 


0,0121 


20,7 


0,250 


13 


112,26 


112,32 


-0,06 


—0,02 


+0,04 


0,0016 


12,8 


0,020 


14 


195,40 


195,26 


+0,14 


— 0,0.J 


-0,17 


0,0289 


6,9 


ai99 


15 


82,00 


82,02 


-0,02 


-0,01 


+0,01 


0,0001 


18,9 


0,002 


16 


150,88 


150,90 


—0,02 


-0,02 


0,00 


0,0000 


9,2 


0,000 


17 


1 12,72 


112,60 


+0,12 


—0,02 


-0,14 


0,019ß 


12,8 


0,251 


18 


151,36 


151,60 


-0,24 


—0,02 


+0,22 


0,0484 


9,2 


0,445 


19 


96,18 


96,12 


+0,06 


—0,02 


-0,08 


0,0064 


16,0 


0,102 


20 


122,63 


122,52 


+0,11 


-0,02 


-0,13 


0,0169 


11,9 


0,201 


2428,99 


9,44 


+0,83 


—0,37 


1 +1,10 


3,657 








-1,28 




, -1,02 








-0,45 


+0,08 



5. Das Gewicht der BeobachtungsdifTerenzen J ergiebt sich aus dem Ge- 
wichte p der gleich genauen Beobachtungsergebnisse A, da j=V — k" ist, nach 

Formel (48) zu: ^p. Da wir nun^ als arithmetisches Mittel aus ^i, Ja, J^^ .,, J^ 

gefunden haben, und cf, , (f,, J^s, ... d'^ die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
sind, so ergiebt sich fUr den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach Formel (53) : 



(Tu) 






G8 Dirckic Beobachtungen. II. T. IL A. 

und hiernach fUr den mittleren Fehler m eines Beobachtungsergebnisses vom Ge- 
wichte p nach Formel (54): 

(79) »=±„YI = ±|/^, 

endlich für den mittleren Fehler mj^ von /:, dessen Gewicht p^., wenn die regel- 
m'dfsige Differenz für alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (55) 

|)^ = «.— ;j= — nj) ist, nach Formel (56): 

oder wenn die regelmUfsige Differenz proportional den GrÖfsen /^ it^ /s? •••^n ^^^ 
wo nach Formel (65) das Gewicht i;^. = -p|)[//] ist, nach Formel (66): 



(81) „,= ± m j/1 = ± m^-(~^ = ±|/j J;^L 



1) 



Beispiel 1: Aus der unter Nr. 3 erhaltenen Quadratsumme [if<r] = 0,48 der 
zufälligen Differenzen für « = 30 gleich genaue Doppelbeobachtungen von Höhen- 
winkeln mit den Gewichten p==l, ergiebt sich der mittlere Fehler m = w einer 
Beobachtung eines Höhenwinkels für 20in lange Strecken nach Formel (78) und 
(79) zu : 



m 






ferner der mittlere Fehler ihj^ des regelm'üfsigcn Unterschiedes k = — 0,61** zwischen 
2 Beobachtungen eines Höhenwinkels zu: 

(80) «, = ±mj/A = ±0,09|/|j = ±O^2% 

endlich der mittlere Fehler 3f des arithmetischen Mittels aus den zwei fUr 
jede Strecke vorliegenden Höhenwinkeln, dessen Gewicht nach Formel (55) 
P=2 ist, zu: 



(56) 



M= ± mV-j, = ± 0,091/1 = db0,06^ 



6« In ganz ähnlicher Weise ergeben sich für ungleich genaue Beobachtungen 
mit den Gewichten p,, p^, Ps, .... p^ die Gewichte der Beobachtungsdifferenzen 

11 l 1 

-^M ^27 -^av^n ^"' oi^M \yPi-i \yPz^ '"-^ Pn ""^ damit fUr den mittleren Fehler 

der Gewichtseinheit nach Formel (63): 



<«»' "-*l/^"lr 



ferner für die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse A,, Aj, Aj, ... l^ nach 
Formel (64): 
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&J 



(83) 



m,=±ml/— , 

Pl 



tn^ 



-Hf> 



w3 = ±ml/--> 
P.1 



fn. 



==i±:ml/A 

fPn 



endlich fUr den mittleren Fehler trtj^ von k^ dessen Gewicht p^^., wenn die regel- 
mUfsige DifTerenz fUr alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (65) 

Pk— ^[P] ^s^ ^^^^ Formel (66): 



(84) 



»i. 



— i/s— /S-i/iilf"'.,- 



oder wenn die regelmUfsige Differenz proportional den Gröfsen /, , /,, /.,, / 

ist, wo nach Formel (65) das Gewicht Pj, = ^[pll] ist, nach Formel (66): 



(85) 



f»i 



= ±m^l = ±m|/j^ = ±|/j^ 



[pcTcr] 



IpU] (n - 1) 

Beispiel 2: Mit der unter Nr. 4 erhaltenen Quadratsumme [pJcr] = 3,509 
der zufälligen Diff*erenzen erhalten wir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit zu: 



(82) 



m 






ferner nach Formel (83) den mittleren Fehler der kürzesten Strecke ^,5 = 76,8m, 
deren Gewicht j) „ = 20,7 ist,: 

m,, = ±m|/i-=±0,30j/^ = ±0,07m, 
einer mittleren Strecke Ajo= 122,6m, deren Gewicht p2o = ll?0 ist,: 

m2o = ±ml/A_^ = ±0,30l/j^==dbO,09m, 
der längsten Strecke Aio = 204,5m, deren Gewicht p^Q = Gfi ist,: 



m 



10 



=^'"/^o=^Wp=*'''^'"' 



und endlich den mittleren Fehler 7»^ von k zu: 



(85) 



«* = ±m}/[^L]- = ±0'=^''/ 



— = d= 0,000 227m . 
3 493 000 =1="»^^''** 



Die in die Rechnung eingeführten Gewichte i^n i?i, i^a, ....Pso sind aus der 
für mittlere Verhältnisse geltenden Abiheilung II der Tafel 3 der Kataster-An- 
weisung IX vom 25. Oktober 1881 entnommen worden. An dieser Stelle findet 
sich das Gewicht 1 für die einmalige Messung einer Länge von 822m. Demnach 
ist m = db 0,30m der mittlere Fehler der unter mittleren Verhältnissen ausgeführten 
Messung einer solchen Länge. Das für Längenmessungen gebräuchliche Genauig- 
keitsmafs, der mittlere Fehler einer einmaligen Messung einer Länge von 100m, er- 
giebt sich mit dem sich in der bezeichneten Tafel findenden Gewicht pioo = ^^fi zu: 
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II. T. ILA. 



(39) 



tn 



100 



= ^ "' j/p!;^ = ^°''Vip = ^ "'''""*^- 



7. Wenn, wie es oft vorkommt, der wahre Werth von k voraus bekannt 
ist oder an Stelle dessen ein so genauer Werth von A:, dafs er als wahrer Werth 
angenommen werden kann, der wahrscheinlichste Werth von k also nicht erst aus 
den Beobachtungsdifferenzen ^,, J,, J3, ,.,,J^ zu berechnen ist, so ist die An- 
zahl der überschussigen Beobachtungsergebnisse nicht gleich n — 1 , sondern 
gleich n. 

Dann gehen die Formeln (78), (79), (S2) und (83) Air die Berechnung 
des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse**) über 
in folgende Formeln: 

für gleich genaue Beobachtungen mit dem Gewichte p: 



(H6) 



m 






1 



(87) . = ±.„^I = ±|/LJ^ 



1 



für ungleich genaue Beobachtungen mit den Gewichten p^ P29 Pa? •••Pm- 



(88) 



m 






(89) 



m 






>3 



= dbinl/ — 



m 



Beispiel 3: In einem Polygonnetze sind 12 Polygonwinkel mit einem 
Theodoliten unabhängig von einander mit besonderer Aufstellung des Instrumentes 
und der Signale zur Bezeichnung der Punkte je zweimal beobachtet worden. Die 
Beobachtungsergebnisse >l' und A", die Differenzen J = X' — A", ihre Quadrate JJ^ 
sowie die Quadratsumme [JJ] sind in nachstehender Tabelle enthalten: 



k'. 




A". 




J. 


JJ. 


A'. 


"' \ 


A". 




d. 


ää. 


1 ' 


n 


' 


n 


tt 




1 ' 


n 


» 


1 M 


1* 




190 


26 


35 


190 27 


08 


-33 


1089 


150 


19 


45 


150 


20 


03 


- 18 


324 


76 


18 


19 


76 


18 


36 


-17 


289 


136 


42 


26 


136 


42 


32 


6 


36 


60 


:^8 


2-2 


60 37 


58 


+24 


576 


189 


04 


04 


189 


04 


14 


10 


100 


|111 


51 


23 


111 51 


00 


-h23 


529 


158 


42 


09 


158 


41 


41 


+ 28 


784 


223 
189 


20 
23 


53 
24 


223 

181) 


20 
23 


38 
32 


4-15 
- 8 


225 
64 


00 


43 


00 


90 


43 


00 










54 


58 




54 


40 


+110 


4416 


84 


24 


38 


84 


24 


18 


+20 


400 






1 
1 






1 


- 92 


1 


+ 18 



*) Wir sehen hier davon ab, zu erörtern, wie die Rechnung zu ändern ist, wenn berücksichtigt 
wird, dafs die in Tafel 3 der Kataster-Anweisung IX enthaltenen Gewichte unter Berücksichtigung 
der regelmSfsigcn Fehler der Langenmesaungcn gebildet sind, da dies für das vorliegende Beispiel 
nicht von wesentlicher Bedeutung ist. 

**) Der mittlere Fehler m^ von k ibt in dem hier betrachteten Falle =0 oder nahezu «= 0. 
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Im vorliegenden Falle ist ^- = 0, denn die Beobachtungen der Polygonwinkel 
werden derart ausgeführt, dafs die Beobachtungsergebnisse mit keinen in Betracht 
kommenden regelm'äfsigen Fehlern behaftet sind, so dafs also auch keine in 
Betracht kommende regelm'äfsige Differenz zwischen den Ergebnissen einer Reihe 
unabhängiger Doppclbeobachtungen vorhanden ist. Somit wird nach Formel (71): 

cf| = — ^1, und: J',cr,=j, j,, 

d^ = — J^^ «^2^2 = ^2 ^2? 

«^3 = — ^^^39 <^8*^3 = '^3^3» 



^1.= — -^n'» ^n*^n = ^«^«»' 



und der mittlere Fehler m = m einer einmaligen Messung eines Polygonwinkcls 
vom Gewichte 1 wird nach Formel (86) oder (87): 



m = m 



f 2n y 2' 12 



Beispiel 2: Bei der unter Nr. 4 durchgeführten zweiten Behandlung unsers 
Beispiels 2, wo wir k berechnet haben aus Doppelmessungen von 96000"™ Strecken- 
längen kann der fUr k erhaltene Werth als wahrer Werth angesehen werden. 
Dann erhalten wir als mittleren Fehler der Gewichtseinheit: 



,88, „ = ±^M=.Ä = .„^„. 



IIL Abschnitt. 

Direkte Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

§ 19. Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

Haben wir für eine Reihe von Gröfsen aus direkten Beobachtungen die 
Werihe «i, «,5 «a»«--« «„erlangt, so kommt es vielfach vor, dafs wir diese Beob- 
achtungsergebnisse noch nicht als die wahrscheinlichsten Werthe j^i , 0^25 ^3> •• • •'^n ^^'" 
Gröfsen anerkennen dürfen, weil die Summe der letzteren einen bestimmten Soll- 
betrag S erfüllen mufs, weil also 

(90) J?! +XaH-a?3 + «« ••ar„ = 5 

sein mu(s. 

Dann erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen «,, «j» «s? •••• «« ^^ 
jede der Gröfsen zwei Werthe, nämlich erstens das Ergebnis der direkten Beob- 
achtung der betrefTenden Gröfse und zweitens den Werth, der sich ergiebt, wenn 
wir von dem Sollbeirage die Summe aller übrigen Beobachtungsergebnisse sub- 
trahiren. Zuerst erhalten wir also zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Werthes x 1 

die beiden Werthe: 

k' =«1, 

A" = Ä — (ffg 4- «3 H «-) . 
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Bezeichnen wir nun die Summe der Beobachtungsergebnisse mit S und die 
Abweichung dieser Summe von dem Sollbetrage mit /*, setzen also: 

(91) «I +«a + «a + ""«« = -2r, 

(92) /-^--?, 



so wird: 



A" = iS — («, 4- itj 4- . . . . « ) 



= iS — («, 4-«t + '^3H '«n)"^"! 

Sind die Beobachtungsergebnisse iri, iy^, «3, .*..»„ sämtlich gleich genau und 
haben sie das Gewicht /?, so ergiebt sich für die Gewichte p' und ;/' der Werthc 
k' und r nach Formel (42): 

1 



P = 



n 



Hiermit und mit den für iL' und iL" gefundenen Werthen erhalten wir den 
wahrscheinlichsten Wcrth j;, der ersten GrÖfse nach Formel (58) zu: 

__p ^ ^" fi. » — 1 npg, ~p«i -hpf-h pni 

^ I — ; — -,7 — « ^~^ ; ~ 9 



p + 



oder: 



n— 1 



JT, = «, H /, 



Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis «1 bei- 
fügen mUssen, um den wahrscheinlichsten Werth Xi zu erhalten, mit v, so wird: 



n ' 



^1 =«14-«, 



Machen wir dieselbe Entwicklung, die wir fUr Xi gemacht haben, auch für 
JC21 ^'99 •••• ^nt so erhalten wir immer denselben Werth der Verbesserung &, so 

dafs allgemein ist: 

f a?i = «1 +t'. 



(93) 



n 



(94) 



*8 = «3 + ^» 

) 



wonach wir den Widerspruch / gleichm'äfsig auf die gleich genauen Beobachtungs- 
ergebnisse ff|, «2, «Tg, .... «^ zu vertheilen haben, um die wahrscheinlichsten Werthe 
a;j, jjj, 0:3, .... j:„ der beobachteten GrÖfsen zu erhalten. 

Beispiel: In einem Dreieck ist jeder der drei Winkel viermal in beiden 
Lagen des Fernrohrs mit gleicher Genauigkeit gemessen worden. Die Ergebnisse 

der Messungen sind: 

«,= 76** 24' 35", 

«8= 59 18 28 , 

it.,= 44 16 49 , 

:S"=179°59'52". 

Der Sollbetrag der Summe der drei Winkel ist 180% die Summe der Beob- 
achtungsergebnisse -5"= «i 4- «2 + «3 = 179** 59' 52", demnach der Widerspruch / : 

(9Ä) /« 5 — 2-= 180** - 179** 59' 52" = + 8", 

und die Verbesserung t^, die jedem Beobachtungsergebnis beizufügen ist: 
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(93) p = l/=l(+8) = +2,7". 

Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe xi, a;,, j?3 der Winkel zu: 

>- X i = « , + ü = 76^ 24' 35" + 2,7" = 76° 24' 37,7", 

(94) I j?, = «,+ü = 69 18 28 +2,7 =59 18 30,7 , 

a:3 = «a + t7 = 44 16 49 4-2,7 =44 16 51,7 , 

180** 00' 00,1". 

Die Summe der für ar, , ar^, x, erhaltenen Werthe ist 180** 00' 00,1"; sie erfüllt also 
den Sollbetrag bis auf 0,1". Diese kleine Abweichung vom Sollbetrage rührt aus der 
Abrundung des Werthes von v her, und sie mufs genau gleich sein der Abweichung 
der n fachen Verbesserung v von/, also hier gleich nt? — /=3-2,7"— 8,0"=: + 0,l". 
Die Abrundung des Werthes von v kann höchstens 0,5 Einheiten seiner letzten 
Stelle betragen und demnach darf auch die Summe der wahrscheinlichsten Werthe 
J^ii ^19 ^39 •••• ^n höchstens um 0,5 •» Einheiten der letzten Stelle des Werthes 
V von Null abweichen, hier also höchstens um 3 -0,05" = 0,15". 

ft, Aufser den wahrscheinlichsten Werthen xi, oti, x^^ .... x, der zu be- 
stimmenden Gröfsen haben wir nun auch noch die als Genauigkeitsmafse erforder- 
lichen mittleren Fehler und Gewichte zu ermitteln. 

Um diese zu finden, haben wir zu beachten, dafs hier nur ein einziger 
Beobachtungsfehler / hervortritt und dafs dies der Fehler des Beobachtungs- 
ergebnisses 2"=«i -|-«i4-«3 4- •• • '«^ ist, der bei der Beobachtung des Soll- 
betrages S gemacht worden ist. FUr das Gewicht p^ des ßeobachtungsergebnisses :s 
ergiebt sich, wenn jede der Gröfsen (ti^ «2, r^^, .... a^ das gleiche Gewicht p hat, 
nach Formel (42): 

Da uns nun der Sollbetrag von vornherein bekannt ist, also die einzige für 
denselben vorliegende Beobachtung eine überschüssige ist, so erhalten wir das 
Quadrat des mittleren Fehler der Gewichtseinheit, indem wir das mit dem 
Gewichte pv multiplizirte Quadrat des Bcobachtungsfehlcrs f durch Eins dividiren. 
Demnach wird: 

ni8= — - — ^—pffs oder: 
1 n " 



(95) m 



= ±/|/^i>. 



Ferner wird der mittlere Fehler w^j eines jeden der Werthe «i, «j, «,, «^, 

deren Gewicht gleich p ist, nach Formel (35): 



«'a 



^^'^j/y^^/'l/i^y}' °^^'' 



(96) m 



a 



= ±m|/l=±/Yl 



Um auch das Gewicht P^ und den mittleren Fehler il/^. eines jeden der 

wahrscheinlichsten Werthe a?,, x^, ars, ....a?„ der beobachteten Gröfsen zu finden, 

greifen wir zurück auf die Berechnung dieser Werthe. Wir hatten die Gröfsen x 

gefunden als arithmetisches Mittel aus den beiden Werthen A' und A", deren Gewichte 

1 1 rt . 

p'^p undp" = — — jp sind, für die also [p] =p'4-i/" = ;>H — — p = p ^ ist. 

Hiermit wird das Gewicht P, des arithmetischen Mittels x nach Formel (65): 
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p = n oder 

und der mittlere Fehler M^ desselben nach Formel (66): 



(98) ^. = ±'"|/J = ±'"|/|(l-:^) = ±/Yl(l-l:> 

Beispiel: In unserm Beispiele ist /= + 8 und p = 4, wenn wir das Ge- 
wicht einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden Lagen des 
Fernrohrs als Gewichtseinheit nehmen. Demnach erhalten wir den mittleren 
Fehler m der Gewichtseinheit oder einer einmaligen Beobachtung eines Dreiecks- 
winkels in beiden Lagen des Fernrohrs zu: 

(95) m = zb/|/-i-p = itSl/~4 = ±9,2", 

sodann den mittleren Fehler m^ eines jeden der Beobachtungsergebnisse »i , cfx, «g zu: 

(96) m.= ±/|/I = ±8|/i- = ±4,6", 

ferner für das Gewicht Pj. eines jeden der wahrscheinlichsten Werthe xu arj» ^a 
der Winkel: 



endlich den mittleren Fehler M^ derselben: 



(98) iC = ±/|/l(l-l) = ±8,0|/|(l-|) = ±3,8". 

Wenn das Gewicht eines jeden der Dreieckswinkel p = l ist, so wird : 



§ 20. Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

1. Wenn zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe ar, ly, ^, .... einer 
Reihe von Gröfsen, deren Summe einen bestimmten Sollbelrag S erfüllen mufs, 
für die also 

(99) x-hy + z-\ = 5 

sein mufs, die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse «, ß^ y, .... vorliegen, 
deren Summe 

(100) « + ^4-yH ==^ 

ist, so erhalten wir den Widerspruch / dieser Summe gegen den Sollbetrag 
wieder nach: 

(101) /=5~-r. 

Weiter ergeben sich auch aus den Beobachtungsergebnissen zur Bestimmung 
eines jeden der wahrscheinlichsten Werthe j;, y, ^, .... der zu bestimmenden 
Gröfsen wieder zwei Werthe und zwar in erster Linie für x die beiden Werthe 

r = «, 
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Haben nun die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse rr, /), y, die 

Gewichte p^, pa^ p .... so erhalten wir für die Gewichte p und p" der beiden 
Werthe A' und A" nach Formel (41): 



P' 



- - » 

tu 



P" Pp Pt l-pJ 

Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste Werth x der ersten Gröfse als 
arithmetisches Mittel der beiden Werthe A,' und X" nach Formel (58) zu: 



x = 



p'A' + p 






P P 



oder: 



j;as a-l- 



P« 



/. 



Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis « bei- 
fiigen mUsscn, um den wahrscheinlichsten Werth x zu erhalten, mit r^, so wird: 



1 






x = «-4-»-. 



In gleicher Weise erhalten wir die Verbesserungen va^ t* , .... der ßeob- 
achlungsergebnisse ßy y ...., so dafs wird: 



(loa) 






[j] 



fp 



p 
_ i'p 



A 



Ü« = 






(103) 



j; = «H-t' , 



,y==^-f-»ß, 



-=y+V 



wonach wir den Widerspruch / proportional den reziproken Werthen der Ge- 
wichte p 2, ^ja,!?, .... auf die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, ^, y, .. .. 
zu vertheilen haben, um die wahrscheinlichsten Werthe j;, y, -j, . . . . der beobachteten 
Gröfsen zu erhalten. 

Beispiel: Bei der Triangulation im Regierungsbezirke Düsseldorf haben 
sich auf dem Punkte Düsseldorf nach Centrirung der auf 4 excentrischen Stand- 
punkten gewonnenen Beobachtungsergebnisse die folgenden 4 Winkel ergeben: 
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i 

t Zielpunkte. , 

1 ' 


Beobachtungs^ i- Reziproke 
ergebnisse. . Gewichte. ■ Werthe der 

.' Gewichte. 

1 o 1 ' 1 " ' 


Gladbach 


1 

1 
Duisburg 


1 
1 

1 « 

1 


103 


08 


1 

1 

21,79 


1 

p. 


12 


1 
Pf, 


0,083 


Duisburg 


Metzkausen 


ß 


65 


57 


09,31 


pp 


6 


1 


0,167 


Metzkausen 


Köln 


y 


89 


29 


42,00 


Pt 


15,8 


1 


0,063 


Köln 


Gladbach 


( 


101 


24 


44,96 

1 


p. 


12 


0,083 


s 


359 


59 


58,06 


1 

1 

1 
1 


[?] 


1 

0,396 ; 

1 



Den Winkeln «, ß, y, * sind die Gewichte, p^, pg, p-, p, und die reziproken 

Werthe der Gewichte — , — , — , — beigesetzt, denen als Gewichtseinheit das 

Po. Pp Pt i't 
Gewicht einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen zu 

Grunde liegt. 

Die beobachteten 4 Winkel schliefsen den Horizont, ihre Summe mufs dem- 
nach iS=360° sein. Die Summe der vorliegenden Beobachtungsergebnisse ist: 

(100) s=a + ß-\-Y-\-t = 359^ 59' 58,06", 
und somit der Widerspruch /: 

(101) /=^ — :?=360» 00' 00,00" — 359» 59' 58,06" = -h 1,94". 

Hiernach erhalten wir die Verbesserungen v^^ rg, r^, t?, der Beobachtungs- 
ergebnisse und die wahrscheinlichsten Werthe j;, ^, r, to der Winkel zu: 



(lOÄ) 



(103) 



t'B = ^/= ^ (+ ^94) = + 0,82 , 



[f] 



0,396 



1 



p, . 0,083. ,^,. , ^.- 

IpJ H = +l,95. 

x = K + v^= 103'08'21,79" + 0,41" = 103^08' 22,->0", 
y=^ + rp= 65 57 09,31 +0,82 = 65 57 10,13, 
^==y + t;^= 89 29 42,00 4-0,31 = 89 29 42,31 , 
tt; = « +r, = 101 24 44,96 -+-0,4l = 101 24 45,37 , 

360» 00' 00,01". 
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FUr die richtige Berechnung der Verbesserungen i;^, vq, v^, .... und die 
richtige Bildung der wahrscheinlichsten Werthe ar, ^, 2;, .... ergeben sich die 
Proben, dafs die Summe der Verbesserungen [v] gleich dem Widerspruch / sein 
mufs und dafs die wahrscheinlichsten Werthe x, y, ^ .... den Sollbetrag 5 erfüllen 
mQssen. Wenn die Verbesserungen t?^, t?p, v-, .... in der Weise berechnet werden, 

dafs zunächst der Quotient- [— gebildet und dieser dann mit den reziproken 

Ipl 

Werthen der Gewichte , — , — , .... multiplizirt wird, so wird der Zahlen- 

Pn Pfi Pf 

werlh von [v] genau gleich dem j — | fachen Zahlenwerth des Quotienten — (-,- und 

dieser Betrag kann in Folge der Abrundung des Zahlen werthes von ; um 0,51 1 

Einheiten der letzten Stelle dieses Zahlenwerthes von / abweichen. Dieselbe Ab- 
weichung wird sich dann auch bei Vergleichung der Summe der Werthe von 
a:, y, 5, .... mit dem Sollbetrage ergeben. 

d. Für das Quadrat des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit erhalten wir 
ebenso wie im § 19: 

Da hier 2' = « 4- /5 + y -I- ist, so wird nach Formel (41) 

P;S P* ^P ''t ^P 

"""Vi' 

Für die mitteren Fehler w^, wg, w-, .... der Beobachtungsergebnisse ir, ß, 
y, .... ergiebi sich nach Formel (35): 



~ ^== ~ -h :^~ + ~ -\ — * * ^^ I ~ I ""^ demnach : 



(105) 



t». 


-^"'fp.' 


f»p 


-^"hi 


. . . 


*»,/,_, 



Den wahrscheinlichsten Werth a: der ersten beobachteten Gröfse haben wir 
als arithmetisches Mittel aus den beiden Werthen iL' und A" erhalten, und für 
die Gewichte dieser Werthe haben wir — == — und ~ = f— 1 ^- gefunden 

P Pa P Ipi Pa 

Demnach erhalten wir für das Gewicht P^ von x nach Formel (65): 
P.^P+P =;,.+p --^=- _ j-, oder:-^ = -f l- 

ipi Po. LpJ p« V 

und für den mittleren Fehler M^ von x nach Formel (35): 




1 
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In gleicher Weise erhalten wir die Gewichte P^j P, , .... und die mittleren 
Fehler i/y, M^y .... der Werthe ^, ^, ...., so dafs wird: 

1 



(106) 



'■ '■'•v"mJ 






(107) 






Beispiel: Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit oder der mittlere 
Fehler einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Fernrohrlagen 
ergicbt sich zu: 

(104) m = db/. 

M I 

ferner ergeben sich die mittleren Fehler w^, wo, iw , w, der vorliegenden Beob- 
achtungsergebnisse n, ß^ y, « zu: 



■/riT=^'''Vw=^^^'««''' 



(105) 



. = ± m W - - = ± 3,08 V0,083 = db 0,89", 

p = ± m lA = ± 3,08 yö^lCT = ± 1,26", 

^ = d: m V — = rb 3,08 Vü'ÖßS = :±: 0,77", 

m^-=-±vx y— = db 3,08 VÖ,Ö83 = ± 0,89", 
und die Gewichte P^, P , P,, P^ der wahrscheinlichsten Werthe a;, i/, c, w der 



fn 



«} 



Winkel zu: 

1 

I 



(106) 



^-,^(-|)-»-'"(-t3^)-«^'. 
A==-l| 1_Ü_ »_0063('l--*'^ 



P, = 15,2, 



063 
396 



vl=i^('-|)=<^«(-S)-^-' 

endlich die mittleren Fehler M^, J/,, A/,, M^ zu: 



i'. = 10,8, 



P = 18,9, 
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(107) 



If , = rt tti V^ = ± 3,08 V0,()66 = rt 0,79", 
= db m y -^- = ± 3,08 Vö;Ö97 = ± 0,96", 



M 



M 



, == ± m y ~ == ± 3,08 Vo;Ö53 = ± 0,71", 

M^=^:^m y~ = db 3,08 VÖ;Ö66 = db 0,79". 

3. Ebenso wie die Rechnung nach den Formeln (58) bis (66) wird auch 
die Rechnung nach den Formeln (99) bis (107) in der Regel wesentlich einfacher 
und Übersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die nachfolgende An- 
ordnung unsers Beispiels 1 zeigt: 



Beob- ^ 
achtungs 1 52 
ergebnisse .Si 



ß. 



o 

ü 



n 



P 






V = 



x^u-\-v. 



tr 



tt 



i 



1 
P 



-ia,! 



-H I 

II : 
§ I 




p. 



iaTö8j21,79 12 
65;57j09,3l 6 
89 29 42,00 15,8 

10124 44,9^112 



0,08a 

0,167 



!rto 



0,210,4-0,41 103;03 
0,422 '+0,82, 65 57 



359 
360 



59158,06! 
0000,001 =S. 



W 



0,063 0,159 +0,31 89,29 



22,20 0,288 d:0,Si^ 0,790 

10,130 

42,31 



0,578 



0,083 0,2 10 +0,4 r 101 1 24 45,37 



1,409 db 1,26 
0,251 zbO,77 0,841 
0,288 ±0,89 0,790 



0,396 1,001 +1,95,3600000,01 



1,236; 



+1,941=/.; 



m 



1,94 



0,396 



3,81 ; 2,999 

1 1 

IT 

= + 4,90, m = db/' 



0,066 
0,097 
0,053 
0,066 



0,257 kiO,79| 15,2 

0,31 1 &,96! 10,3 

10,230 bbOJl 18,9 

] 0,257 i'di0,79 15,2" 



1,055! 3,25 



M 



= ± 1,94 V2,53 = d: 3,08". 



I 21. Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 
Im Anschlufs an die Punkte 1, 57, 58, 59, deren Hüben gegeben sind mit: 

H^ =58,725, 
//57 = 61,142, 
^5§ = 6i»^28, 
^S» = 60,325, 

sind behufs Bestimmung 
der Höhen der Punkte 
2 bis 7 die ZUge zi bis Z], 
zweimal nivellirt worden. 
Die beobachteten Höhen • 
unterschiede sind in Ab- Fig 9. 

theilung 1 der nachfolgenden Tabelle (Seite 80) in den Spalten 1 bis 3 nachgewiesen. 
Den Beobachtungsergebnissen sind in Spalte 4 der Abtheilung 1 der Tabelle 
ihre Gewichte p beigefügt. Sie sind empirisch gebildet nach der Anzahl der Auf- 
stellungen des Nivellirinstrumentes und nach den Zielweiten. Ihnen liegt als 
Gewichtseinheit das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 
250"» mit Zielweiten von 50m zu Grunde. 
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Es sollen die wahrscheinlichsten Werthe iJj? fl^ai ö^*» ^ 5» fl^e» ^t der Höhen der 
Punkte 2, 8, 4, 5, 6, 7 und der mittlere Fehler utj jjn, eines einmaligen Nivellements 
einer Strecke von 1 Kilometer LUnge mit Zielweiten von 50in berechnet werden. 

1. Die Berechnung der gesuchten Höhen und der mittleren Fehler ist in den 
Abtheilungen 1 biso der nachfolgenden Tabellen (S. 80 — 83) in schematischer An- 
ordnung nach den in den §§ IG bis 20 entwickelten Formeln durchgeführt. Zur 
. weiteren Erläuterung diene folgendes: 







1 


2. Mittlerer 


1. Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte. 


Fehler aus 

Beobachtungs- 

differenzen. 


E 

Nr. 


^er ZUge 

Anfangs- 
und 
Endpunkt. 


Beobachtete 

Höhen- 
unterschiede. 

m m 


Ge- 
wichte 


Gemittehe 

Höhen- 
unterschiede 
Jh. 
m m 


Ge- 
wichte 

PjH' 


1 
7. 


J. 

mm 
1. 


JJ, 


p.^J, 


]. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


2. 


3. 


1 


1-2 


2,970 
2,970 


X7,020 
X7,030 


0,41 
0,41 


2,9748 


X7,0252 


0,82 


1,22 


-h 9,5 


90,2 


37,0 


2 


57-2 


0,566 
0,558 


X9,433 
x9,441 


0,22 
0,22 


0,5625 


X9,4375 


0,44 


2,27 


-h 8,0 


61,0 


14,1 


3 


57-4 


X9,507 
X9,504 


0,493 
0,497 


0,56 
0,56 


X9,5052 


0,4048 


1,12 


0,89 


+ 3,5 


12,2 


G,8 


4 


4-58 


0,483 
0,479 


X9,517 
X9,519 


0,51 
0,51 


0,4815 


x9,5185 


1,02 


0,98 


-h 3,0 


9,0 


4,G 


5 


58-5 


0,306 
0,301 


X9,694 
X9,698 


0,28 
0,28 


0,3038 


x9,6962 


0,56 


1,79 


H- 4,5 


20,2 


5,7 


6 


5-59 


X8,906 
x8,896 


1,094 
1,104 


0,25 
0,25 


X8,9010 


1,0990 


0,50 


2,00 


+10,0 


100,0 


25,0 


7 


2 — 3 


X5,661 
X5,664 


4,339 
4,337 


0,32 
0,32 


x5,6622 


4,3378 


0,64 


1,56 


- 2,5 


6,2 


2,0 


8 


4 — 3 


X6,703 
X6,704 


3,297 
3,295 


0,49 
0,49 


x6,7038 


3,2962 


0,98 


1,02 


- 1,5 


2,2 


1,1 


9 


5 — G 


X8,237 
X8,234 


1,761 
1,765 


0,35 
0,85 


X8,2362 


1,7638 


0,70 


1,43 


+ 3,5 


12,2 


4,3 


10 


6-7 


X7,338 
X7,338 


2,662 
2.662 


0,46 
0,46 


X7,3380 


2,6620 


0,92 


1,09 


0,0 


0.0 


0,0 


11 


7 3 


0,858 
0,351 


x9,642 
X9,649 


0,55 
0,55 


0,3545 


x9,6455 


1,10 


0,91 


H- 7,0 


49,0 


27,0 


,044 
,999 


,052 
,997 


8,80 


,0235 


,9765 


8,80 




4-49,0 
-4,0 


[pJJ] 
ipJJ 
2n 


=127,6 
1 — 5,8 


+45,0 


m=it:2,4mm 






m 


1 km~ 


±m|/- 


1 
^Ikm 


db2,4|/ 


' 1 

0,25 


±4,$ 


Jmm, 
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3. Berechnung der genUherten Höhen der Nebenknotenpunkte, des wahrschein- 
lichsten Werthes der Höhe des Hauptknotenpunktes und ihrer Gewichte. 



Der Anfangs- 
punkte 



Nr. 



Höhe 



m 



Pn 



Nr. 



Der ZUge 

Höhenunter- 
schied Jh, 



m 



m 



1_ 









m 



+ 

il 



dh. 



mm 



p^dh. 



V, 



mm 



Pt,^' 



1. 



2. 



3. 4. 



5. 



6. 



7. 



8. 9. 10. 11. I 12. 13. 



a) Berechnung der Höhe hn des Punktes 2 aus den Z'ügen 1 und 2. 



1 
57 



58,72501 0,00 
61,14201 0,00 



1 
2 



2,9748X7,0252 1,22 



0,5G'25 




x9,4375 2,27 



61,6998 1,22I0,82| 0,8 
61,7045 2,27 0,44, 5,5 



,4627 3,49 ,4043 3,49 1,2G 

[Pr^dh] 



0,66 
2,42 



3,08 



!-hl,6 
!-3,l 



Ä2 = ^3 4- -r -,- = 61,6990m H- 2,4mm = 61,7014m. 

IPtjI 

J'!=[PJ = 1,26. ,f = 0,79. 




b) Berechnung der Höhe h^ des Punktes 4 aus den Zügen 3 und 4. 



57 

58 



61,1420| 0,00 
61,1280,0,00 




3;x9,5052 0,4948 



X9,5185 



0,4815 



0,89 60,6472 
0,98 60,6465 



0,89 
0,98 



1,12 
1,02 



^4 = ^4 + 



,9763 1,87 I ,2937 1,87 2,14 
{P.dh] 



1,2 
0,5 



1,34 
0,61 



1,85 



-0,31-0,34 
-f0,4 



= 60,6460m + 0,9mm = 60,6469m. 



1 



i'. = [P^l = 2,14. " = 0,47. 




c) Berechnung der Höhe h^ des Punktes 5 aus den Zügen 5 und 6. 



58 
59 



61,1280|0,00, 
60,3250; 0,00 




5 
6 



0,3038 
1,0990 



X9,6962 1,79 |I 61,431 8| 1,79 0,56 
X8,9010| 2,00 1' 61,4240| 2,00 | 0,50 



,5972 3,79 ,8558 3,79 1 1,06 
[Pr^dh] 



7,8' 
0,0 



4,37 
0,00 



4,37 



-3,7 —2,07 
+4,1 +2,05 



Äs = 66 + -P -p = 61,4240m + 4,1mm == 61,4281m. 
i^s =[!>,,] = 1,06. 1 = 0,94. 

ir b 



d) Berechnung der Höhe //g des Punktes 3 aus allen Zügen. 



2 
4 
5 



61,7014! 0,70 
60,6469, 0,47 
61,428i;0,94 



,7764 



2,20 



8 

9 

10 

11 



7 x5,6622| 4,3378! 1,56 
X6,7038, 3,2962 1,02 
X8,2362| 1,7638 1,43 



x7,3380 
0,3545 



2,6620 1,09 



x9,6455 



0,91 



57,8636 
57,3507 



57,3568 



2,35 
1,49 



4,37 



0,43 
0,67 



13,61 5,85 -7,7-3,31 
0,7 0,47 1+5,2+3,48 



0,23 6,8 



//3 = r)3 + 



I 
Koll. 



,7053 6,01 I ,0711 8,21 1,33 



1,56 



7,88 



-0,9 



= 57,3500m + 5,9mm = 57,3559'". 



—0,03 



1 



^3 = [P^] = 1,33. j7 = 0,75. 



82 



Direkte Beobachtungen mehrerer Grßfsen eine« best. Sollbetrages. 11. T. III. A. 



4. Ausgleichung der Fehler in den einzelnen Netzteilen. 


Nr. der 


Höhen- 
unterschiede 
«. 

m 1 ra 


1 

1 
1 p 

p' rif 

1 


rä- 

mm 


m 1 m 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 7. 1 


NN. 

©2 

©3 


1.2 

7 


61,7014 
X5,6622 


4,3378 


0,79 
1,56 


0,336 
0,664 


-2,0 
-5,1 


61,6988 
x5,6571 


4,3429 


2 
S 

f 


57,3636 
57,3559 


1 
1 


2,35 


1,000 


-7,7 


57,3559 




— 7,7min 


NN 

©4 

©3 


3.4 

8 


60,6469 
X6,7038 


3,2962 


0,47 

1,02 

1 


0,315 
0,685 


+ 1,C 
+ 3,6 


60,6485 
X6,7074 


3,2926 


S 

i 


57,3507 
57,3559 


1 

1 


!l,49 

1 


1,000 


+ 5,2 


57,3559 




4- 5,2mni 


N.N 
©5 
©6 
©7 

©3 


5.6 

9 

10 

11 


61,4281 ' 
X8,2362 
X7,3380 
0,3545 


1,7638 

2,6620 

X9,6455 


0,94 
1,43 
1,09 

0,91 

1 


0,215 
0,327 
0,249 
0,208 


1 

-0,2 
— 0,3 
-0,2 
-0,2 


61,4279 

X8,2359 

X7,3378 

0,3543 


1,7641 

2,6622 

X9,6457 


s 

f 


57,3568 
57,3559 


1 

1 


4,37 


0,999 


-0,9 

1 


57,3559 




— 0,9mm 



d. In Abtheilung 1 ist zuerst das einfache arithmetische Mittel der beob- 
achteten gleich genauen Höhenunterschiede gebildet. Die erhaltenen Werthe sind 
als gemittelte Höhenunterschiede Jh in Spalte 5 eingetragen. Die Mittel Bildung ist 
durch Zusammenfassung der Zahlenwerthe der Höhenunterschiede und ihrer de- 
kadischen ErgUnzung zu einem Gesamtergebnis in der Weise erfolgt, dafs beispiels- 
weise für den Zug 1 zu den Zahlenwerthen 2,979 und 2,970 des Höhenunterschiedes 
die den dekadischen Erg'dnzungen X7,020 und X7,080 entsprechenden Zahlenwerthe 
2,980 und 2,970 hinzugenommen sind und aus allen 4 Zahlenwerthen das einfache arith- 
methische Mittel Jh = 2,9748 gebildet ist, dem dann wieder die dekadische Ergänzung 
X7,0252 beigesetzt ist zur Benutzung für die Sicherung der folgenden Rechnungen. 

3. In Spalte 6 und 7 der Abtheilung 1 sind weiter die Gewichte p.. der 
gemittelten Höhenunterschiede Jh^ sowie ihre reziproken Werthe gebildet. 
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5. 


Die wahrscheinlichsten Werthe der Höhen, Höhenunterschiede und 




Beobachtungsfehler, sowie der mittlere Fehler. 


Nr. der 


Wahrscheinlichste 




• 








Werthe der 


Gemittelte Höhen- 








fc»: 


• 


• 


Höhen 


Höhen- 
unterschiede 


unterschiede 
Jh. 


II 


VV. 


Pjk^ 




c 




//. 


JH. 




'^ 






ö, 


O. 




m 


m m 


m m 


mm 








I. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


!011 




58,7250 




















1 




2,9738 


X7,0262 


2,9748 


X7,0252 


- 1,0 


1,0 


0,82 


0,8 


@ 2 




61,6988 




















2 




0,5568 


X9,4432 


0,5625 X9,4375 


- 5,7 


32,5 


0,44 


14,3 


IO'57 




61,1420 










1 










3 




X9,5065 0,4935 


X9,5052 


0,4948 


+ 1,3 


1,7 


1,12 


1,9 


@ 4 




60,6485 




















4 




0,4795 


X9,5205 


0,4815 


X9,5185 


- 2,0 


4,0 


1,02 


4,1 


li_58 




61,1280 




1 
















5 




0,2999 


X9,700l 


0,3038 


X9,6962 


- 3,9 


15,2 


0,56 


8,5 


© 5 




61,4279 


















^h^^ 


6 




X8,8971 


1,1029 


X8,9010 


1,0990 


— 3,9 


15,2 


0,50 


7,6 


IOI59 




60,3250 


/ 


















7 




X5,6571 


4,3429 


X5,6622 


4,3378 


- 5,1 


26,0 


0,64 


16,6 


@ 3 




57,3559 


















^i^^ 


8 




X6,7074 


3,2926 


X6,7038 


3,2962 


+ 3,6 


13,0 


0,98 


12,7 




9 




X8,2359 


1,7641 


X8,2362 


1,7638 


— 0,3 


0,1 


0,70 


0,1 


©6 




59,6638 


















^fc^^ 


10 




X7,3378 


2,6622 


X7,3380 


2,6620 i - 0,2 


0,0 


0,92 


0,0 


@ *? 




57,0016 


















X.^^ 


11 




0,3543 


X9,6457 


0,3545 


X9,6455 


— 0,2 


0,0 


1,10 


0,0 


9939 


,9765 


4- 4,9 


[PjkVV]^^^fi 


1 














— 22,3 


r« ^. T/T/i 


-17,4 


\^Jh 
11- 


r r 1 


m^± 


' 5 


± 3,6mra 








^nm = 


rdbrnl/-- 


km 


^'^l/o,25 = 


= ± 7,2" 


(im. 







Die Gewichte p in Spalte 4 gelten für den durch den Zahlen werth und seine, 
ebenfalls unmittelbar von der Latte abgelesene, dekadische ErgUnzung bestimmten 
Höhenunterschied, so dafs in dem arithmetischen Mittel Jh nur 2 Beobachtungs- 
ergebnisse vom Gewichte p vereinigt sind, womit das Gewicht pj^ nach Formel (55) 
erhalten wird zu: p.^==2p. 

4. In Abtheilung 2 der Tabellen folgt die Bildung der Differenze n J zwischen 
den Ergebnissen der ersten und der zweiten Beobachtung der Höhenunterschiede 
und der Quadratsumme [pJJ] dieser Differenzen. 

Die beiden Nivellements sind mit Latten ausgeführt, deren Theilungen so 
genau Übereinstimmen, dafs eine in Betracht kommende konstante Abweichung ^• 
zwischen den Ergebnissen beider Nivellements nicht vorhanden ist. Demnach 
ergiebt sich der mittlere Fehler m einer Beobachtung der Gewichtseinheil zu: 

6» 
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mm. 



(88) « = ^y'[^-J = ±y^ = i,,4 

Hieraus folgt der mittlere Fehler v[i^^^ eines einmaligen Nivellements einer 
Strecke von 1 Kilometer LUnge mit Zielweiten von 50™, dessen Gewicht jp^j^^^ =0,25 
ist, mit: 

(3Ö) »"i km = ± m l/-^ = ± 2,4 l/jr^ = ± 4,8mm. 



5. In Abtheilung 3 folgt zunächst unter a, A, c die Berechnung der genäherten 
Höhen Äg, A^, /*6, der Nebenknotenpunkte 2, 4, 5 und der Gewichte Pa, P4,/»b dieser 
Höhen aus den Höhen der gegebenen Punkte und den Höhenunterschieden Jh, 
sowie den Gewichten p .^ der die Punkte 2, 4, 5 unmittelbar mit den gegebenen 
Punkten verbindenden ZUge. 

Die genäherten Höhen und die Gewichte sind beispielsweise ftir Punkt 2 er- 
halten, wie folgt: 

Für die Höhe des Punktes 2 sind zuerst 2 Werthe i^'g, »73 aus der gegebenen 
Höhe fi-i und H^^ und dem Höhenunterschiede Jhi, Jh^ der Züge 1 u. 2 berechnet: 

,;', = ^j + jAi = 58,7260 4- 2,9748 == 61,6998 , 
fl'i = H^^ + Jh^=^ 61,1420 + 0,5625 = 61,7045. 

Die Gewichte p' , p" dieser beiden Werthe sind erhalten aus den Gewichten 
Pff = <»^ Pff = «> der unveränderlichen Höhen ^j, ff^'j und den Gewichten 
P^l. =0,82,/],^ = 0,44: 



(41) 



1 1,1 1,1 1 

= (- — — = 1- 



P^ Pb, PjH, ~ 0,82 0,82' 

Pn PJI. PjH. ~ 0>4 0'44' 
Damit folgt der genäherte Werth der Höhe hz' 



p;=0,82, 



p;'=0,44. 



j j? '2 = I) 2 + c?A' = 61,6990m + 8mm , 
^^^^ [fj'i = ]&2 + dh" = 61,6990m 4- 5,5mm, 

(60) A3- 02 + ^+^"~ ~ ^'^'^^^^ "^ 0,82 + 0,44 

= 61,6990m + 2,4ram = 61,7014m. 
und das Gewicht p^ der genäherten Höhe A2: 
(65) jPä = \Pr} = 0,82 + 0,44 = 1,26 . 

6. Unter d der Abtheilung 3 folgt dann die Berechnung des wahrschein- 
lichsten Werthes II i der Höhe des Hauptknotenpunktes 3 aus den unter a, 6, c 
erhaltenen Höhen Aa, A4, A5 der Nebenknotenpunkte 2, 4, 5 und den gemittelten 
Höhenunterschieden ^iA,, ^Ag, ^Aq, ^Ajq, ^A,, der den Punkt 3 mit den Punkten 
2, 4, 5 verbindenden ZUge 7 bis 11 unter Berücksichtigung der zugehörigen Ge- 
wichte. Die Berechnung ist in gleicher Weise erfolgt, wie unter Nr. 5 erläutert ist, 
nur mit dem Unterschiede, dafs die Höhen A2, A4, A^ mit den unter a, A, c er- 
haltenen Gewichten ^2 = 1526, p4 = 2,14, Pt= 1)06 und nicht, wie die gegebenen, 
als fehlerlos zu betrachtenden Höhen, mit unendlich grofsem Gewichte eingeführt sind. 

Der für die Höhe des Punktes 3 erhaltene Werth //g = 57,3559m ist der wahr- 
scheinlichste Werth dieser Höhe, denn er ist unsern im § 13 aufgestellten Grund- 
sätzen entsprechend als einheitliches Endergebnis aus sämtlichen ßeobachtungs- 
ergebnissen unter Berücksichtigung ihrer Gewichte derart gewonnen, dafs die 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum ist. 
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7. Dagegen sind die Werthe /cj, A4, h^ nicht die wahrscheinlichsten Werthe 
der Höhen der Punkte 2, 4, 5, weil sie nur je aus zwei der vorliegenden Beob- 
achtungsergebnisse abgeleitet worden sind. Wir können jetzt aber die wahrschein- 
lichsten Werthe der Höhen dieser Punkte in sehr einfacher Weise erhalten; denn 
nach Feststellung der Höhe Uz des Hauptknotenpunktes 3 kann das Nivellements- 
netz in drei von einander ganz unabhängige Teile zerlegt werden, die für sich 
ausgeglichen werden können, nUmlich in den die ZUge zi, 22 j zi umfassenden 
Teil mit dem Punkte 2, den die ZUge 2g, z^^ Zß umfassenden Teil mit dem 
Punkte 4 und den die ZUge z^^ tq, Zq^ Ziot ^n umfassenden Teil mit den Punkten 
5, 6, 7. Die Ausgleichung der Fehler in diesen einzelnen Teilen des Netzes erfolgt 
am einfachsten nach dem im § 20 behandelten Verfahren fUr direkte ungleich 
genaue Beobachtungen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erAlllen mufs. 

8. Diese Ausgleichung ist in Abtheilung 4 der Tabellen durchgeführt. 

Im ersten Teil des Netzes mufs der wahrscheinlichste Werth der Höhe des 
Punktes 2 und der wahrscheinlichste Werth des Höhenunterschiedes im Zuge z^ 
zusammen gleich sein der feststehenden Höhe 11^ des Hauptknotenpunktes 3. Der 
zu erfüllende SoUbeirag ist also S= H^==bl^dbbd. Die vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse ergeben: 

Aa + Jh^ = 61,7014 + X5,6622 = 57,3636 = X 

Der vorhandene Widerspruch ist demnach: 

(101) f = S—2= 57,3559 — 57,3636 = — 7,7mm. 

Dieser Widerspruch ist nach § 20 Nr. 1 proportional den reziproken Werthen 
der Gewichte p2 = ly^Q der Höhe Ä2 und p.^ =0,64 des Höhenunterschiedes J/*,, 
vertheilt, indem die Verbesserungen r^ und v .^ berechnet sind zu : 

1_ 
Pi . _ 0,79 

i 



(108) 



.p. 



"j*," rn''^2;35(~ '''''^= ~^''- 



Pjh, ^ 1,56 

[■] 

Hiermit sind die wahrscheinlichsten Werthe der Höhe //j und des Höhen- 
unterschiedes J//7 erhalten zu: 

j 7/3= hi-i-V;^^ =61,70i4m — 2,6nim = 61,6988m, 
(103) p//7 = ^f Ä,-|- ü^^^= X5,6622m — 5,lmm =:x5,6571m. 

Die Summe dieser beiden Werthe 

H2 + JH^ = 61,6988 -f- X5,6571 = 57,3559m 

ergiebt nunmehr die Höhe Zfg, erfüllt also den Sollbetrag. 

In gleicher Weise ist auch die Ausgleichung der Fehler fUr den zweiten 
und dritten Teil des NiveUementsnetzes durchgeführt. 

9. In Abtheilung 5 der Tabellen sind endlich in den Spalten 3, 4, 5 die wahr- 
scheinlichsten Werthe der Höhen // und der Höhenunterschiede JII mit den 
aus Abtheilung 1, Spalte 5 Übernommenen gemittclten Höhenunterschieden Jh 
zusammengestellt, wonach in Spalte 6 die wahrscheinlichsten Werthe der 
Beobachtungsfehler V=JlI—Jh und in den Spalten 7 bis 9 die Quadratsumme 
[PjhVV]^^^fi der Beobachtungsfehler gebildet sind. 



86 Vermittelnde Beobachtungen. IL T. IV. A. 

Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Höhen der 6 Punkte 2 bis 7 
im Anschlufs an die gegebenen Punkte sind 7 = 6 Höhenunterschiede erforderlich. 
Im Ganzen sind « = 11 Höhenunterschiede bestimmt, und demnach « — ^=11 
— 6 = 5 überschüssige Bestimmungen vorhanden. Somit ergiebt sich der mittlere 
Fehler der Gewichtseinheit nach der Grundformel (47) zu: 






m 

9 

Den Gewichten pj liegt als Gewichtseinheit das Gewicht eines einmaligen 
Nivellements einer Strecke von 250«» LUnge mit Zielweiten von 50m zu Grunde, 
während das Gewicht eines solchen Nivellements einer Strecke von I Kilometer 
Länge i;j|j^ = 0,25 ist. Hiernach ergiebt sich der mittlere Fehler tn^^^ einer 
Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50m aus der Gesamtnetz- 
ausgleichung zu: 



(39) m,km 



^^'"/Plln:^^'''/ö:^5 = ^^'2mm, 



während derselbe unter Nr. 4, und in Abtheilung 2 der Tabellen aus den Beob- 
achtungsdifferenzen zu it4,8mni erhalten ist. 



IV. Abschnitt. 

Vermittelnde Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwicklung des Verfahrens. 

§ 22. Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren Werthen 
der beobachteten und der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. In den vielfach vorkommenden Fällen, wo die zu bestimmenden Gröfsen 
nicht direkt beobachtet werden können, wo vielmehr andere Gröfsen beobachtet 
werden müssen, die die Kenntnis der zu bestimmenden Gröfsen vermitteln, müssen 
zuerst die Beziehungen zwischen den beobachteten und den zu bestimmenden 
Gröfsen durch Gleichungen ausgedrückt werden, wenn aus den vorliegenden 
Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden 
Gröfsen abgeleitet werden sollen. Die Gleichungen , wodurch diese Beziehungen 
ausgedrückt werden, ergeben sich meistens aus dem bekannten mathematischen 
Zusammenhang zwischen den wahren Werthen der beobachteten Gröfsen (JL|), 
(A,), (A3), .... (AJ und den wahren Werthen der zu bestimmenden Gröfsen (.tr), 
(t/), (r), ....; sie werden zweckm'äfsig auf die allgemeine Form: 

(^i) = ^"i(W9 (y), (^), .-..)» 
(Xj) = Fj {(x) , (ij) , (^) , . . . .), 

(A3) = F3((.r),(^),(c), ....), 



(108) 



W = ^«(W»(.V), W, •...) 



§ 22. Gleichungen zw. d« wahren Werthen d. beobachteten u. d. zu bestimmenden Gröfsen. 
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gebracht, so dafs also die wahren Werthe der beobachteten Grölsen (X,), (Aj), 

(^a), (iL J als entwickelte Funktionen der wahren Werthe der zu bestimmenden 

Gröfsen (x), (^), (s), .... erscheinen. 

2, Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse. Wenn weniger Beobachtungsergebnisse vorliegen als zu 
bestimmende Gröfsen, so ergeben sich keine bestimmten Werthe der letzteren. 
Liegen ebensoviele Beobachtungsergebnisse vor, wie zu bestimmende Gröfsen, 
so können ihre den Beobachtungsergebnissen entsprechenden Werthe gefunden 
werden, indem die Gleichungen (108) nach {x), (/y), (z)^ .... aufgelöst und in 
die dadurch erhaltenen Ausdrücke die vorliegenden Beobachtungsergebnisse ein- 
gesetzt werden. Die erhaltenen Werthe der zu bestimmenden Gröfsen und die 
Beobachtungsergebnisse entsprechen einander dann genau, und die den Beob- 
achtungsergebnissen anhaftenden Fehler treten nicht hervor, von einer Aus- 
gleichung der letzteren kann demnach dann auch keine Rede sein. Nur wenn 
mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen als zu bestimmende Gröfsen, treten bei 
Vergleichung der Beobachtungsergebnisse mit den ihnen entsprechenden Werthen 
der zu bestimmenden Gröfsen die Beobachtungsfehler hervor und nur in diesem 
Falle kann auch eine Ausgleichung der Beobachtungsfehler erfolgen. Wenn das 
nachfolgend zu entwickelnde Rechnungsverfahren für die Ausgleichung der Beob- 
achtungsfehler daher Anwendung finden soll, so mufs die Anzahl der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse und damit auch die Anzahl n der Gleichungen (108) 
gröfser sein, als die Anzahl q der zu bestimmenden Gröfsen. 

Beispiel 1: Für die Punkte P,, P,, P«, 
P4, P5 sind die rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
wie folgt: 

.y, = 2 061,99, 
y8 = 2 420,30, 
.73 = 2 552,03, 
.^4 = 2 276,00, 
2^5 = 1896,99. 

Diese gegebenen Koordinaten sind als fehler- 
freie wahre Werthe anzusehen. Zur Bestimmung 
des Punktes P sind die Streckenlängen zwischen diesem Punkte und den Punkten 
Pj, P,, Pa, P4, Pft gemessen worden. Die Ergebnisse »,, s„ «3, «4, Sj der 
Messung dieser Strecken und die Gewichte p,, pj, pg, p^, p^, der Messungs- 
ergebnisse sind: 

Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen Strecke 
von 822ni LUnge. Das Gewicht einer unter gleichen 
VerhUltnissen gemessenen Streckenlänge von 100°» 
Länge ist pioo = 14,8*). 

Es sollen hiernach die wahrscheinlichsten Werthe der rechtwinkligen Koordi- 
naten X y des Punktes P bestimmt werden. 



P, : 071 = 6548,30, 
P, : a?, = 6 570,58, 
P3: 278 = 6297,72, 
P4: j?4 = 6 056,29, 
Pft: 075 = 6 246,43, 




PP,:«,= 331,60, 
PP3:«3 = 272,00, 
PP,: «3 = 247,10, 
PP^: «4 = 269,50, 
Pl\ : 8^ = 416,70, 



i>,=5,4l, 
1), = 6,93, 
iJ3 = 5,16, 
i>4 = 6,93, 
P6 = 2,60. 



*) Die Gewichte sind aus Tafel 3 der Kataster- Anweisung IX entnommen und zwar die Ge- 
wichte pi, p3, P4 aus Abtheilung I, die Gewichte ^3, ^5 aus Abtheilung II dieser Tafel, entsprechend 
den Verhältnissen, die bei Messung der betreffenden Strecken vorlagen. In dieser Tafel ist das 
Gewicht einer unter mittleren Verhältnissen gemessenen Länge von SSfli^ gleich Eins. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



II. T. IV. A. 



^ P 




Die ßeobachtungsergebnisse Sj, «S9 ^89 ^49 ^& sollen uns die Kenntnis der 
Koordinaten x y vermitteln. Die Beziehungen zwischen den beobachteten und 
den zu bestimmenden GrÖfsen ergeben sich allgemein nach dem pythago- 
reischen Lehrsatze so, dafs das Quadrat der wahren Werthe der Streckenlängen 

(*rt) gleich sein mufs der Summe der Quadrate der wahren 
Werthe der Koordinatenunterschiede {^) — ^^^y {y)—y^ der 
Punkte P und P^, ü{q sich hieraus ergebende allgemeine 

Gleichung (« J' = (W — ^n)^ + to) ~~ ^n)^ \^sQn wir nach (sj 
auf und wenden sie für jedes einzelne vorliegende Beobachtungs- 
ergebnis an, womit wir die Gleichungen (108) erhalten, die 
die Beziehungen zwischen den wahren Werthen der beobachteten 
und der zu bestimmenden Gröfsen in der für das folgende passenden P'orm dar- 
stellen: 

((».) = V((x)-x,)'+((y)-i„)% 

(»,) = V(Cr)-*s)'+((y)-y,)% 
(108) I (8 3) = V((xT^ay +'((y) - y.)~' , 

(«4) = V((x)-x«)'+((y)-y,)% 

l (« ») = V(Ör)-*.)'+((y)-yO' • 

Die Anzahl n = 5 dieser Gleichungen ist gröfser als die Anzahl ^ = 2 der zu 
bestimmenden Gröfsen, so dafs wir also das nun zu entwickelnde Kechnungs- 
verfahren auf dies Beispiel anwenden können. 



§ 23. Fehlergleichungen. 

Wie wir bereits besprochen haben, können wir die wahren Werthe der beob- 
achteten Gröfsen nicht ermitteln, und wenn wir auch bei Ausführung unserer 
Beobachtungen alle mögliche Sorgfalt anwenden, werden unsere Beobachtungs- 
ergebnisse immer mit Beobachtungsfehlern behaftet sein. Demnach können wir 
aus den Bcobachtungsergebnissen auch nicht die wahren Werthe (x), (^), (z)^ . . . 
der zu bestimmenden Gröfsen ableiten, sondern müssen uns begnügen, die den 
fehlerhaften Beobachtungsergebnissen möglichst gut entsprechenden wahrschein- 
lichsten Werthe a;, y, x?, ... der zu bestimmenden Gröfsen zu ermitteln. 
Diesen wahrscheinlichsten Werthen der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen die 
wahrscheinlichsten Werthe Z/i, Lj, X3, ... L^ der beobachteten 
Gröfsen. Die wahrscheinlichsten Werthe a;, y, xj, . . . und L,, L,, L3, . . . />^ 
stehen zu einander in derselben Beziehung, wie die wahren Werthe (a?), (y), 
(^), ... und (Ai), (A2), (^3),'.-(AJ, wonach aus den Gleichungen (108) folgt: 



(109) 



Lx =F,{x, y^ z^ ), 

L, = Ft{x, y^ z, ), 

^^3 = -^3(^9 Vi ^5 )» 



^-n=^n(-^' y-i ^» 



•)• 



Die wahrscheinlichsten Werthe L,, L2, L^^ •••^n ^^^ beobachteten Gröfsen 
weichen von den thatsächlich vorliegenden Beobachtungsergebnissen JLj, JLg, A3, . . . l^ 
in der Regel um kleine Gröfsen ab, die die wahrscheinlichsten Beobachtungs- 
fehler vj, Ü2, ^3, "'V darstellen, so dafs ist: 



§§ 23 u. 24. 



Fehlcrgleichuogen. — NAherongswerthe. 
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(110) 



Vi 

V3 






— i 



V. 



^L. 






Die Gleichungen (109) und (110) bezeichnen wir als Fehlergleichungen. 

Beispiel 1: Aus den wahrscheinlichsten Werthen j: ^ der rechtwinkligen 
Koordinaten des Punktes P und der gegebenen Koordinaten der Punkte /*, , P*, 
P3, P4, P5 erhalten wir für die wahrscheinlichsten Werthe der Streckenlängen *Si, 
Szt 'S'a, jS^4, Sf,: 



(109) 



A3 



V(a:-.r,)» + 0^-y3)S 



Y(x — x4)''4-(j; — JiJ', 

« 

und danach für die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler r,, rg, v 

(HO) |t)8 = Ä3— «8, 

^4 = ^4 — «4, 
V6 = *^6-"*6« 



üx. Vi 



31 «^49 



f 24 Näherungswerthe. 

1. Nach unsern allgemeinen Ausgleichungsgrundsätzen erhalten wir die wahr- 
scheinlichsten Werthe jr, y, 4?, .... der zu bestimmenden GrÖfsen, indem wir die 
Werthe bestimmen, fUr die die Quadratsumme \jivv\ der auf die Gewichtseinheit 
zurückgeführten wahrscheinlichsten Werthe vi V/^T, vjVpi, v^^p^^ .... »»V/^ 
der Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Die Entwicklung der sich hiernach 
ergebenden Formeln gestaltet sich jedoch einfacher und übersichtlicher, schliefst 
sich auch dem bei der praktischen Anwendung einzuschlagenden Rechnungs- 
verfahren besser an, wenn wir die zu ermittelnden Werthe a;, t/, ;?,... . zunächst 
in Näherungswerthe 5, i), 3, .... und in kleine diesen Näherungswerthen bei- 
zuftigende Werthe r/5, rft), f/3, .... zerlegen und diese Teilwerthe getrennt von 
einander ermitteln. Die Zusammenfügung der getrennt von einander ermittelten 
Teilwerthe mufs uns dann die wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden 
GrÖfsen liefern^ so dafs ist: 

y=9-hrft), 
^ =3 +^3. 



(111) 



Beispiel 1: In unser m Beispiele zerlegen wir die gesuchten wahrscheinlichsten 
Werthe der Koordinaten xy in die genäherten Koordinaten ^t) und in die diesen 
beizufügenden Koordinatenverbesserungen e^s r/i), so dafs ist: 



(111) 






= 5+^5, 



ft. Die Näherungswerthe S, 9, 3, .... müssen derart bestimmt werden, dafs 
die ihnen beizufügenden Werthe rfj, rfg, c^g, .... verhältnismäfsig kleine GrÖfsen 
werden, für die die weiterhin anzuwendenden Differenzialformeln mit genügender 
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Schärfe zutreffen. Im übrigen ist die Art und Weise, wie diese Näherungs- 
werthc bestimmt werden, für das Endergebnis ganz bedeutungslos. In manchen 
F'ällen werden bereits bei Beginn der Ausgleichungsrechnung aus irgend welchen 
vorhergegangenen Ermittlungen brauchbare NUherungswerthe bekannt sein. In 
anderen F'ällen werden sie zweckm'afsig in einfacher Weise durch graphische 
Konstruktionen bestimmt werden können. In jedem Falle können aber aus den 
vorliegenden Beobachtungsergebnissen ij, itj, JI3, .... k^ so viele ausgewählt 
werden, wie zu bestimmende GrÖfsen $, t|, 3, .... vorhanden sind, und letztere 
aus ersieren berechnet werden. Diese Berechnung kann nach bekannten oder 
fUr den vorliegenden Fall zu bildenden einfachen Formeln oder derart ausgeführt 
werden, dafs die ausgewählten ßeobachtungsergebnisse und die Näher ungswerthe 
in die Gleichungen (108) an Stelle der wahren Werthe der beobachteten und der 
zu bestimmenden GrÖfsen eingeführt, und die damit erhaltenen Gleichungen nach 
den Näherungswerthen aufgelöst werden. 

Beispiel 1: In unserm Beispiele können wir die genäherten Koordinaten ^ t) 
des Punktes P in der Weise ermitteln, dafs wir z. B. die Punkte Pi und Po, 
nach ihren gegebenen Koordinaten etwa im Mnfsstabe 1:1000 auftragen, den 
Punkt P durch Bogenschnitt mit den Längen si und s^ bestimmen und danach 
die Näherungswerthe $ t) der Koordinaten aus dieser graphischen Konstruktion 
entnehmen. Ferner können wir auch die Näherungswerthe 5 t) nach den bekannten 
Formeln fllr den Bogenschnitt gemessener Längen*) z. B. aus den Koordinaten 
^i yit ^8 y% ^cr Punkte /*i, P^ und aus den Streckenlängen Si und 5, berechnen 
wie folgt: (Siehe die Rechnung auf Seite 91.) 

Endlich können wir z. B. die Streckenlängen 331,6 und 272,0 für (si) und (»jj), 
die Näherungswerthe 5 t) für {x) (y) und die Zahlenwerthe der gegebenen Koordi- 
naten in die ersten beiden der Gleichungen (108) einfuhren, also die Gleichungen 

331,6 = V(s - 6 548,3 )* + (i) — 2 062,0)% 

272,0 = V(s — 6 570,6)'^ + (9 - 2 420,3)% 
bilden, und diese Gleichungen nach ^ und i) auflösen. 

9« Den Näherungswerthen der zu bestimmenden GrÖfsen j, t), 3, .... ent- 
sprechen Näherungswerthe Ij, Ig, I^, . . . . I^ der beobachteten GrÖfsen, für die 
aus den Formeln (108) folgt: 

Ii = ^1 (S» 9i 3? •••Oj 

l2=^*\(5) 9? h )? 

U = Fi(T^^ 9? h )» 



(IIA) 



• • 1 

^«=^n(5i *)> 3? )• 



Während die Näherungswerthe der zu bestimmenden GrÖfsen, wie unter Nr. 2 
ausgeführt ist, nur mit geringer Schärfe ermittelt zu werden brauchen, mUssen 
die Näherungswerthe der beobachteten GrÖfsen aus den Näherungswerthen der zu 
bestimmenden GrÖfsen mit aller für die Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe 
der zu bestimmenden GrÖfsen im übrigen erforderlichen Schärfe berechnet werden. 

Aus den Näherungswerthen I,, I,, I3, .... I„ der beobachteten GrÖfsen 
werden ihre wahrscheinlichsten Werthe L,, L^^ Lg, ...• L^ erhalten, indem ihnen 
kleine Gröfsen rfl,, rflj, rfla, .... rfl„ hinzugefügt werden, die die Aenderungen 
darstellen, die die Näherungswerthe I, , I,, I3, . . . . I„ erleiden, wenn die Näherungs- 
werthe s, I), 3, .... der zu bestimmenden Gröfsen um die kleinen Beträge (/j, 
rft), rf3, .... geändert werden. Demnach ist, entsprechend den Formeln (Hl),: 

*) Formeln (9) bis (19), Seite 26, der Formelzusammenstellung von Veit mann und Koll. 



§24. 



Näherangswerthe. 



91 



(US) 



^8 = 13 + ^^21 



. ^» = I» + ^^n- 

Beispiel 1; Die den Naherungswerthen 5 = 323,70, 9 = 2 306,00 der zu 
bestimmenden Koordinaten entsprechenden Nähcrungswerthe S,, §2» ^a» ^4? ^s 
der Streckenlüngen ergeben sich nach: 
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n. T. rv. A. 



(11«) 



f «. = V(T-^.)' + (9-.y.)% 

«3 



V(«-^3r + («)-.y.)% 

Ferner erhalten wir fUr die Bildung der wahrscheinlichsten Werthe Si^ S^ 
S^y Si, S^ der Streckenlängen aus den NUherungs werthe n $i, $2, $31 Si-» ^s und 
den den kleinen Acnderungen d^ di) der genäherten Koordinaten entsprechenden 
kleinen Aenderungen ^/^i, dS^^ dB^^ dS^^ dS^: 

82 = ^i-i- rfS^, 

'S'6 = ^5 + ^/^S« 

Die Zahlenwerthe von §,, i^s, 83, S4, §5 ergeben sich nach den Formeln (llÄ) 
wie folgt: 



(118) 





db 


5- 
-'5 = 5 .p„. 


^ 


9- 


1 
«3 = JSis4-^9V 


». 


Pa 
P. 




6 323,70 1 
6 548,30 
224,60 ' 


4- 

1 


2 306,00 

2 061,99 

244,01 


504 45 

5 95 41 

1099 86 


331,64 




6 323,70 
6 570,58 ' 
246,88 


1 
1 


2 306,00 

2 420,30 

114,30 


1 
609 50 1 
13064 
7 4014 


272,06 


4- 


6 323,70 

6 297,72 

25,98 




2 306,00 

2 552,03 

246,03 


6 75 
60531 
6 12 06 


247,40 


4- 


6 323,70 

6 056,29 

267,41 


i 

14- 


2 306,00 

2 276,00 

30,00 


7 1508 

900 

7 2408 


269,09 ; 


4- 


6 323,70 

6 246,43 

77,27 


4- 


2306,00 

1 896,99 
409,01 


59 71 

16 72 89 

17 32 60 


416,25 















§ 25. Umgeformte Fehlergleichungen. 

1. Die Fehlerglcichungen (109) und (110) können nun durch Einsetzen der 
in den Formeln (111) und (113) für die wahrscheinlichsten Werthe der zu be- 
stimmenden und der beobachteten Gröfsen angesetzten Teilwerthe und durch 
einige weitere Entwicklungen in jedem Falle in einfache lineare Gleichungen 
umgeformt werden: 



25. 



Umgeformte Fehlergleichungen. 
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Zuerst wird aus den Formeln (109): 

I, + rfI, = F, (5 4-</S, iJ-+-</9, 8 + ^3^ --Ol 
Ij4-rfIa = F5i(5 + ^5, 9-+-rf9» 8 + ^5^ ••••). 
Is 4- rfla = /^8 (5 + rfj, t) + dr), g 4- rf8, . . . .)? 

Da nun unter der Voraussetzung, dafs t/j, ^/t|, r/j, ... 

kleine GrÖfsen sind, genügend genau allgemein r 

dF. 



verhUltnismllfsig 

9^ 



^n(S + ^5» 9H-^97 S + r/3, ....)==F,(5, 9, 8, •.••) + -^^'5+ -^ ^t) 



4- 



und nach den Formeln (112) 

In=^n(59 9» 8? ) 

ist, ergiebt sich sodann aus obigen Formeln: 

,, dF^ . . aFj , . aF, , , 

^I, = ^^rfS + ^^^4-^/> r/34- 



05 

98 



9t) 



f/34- 



95 



9t) 



c?8 4- 



98 

aF„ aF„ aF, 

Führen wir ferner zur Vereinfachung für die partiellen Differenzialquotienten 
die folgenden Bezeichnungen ein: 

9F, 



(114) 



'^^ 9j ' 

aFg 

9s 

aF, 

95 

aF. ' 



«« = -ä^ 



*^-"aT' 

, 9F, 

aF„ ' 



aF, 

98 
9/^1 

^^ = T8-' 



c, = 



dF. 



8B 






9 

? 



so erhalten wir endlich: 

r/I, =a, ^54-*! rft)4-c, rf84 , 

^Ii = «8 ^^J 4- Äj rft) 4- c, ^3 4 , 

rfl, = a., ^5 4- Ä 3 f/t) + C3 rf8 4 , 



(116) 



^^K = «n ^'5 4- Ä^ f/9 4- c^ c/8 4 

Die Formeln (110) gehen sodann zuerst über in: 

Vi = Ii 4-rfIi — ^i, 

^8= Is4-f/Ia — A3, 



und wenn die Unterschiede zwischen den NUherungswerthen I,, Ij, I3, .... I^ 
der beobachteten Gröfsen und den vorliegenden Beobachtungsergebnissen Ai, X,, 
^81 •••. >t^ mit /, , /2, /»»•••'/» bezeichnet werden, also 
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Vermittelnde Beobichtangen. 



n. T. IV. A. 



(115) 



gesetzt wird, Über in: 






fl = Is -~"^8l 



• 1 

«9 



(117) 



Die Gleichungen (116) und (117) bezeichnen wir als umgeformte Fehler- 
gleichungen. 

Beispiel 1: Zur Aufstellung der umgeformten Fehlcrgleichungen bilden 
wir zuerst die partiellen Differenzialquotienten von 



nach ;c und 9, womit wir erhalten: 



(114) 



a 



= 85-= -g - = -0,677, 



ÖF, 






5 — a:. 



rta = -7: — = 



= -0,908, 
= + 0,105, 






-?^i-9^yi--4.0 735 



9Fs t)-.V3 



^'--eiT" 8, 



— 0,420, 
= -0,996, 






^ ^-5 = 4-0,983. 



(115) 



Ö9 8» 

Sodann bilden wir die Unterschiede /,, /,, /,,, z^, f\ zwischen den genäherten 
Werthen der beobachteten GrÖfsen und den Beobachtungsergebnissen wie folgt: 

/, = g , — Ä, = 331,64 — 331,60 = + 0,04 , 
/j = 8 j — «, = 272,06 — 272,00 = 4- 0,06, 
/3 = 83 - 8., = 247,40 - 247,10 = 4- 0,30, 
A = 84 - «, = 269,09 - 269,50 = — 0,41 , 
f^=rd^ — 8^ = 416,25 - 416,70 = — 0,45 , 

Probe : 6,44 — 6,90 = — 0,46 . 

Damit ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 

f/8, = fli cfj + 6, d9 = — 0,677 cl^ 4- 0,735 t1i) , 
(/82 = «2 (/5 4- bt dl) = — 0,908 f/j - 0,420 dr), 

(116) \ f/83 = «8 ^/£ + ^3^/9 = -*- 0,105 f/5 — 0,996 f/xj, 

r/84 = «4 J5 4- /^4 </9 = 4- 0,994 r/j 4- 0,11 1 di) , 
r/8 5 = «5 f/ j 4- ^6 rf9 = 4- 0,186 rf j 4- 0,983 r/9, 

Vi=/i + ^Ii = + 0,04 4-e/8,, 
«'s =/f + «/la = + 0,06 4- rf8, , 

(117) { üs=/8 + </l3 = + 0,30 4-rf83, 

»4=A + r/l4 = -0,41 4-^84, 
»6 =/5 + f/Ift = — 0,45 4- d»t, . 

2. Die Zahlenwerthe der partiellen Dißerenzialquoticnten a,, ai, a,, •••0|,; 
/'n /'ti Äsi ••• *«i <*M '^a? ^a> •••^«1 können je nach Lage des Falles in ver- 
schiedenartigster Weise ermittelt werden : Wenn die Gleichungen (US) linear sind, 
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können die Zahlenwerthe der Differenzialquotienten ohne weiteres aus diesen 
Gleichungen entnommen werden, da sie gleich den Faktoren sind, womit die 
Näherungswerthe $, 9, g, ... in diesen Gleichungen auftreten; im Übrigen können 
die bezeichneten Zahlenwerthe mit Grell ersehen oder anderen Rechentafeln, aus 
graphischen Tafeln, mit vier- oder fünfstelligen Logarithmen, logarithmischen 
Rechenschiebern u. s. w. ermittelt werden. 

Mit welcher Genauigkeit die Zahlenwerthe der Differenzialquotienten bestimmt 
werden mUssen, ist, wenn hierfür die Erfahrung nicht bereits genügenden Anhalt 
gewährt hat, am einfachsten durch die praktische Probe zu entscheiden, indem 
festgestellt wird, ob die nach den Formeln (116) berechneten Zahlenwerthe von 
r/Ii, dl|, (ils, ...dl„ in genügender Weise mit den Unterschieden übereinstimmen 
zwischen den nach den Formeln (109) und (HS) berechneten Werthen von L,, 

3« Die Zahlenwerthe der nach den Formeln (115) erhaltenen Unterschiede 
/m /s7 /8i •••/« zwischen den genäherten Werthen der beobachteten Gröfsen und 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen gewähren einen Anhalt einerseits dafür, 

ob die genäherten Werthe j, 9, 5, der zu bestimmenden Gröfsen genügend 

genau sind und ob die daraus abgeleiteten Näherungswerthe I,, Ig, I.,, ...I„ mit 
groben Fehlern behaftet sind, andererseits dafür, ob die Beobachtungsergebnissc 
A,, A,, A„ ... l^ mit groben Fehlern behaftet sind. Wenn aufftillig grofse Zahlen- 
werthe von /i, /j, /a? •••/n vorkommen, d. h. wenn solche Werthe vorkommen, 
die etwa den dreifachen Betrag der für die Beobachtungsergebnisse zulässigen 
Maximalfehler übersteigen, empfiehlt es sich, die vorhergegangenen Rechnungen 
und nöthigenfalls die Messungsergebnisse sorgfältig zu prüfen. Falls es sich 
hierbei herausstellt, dafs die auffallende GrÖfse der Zahlenwerthe von /, , /,, /g, . . ./^ 
nur von Messungsfehlern herrühren kann, so kann es, wenn nicht ganz augen- 
scheinlich ein grober Fehler vorliegt, zweckmäfsig sein, zunächst die Rechnung 
doch zu Ende zu führen und erst nach Abschluss der Rechnung zu entscheiden, 
ob und wie die Nachmessungen auszuführen sind. 

§ 26. Endgleichungen. 

!• Nachdem die Näherungswerthe der zu bestimmenden Gröfsen ermittelt 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch die umgeformten Fehler- 
gleichungen (116) und (117) als lineare Funktionen der den Näherungswerthen 
S, 9, 3, .... noch beizufügenden kleinen Gröfsen d^^ dr)^ r/5, .. .. dargestellt sind, 
mUssen wir die Gröfsen r/j, rfg, rfj, .... nunmehr so bestimmen, dafs unsern 
Grundsätzen gemäfs die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ViVpT, v^YpI, v^^^^ ^niPn'> ^^^^ 

ein Minimum wird. 

Um dies auszuführen, vereinigen wir zunächst die Gleichungen (116) und (117) 
je zu einer Gleichung: 

V , = a , f/5 4- Ä , t/t) + c , r/3 H h /i , 

r8 = 08c/5 + Ä,(/9 4-c,e/3H 1-/2, 

V3 = «af/j -h bidr) 4- caf/3 H h/s» 

7 

^n = «n ^^i* + ^n^'9 + <?n ^3 H h/^. 

und bilden die Quadratsumme [pvv] wie folgt: 
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+ PiCiCid^d^-] h2p,c,/,c?8 



4- 

+ Pififiy 



+ Pififiy 

PlViVf=^p^ntald^d^-\-2pia^f)^d^d^-\-2piatC^d^d^'^ H2/?sai/'if^5 

+ Pibfbtdl)dT)-^2pihiC^dl^di-\ i-^ptb^f^dl^ 

+ PiCiC^d^di-i h2p2Ca/"irf8 



+ Ptftft, 



P3V^V:^ = P:ia:^a:^d^d^-{■2pzaib:id^d^-\-2p^asCnd^d^-^ \'^p»asf2^1i 

4- Ptib:,b^dr)dx) 4- ^p^b^c^dT^ f/g H h ^p^b^ifidt) 

4- PsCzCn d^d^-^ h 2p.,Ca/:, 



4- f'sCsCs c/g </3 H ^- ^P^Cüfiidi 

4- 

4- Pifzfii 



Pn^\'\ ='Pn''n^n^l'^T^ + 2p^aJ^d^dx) 4" ^p^a^cj^di -\ 4 2p^aJ^d^ 

[prr] =^ \paa\dldl + 2[pa^>]r/5c/t| 4- 2[pac]r/j(/8 H H2[pa/]f/5 

+ [pÄÄ]e?9f/i) 4- 2[p6cl(/t)(/8 H h2[f)Ä/Jr/i) 

4- [pcc]r/8(/8 H h2[pc/]rf3 

' + [P//].' 

Diese Quadratsumme wird zu einem Minimum fÜrdieWerthe vonrf5,rf9,f/g,.... 
die wir erhalten, wenn wir ihre partiellen Differenzialquotienten nach J$, (/q, Jg, . . . . 
bilden, diese Differenzialquotienten gleich Null setzen und die sich damit ergebenden 
Gleichungen nach ef^*, c/q, (/g, .... auflösen. 

Die partiellen Differenzialquotienten nach ef^;, t/^, (/g, .... sind: 
^8^^^^=^f^''*l^^"^^f''**l'^^"^^f^^'J^3 4-.--.4-2 

Setzen wir diese Differenzialquotienten gleich Null und dividiren durch 2, so 
erhalten wir: 

[paa\ dl 4 [pab] dl) -{-lpnc]d^-\ h [paf] = 0, 

(118) { [pab]dl-i-lpbb]dX)-i-[pbc]d^'^ h[pV]=0, 

[pac]dl + [pbc]dr)-{-[pcc]d^-i h[/>c/l=0, 

Diese Gleichungen, durch deren Auflösung r/y, rfg, ^/j, .... erhallen werden, 
bezeichnen wir als Endgleichungen. Ihre Anzahl ist immer gleich der Anzahl q 
der GrÖfsen f/y, f/ij, r/g, ...., und es ergehen sich daraus immer bestimmte 
Werthe der Gröfsen r/j, dt), c^j, ...., wenn die vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse Überhaupt zur Bestimmung der gesuchten Gröfsen genUgen. 



§26. 



Endgleichungen. 
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2. Die Berechnung der Zahlenwerthe der Faktoren der Endgleichungen 
lpaa]y Ipab], [pac], ...., [paf]; [pbb]y [pbc], .... [pbf]; [pcc], .... [pcf]; .... 
erfolgt meistens am zweckmäfsigsten und genUgend genau mit Grelle 'sehen 
Rechentafeln, mit logarithmischen Rechenschiebern oder Quadrattafeln. Nur in 
aufsergewöhnlichen Fällen kann es geboten sein, ihre Berechnung mit Logarithmen 
oder der Thomas'schen Rechenmaschine mit gröfserer Genauigkeit auszuführen^ 
Ob die Berechnung genUgend genau ist, ist zu erkennen durch eine später (im 
§ 29, Nr. 11) zu besprechende Probe dafür, dafs Ipvv] direkt aus den Abweichungen 
A» /i» /»> •••• fn ^^^ ^"s ^^^ wahrscheinlichsten Werthen »i, »j, v^^ .... v^ 
der Beobachtungsfehler genUgend Übereinstimmend erhalten wird. 

3. In den Endgleichungen kommen die Faktoren [pab]^ [p^c], .... 
[pÄc], .... doppelt vor. Um in gröfseren Rechnungen diese doppelte Anführung 
der bezeichneten Faktoren zu ersparen; kann die folgende schematische Schreib- 
weise der Endgleichungen angewendet werden: 



(119) 



dS 


rft) 


di 






[paa] 


Ipab] 


[pac] 




rfS + [pa/]-0, 




[pbb] 


[pbc] 




rf>)+-[p*/]=o, 






Ipcc] 




rf8 + [pc/]=0, 

















Hieraus ergeben sich die Endgleichungen in der Weise, dafs die stark dar- 
gestellten Linien verfolgt und zu den rechts von diesen Linien stehenden Faktoren 
die in derselben Zeile rechts der feinen Vertikallinie stehenden Gröfsen (/y, c?;), rfg, ..., 
zu den oberhalb der starken Linien stehenden Faktoren die in derselben Spalte auf 
der feinen Horizontallinie stehenden Gröfsen J$, e/t), efj, .... genommen werden. 

Beispiel 1: Die gegebenen Gewichte p^ und die im § 25 erhaltenen 
Faktoren a^, ä„, f\ der umgeformten Fehlergleichungen sind: 



Pi = 5,41, 
j». = 6,93, 
P3 = 5,16, 
P4 = 6,93, 
p» = 2,60, 



a, = — 0,677, 
a, = — 0,908, 
08 = +0,105, 
a^= + 0,994, 
aj = 4-0,186. 



i, = 4-0,735, 
*, = — 0,420, 
63 = — 0,996, 

*4=4-o,in, 

*5 = 4-0,983, 



/, = 4-0,04, 
/. = + 0,06, 
/3 = + 0,30, 
A = ~.0,41, 
/5 = -0,45. 



Hiermit erhalten 


wir 


die Faktoren der Endgleichungen wie 


folgt: 








\^. 


flVp- ' ^V?'- 


n'p- 


paa. 


pab. 

1 


paf. 


pbb. 


1 

pbf. 


P. 


2,33 




1,58 


+ 


1,71 


+ 


0,09 


2,50 


1 
1 


2,70 


1 

1 


0,14 


2,92 


+ 


0,15 


P2 


2,63 




2,39 


! — 


1,10 


+ 


0,16 


5,71 


+ 


2,G3 


1 


0,38 


1,21 


— 


0,18 


P. 


2,27 


+ 


0,24 


— 


2,26 


+ 


0,68 


0,06 


1"" 


0,54 + 


0,16 


5,11 


— 


1,54 


P4 


2,63 


H- 


2,61 


+ 


0,29 


— 


1,08 


6,81 


• 


0,76 


1 


2,82 


0,08 




0,31 


P, 


1,61 


+ 


0,30 

1 


+ 


1,58 

1 




0,72 


0,09 


+ 


0,47 


— 


0,22 


2,50 


— 


1,14 


15,17 


+ 


0,62 


1 


3,40 


11,82 




3,02 



Die Endgleichungen sind demnach: 



(118) 



I 



4- 15,17(^5 4- 0,62 (/9- 3,40 = 0, 
+ 0,62 r/s 4-1 1,82 (/9- 3,02 = 0, 



KolU 
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oder nach Schema (119): 



(119) 



^5 


dt) 




4- 15,17 


+ 0,62 


rfS~ 8,40 = 0, 




+ 11,82 


rfg — 8,02 — 0. 



§ 27. Auflösung der Endgleichungen und Berechnung der wahrschein- 
lichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. Die Auflösung der Endgleichungen erfolgt zweckmäfsig in allen Fällen 
nach einem einheitlichen fest geregelten Verfahren, ßehufs Entwicklung dieses 
Verfahrens führen wir folgende Bezeichnungen ein: 



a, =[paa]^ 



(ISOa) 



b, ==lpab], 



Ci = [pac], 
C8 = [;'cc], 



• • • • 



• • « • 



(lÄO b) 



», = 6,-^-^6,, 



®, = Cj- -Cm 

6, = c,-|ic. -!-•©„ 




fi = [pa/], 
f. = [pc/"], 

» 



S2 = fl r~fM 

58 = f3-5|f,-^-|52, 



(121) 



•) 

Mit Einfuhrung der Bezeichnungen (ISO») wird zuerst aus den Endgleichungen 
(118), die wir fortlaufend mit (l*), (2*), (3*),.... nummeriren: 

( {!*): a,f?5 + 6,(fxj-*-c,rf8H f,=0, 

J (2*): b,rfs + b,f/t) + c,^3H fs = 0, 

I (3*): c,rf5+C8rf94-C3rf3-^ fs = 0, 

Wir verfahren nun wie folgt: 

1. Wir eliminiren die erste Unbekannte fl?j aus den Gleichungen (1*) und (2*), 

indem wir Gleichung (1*) mit multipliziren und dann zu Gleichung (2*) 

addiren, womit wir nach (ISOb) erhalten: 

(2*): b,rfj+ b,rft)4- c.rfaH h fj = 0, 

-|i(l»):-b.^5-|ib,rf9-ä-^.rf8 ^f.=0, 



(II): 



2^9+ ®iC?3H H t?i = 0. 



2. Sodann eliminiren wir die zweite Unbekannte, indem wir zuerst zu 
Gleichung (3*) die mit multiplizirte Gleichung (1*) hinzufügen, womit rfj 

herausfällt und der Faktor von dx) gleich c« ^b, = ®o wird, und indem wir 

Ol 

dann noch die mit —^ multiplizirte Gleichung (II) hinzufügen, womit auch d^ 
herausfUllt, so dafs wir nach (120b) erhalten: 



*) Aus den hier eingeführten einfachen Bezeichnungen ergeben sich die üblichen Gaufs 'sehen 
Bezeichnungen folgendcrmafsen : 

Den Buchstaben unserer Bezeichnung wird als zweiter Buchstabe der beigesetzt, der in der Reihen- 
folge des Alphabets die Stelle einnimmt, die durch den Index unserer Bezeichnung angezeigt wird; wo 
in unscrn Bezeichnungen grofse Buchstaben stehen, wird noch eine Zahl beigesetzt, die um Eins kleiner 
ist als der Index, sodann werden die Summenklammern hinzugefügt. Demnach ist z. B.: a}~[nn] 

hi = [ab] f, = [«/]; l>-2 = [0h\ f, = Ifr/^J; iJ, = [6/».lI, (&, = l'»r.lj,...., 5. = l6/-lji 

tS3 = lcc.t>l di = {cf'2] 
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(3*): c,(/j+ Cjcftj-f- c.,(/3H h f8 = 0, 



- 1^(11): 



- S2^9-|-®«rf8 



©8 



S. = o, 



(III): ©5^8 + ••••+ t?« = 0. 

3. In dieser Weise fahren wir fort, indem wir zu den Gleichungen (4*), 
(5*), .... solche aus den Gleichungen (!•), (II), (III), (IV), .... folgende Gleichungen 
hinzufügen, die bei Aufsummirung aller Gleichungen die Faktoren der Unbekannten 
d^', c/^i 6^3, ... . nacheinander zu Null machen, womit wir schliefslich eine Gleichung 
erhalten, die nur noch eine Unbekannte enthUlt. 

4. Zur Gewinnung eines bessern Ueberblicks stellen wir das bisher entwickelte 
hier zusammen: 

(l*): ja,c/5 4- h,di) 4- c,rf3H h fi=0, 

(2*): b,d5-t- h^dj) H- Cj^aH h ^ = 0, 



Ol W| Ol 



-^^■=«' 



(II): 



»,</») + e.rfaH h 3f«=o, 



(3*): c, rfj+ c,dy 



Ol ' 

|- (") = 

*t>2 

(III): 



Ol 



4- CarfSH 1- f. = 0, 

0, 



^-"^» 






e.rfB- 






=0, 



©srfSH H ^3=0, 



I 



Die Gleichungen (1*), (II), (III), . . . .: 

airfs4- bi rf»)+ c, rfa + 



I 



. • • ■ 



f.==o, 

ga = 0. 



bezeichnen wir als reduzirte Endgleichungen. 

5. Aus den reduzirten Endgleichungen ergeben sich die Unbekannten r/^, 
r/9, r/5, .... nach: 



(183) 



rf8 = ^-1 






f, 



(/5 = -^r/9--^r/8 A. 



6. Die praktische Durchfuhrung der Auflösung nach den entwickelten Formeln 
erfolgt zweckmUfsig in einem für alle Fälle in gleicher Anordnung brauchbaren 
Rechenschema. Ein solches Rechenschema ergiebt sich ohne weiteres, indem wir 
die einzelnen in Nr. 4 untereinander stehenden Teile nebeneinander stellen, das 
links von den eingetragenen Vertikallinien stehende, fUr die Erlangung der 
Rechnungsergebnisse unnöthige weglassen und die Berechnung der Unbekannten 
nach den Formeln (1Ä3) in vertikaler Anordnung hinzufügen. Wir erhalten damit: 

7* 
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(1Ä4) 



[paa] 


[pab] 


[pac] 


• • a • 


[pa/1 


Ipbb] 


öl 




hl 




Ci 




• • • • 


f. 




->• 

Ol 

= ». 


t 






ai 




Ci 

ai 




• • • • 


_f. 
«1 

Ol 


• • • • 







Beispiel 1: Die Auflösung der im §26 erhaltenen Endgleichungen gestaltet 
sich nach Nr. 4 wie folgt: 

(!♦): a^d^-h b^rfi^-H fi = + 15,17 e/g 4- 0,62 rft|— 3,40 = 0, 

(2*): b,rfs4- f>%dj)-h U =+ 0,62 ^5 + 11,82 rft) — 3,02 = 0, 

-^(n = -0,041(n:-b,rfs-^B,rft|-^^=- 0,62(/5- 0,03^9+0,14 = 0, 



(lÄÄ) 



(11): »3^9+ Sa = 

Demnach sind die reduzirten Endgleichungen: 

a^d^-hiid^-h f, = + 15,17^5+ 0,62^9 — 3,40 = 0, 
»a «?t) + 3f j = + 11,79 cft) — 2,8S = 0. 



+ 11,79^9-2,88 = 0, 



(1Ä3) 



Hieraus ergeben sich die Unbekannten r/g und dt) wie folgt: 

rf9 = -|| = + 0,244, 

rfj = — !^ ^9 — -^ = — 0,0 1 + 0,224 = + 0,2 14 . 
Nach dem Schema (124) ist die Auflösung: 



öl 


+ 


15,17 


61 


+ 


0,62 


f. 





3,40 


0, 


+ 


11,82 
0,03 


f. 
0/' 


+ 


3,02 
0,14 


1 






0, 




0,041 


f. 

Ol 
Ol 


+ 


0,224 
0,010 


+ 


11,79 


+ 


2,88 
0,244 


+ 


0,214 


ef9 = 


5. 



2« Aus den durch Auflösung der Endgleichungen gewonnenen Werthen 
von d^j dr)j d^^ . . , , und den Nüherungswerthen 5, 9, 3, . . , . erhalten wir 
nunmehr die wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen nach: 

y = 9 + rf9. 



(Ul) 



Beispiel 1: In unserm Beispiele erhalten wir die wahrscheinlichsten Werthe 
der zu bestimmenden Koordinaten x y des Punktes Pzu: 



§ 27. Auf Ids. d, Endgleichungen u. Berechn. d. wahrsch. Werthe d. zu bestimmenden GrÖfsen. iOl 



Ipbc] 




Ipbf] 


[pcc] 




[pc/l 




«1 
-6. 






f. 

= 5. 




-6s 






f. 

-5. 






6, 

»5 






5» 


■ a • ■ 








5. 


• • • • 






r a? = 5 + f/j = 6 323,70 + 0,21 = 6 823,91 , 
^^**^ |y = t| + rf9=2 306,00 + 0,24 = 2 306,24. 

3. Um die Entwicklung des Rechenschemas ftir die Auflösung der End- 
gleichungen für eine gröfsere Zahl von Unbekannten weiter zu erläutern, fUhren 
wir noch die Auflösung von 5 Endgleichungen mit 5 Unbekannten: 

( l*) : a , </$ -t- b , rft) 4- c , r/3 4- b , (/o + c , rftD + f , = 0, 
(2*): b, d^-i-f)idr)-h c, rfg-H bjrfo + Cj rfro 4- fi = 0, 
(3*): c, rfj + c, rfi) 4- Ca f/8 4- b,» rfo + e, dm + fs = 0, 
(4*): b , rfj 4- b , rfri 4- b, rfa 4- b^ rfo 4- e^ (/n) 4- f 4 = 0, 
(5*): e, </$ 4- ej rfi) 4- ea c/g 4- c^ rfo 4- e^ r/ro + f ^ = 
nach den unter Nr. 1 entwickelten Regeln durch und fügen das sich danach ergebende 
Rechenschema mit Weglassung der Spalten fUr die Eintragung der Zahlen bei: 

a) Auflösung der Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 



(!•): 


a,ds 


+ B.rft) 


4- c, rfa 


4- b, rfö 


4- eidro-h f, =0, 


{2»): 


B.dS 


+ Bjrfi) 


4- C2C?3 


4- bjrfo 


4- c,rfn)4- ft=0. 


-^(1-): 


-B.rfs 


»1 


-k"" 




;;e..» J;f.-o, 


(II): 




^idi) 


4- ©2^8 


H- 2),rfo 


4- ®arfw4- S2 =0. 


(3'): 


Ctrfj 


4- Cjrfti 


4- csrfa 


4- b.,rfo 


4- e,rfn)4- ft =0, 


'' (!•): 


— t,ds 


^'b.rf. 


a, '• "» 


--^b,rfo 
«1 


-^eidn)--^f, =0, 
«1 »i 


-I-; <")^ 




- dfdt) 


-6..a 




-^^®,rf«)-|*gf.=o, 


(III): 




eac?8 


4- a).,rfo 


4- ®srfw4- l?3=0. 


(4*): 


b.rfs 


4- bj(/t) 


4- bjcfg 


4- b^rfo 


4- C4rfn>4- f4 =0, 


-^(n: 


-b.ds 


l;b..9 


-J^c.rf, 


^'b,dt> 

Ol 


«:«""» Sif- «' 


i; ^")= 




— a)86?X) 


-l;^.., 


^*3),rft) 


-|i®,rfn)-||3f, -0, 


-|'("I) = 






— 2)3^3 


— c^»^- 


J;e.d«. |;s.-o, 


(IV): 








2)4^0 


H- 64^»+ 54—0, 
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©4 

2). 



(11) 
(III) 

(IV) 
(V) 



e, rfj + ejrfg 4- e, rfj + c^rfn 
»i "i »1 



- ©3^3 






®idD 



~-fi =0, 



öl 



@,, 






= 0, 

-^-ü®,rf«.-^^5, =0, 

= 0, 






6: 



-J^«.-.-!^». 



5rfn)4- gft =0. 













b) R< 


schenschema 


für die 


Auflöi 


>ung der 


[paa] 


^ 1 

[paö] lpac]'[pad] [pae] 

1 

t 


[/>«/■] 


1/.6Ä] 


[pbc] 


[pbd] 


[/>*e] 


ip''f] 


Ol 


B. 


Ci b, c, 


f. 


b, ' c, 


ba Cs 
Ol ' 0, ' 


f. 
0/' 


• 


öl 


öl 


b. 

Ol 


Ol 


fi 

Ol 

*'rfJO 
0, 

a, 
0. ■" 


Ol 


1 «' 


= », 


= 6, 


= ®, 


— ®a 


-5. 1 




f 


35, 
«, 

1 




5. 


= d5 


= dt) 

1 
1 



§ 28. Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungs- 
fehler, sowie der mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beob- 
achtungsergebnisse, *) 

1. Die wahrscheinlichsten Wenhe der Beobachtungsfehler Vi^v^^v^^ 
erhalten wir nach. den Fehlergleichungen 

( Li = F, (x, y, z, . . . .), 
L>i = F^ (j, y, ;;,... .), 



V. 



(109) 



(110) 



t'i = L, — Aj, 

Ö8 = L, — i,, 

^3 = ^3 — ^3» 



««=^«—-^1.1 



L^= F^ (j:, y, ^, . . . .), 

indem wir zuerst mit den nach den Formeln (111) erlangten wahrscheinlichsten 
Werthen j;, y, z^ .... der zu bestimmenden Gröfsen die wahrscheinlichsten 
Werthe L,, Lj, L,, . . . . L„ der beobachteten Gröfsen nach den Formeln (109) 
berechnen und dann nach den Formeln (110) die Unterschiede zwischen diesen 
Werthen und den Beobachtungsergebnissen l^^ i|, A3, . . . . A bilden. 



*) Die mittleren Fehler und Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden 
Gröfsen und der Funktionen von solchen werden im VII. Abschnitt behandelt. 



§ 28. Berecho. d. wahrsch. Beobachtitneafehler u. mittl. Fehler d. Beobachtungsergebnisae. 103 



Aus (V) 
aus (IV) 
aus (III) 
aus (II) 
aus (l*) 



rftD = — S- 









dl 



G, 



ö. 



:; "• 






6» 



*dm 
dxo 



''-dm 
»1 



fi 



Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 



[pcc] 

! 


[ped] 


1 


I/"7l 


[pdd] 


: [;,rfe] 


Ipdf] 


Ipee] 


[/"/■] 


1 


b. 


eo 


f. ' 


b. 


«4 


U 


«5 


u 


0. ' 


Ol ' 


-^^ 


--'f. 

Ol 


0| 


Ol 


-o.f- ' 


1 :■■■ 

1 a, 


o/' 






-k^' 






6, ' 


25.^ 1 
-25.1« i 






1 

-6. 


= 25, 


-e. 


-%. 






3), 
6. 






-25, 


-e. 


-5i ■ 


35", <^* 






35, 


5* ■ 

2)4 , 


-e. 


-5» 








^ 3 1 






— ~ (IXO 

^4 


1 

(/» — 




1 


-^'3 1 


= rfo 



Beispiel 1: Unsere im § *23 gewonnenen Fohlergleiohungen sind: 

i «'1=5. 



(109) 



Ä. = V(x-x.)» + (y-i,,)* 

s, = v(7^:^)' + (j^y;y- 



(110) 



-«1. 

< t's = S3 «Jj 

», = 5, — »,, 
p» = 04 — (»• 



Hiernach erhalten wir zuerst mit den im § 27 erlangten wahrscheinlichsten 
Werthen j:= 6 323,91, y = 2306,24 der Koordinaten des Punktes P die wahr- 
scheinlichsten Werthe Ä,, 5,, 5,, 5^, iS» der Streckenlängen: (Siehe Seite 104.) 

Mit diesen wahrscheinlichsten Werthen der Streckenlängen ergeben sich die 
wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler zu : 

Vj = S,—s^ r= 331,67 — 331,60 = + 0,07, 

r j = 5t ~ «a = 271,76 — 272,00 = - 0,24, 

(110) I r, = 53 — »8 = 247,18 — 247,10=4-0,08, 

»4 = ^4 — »4 = 269,32 — 269,50 = — 0,18, 
Vi=S^ — 8^ = 416,52 - 416,70 = - 0,18 , 

6,45 — 6,90 = — 0,45 . 
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X. 

Jx = x — x^. 




Jx Jx* 

JyJy. 

S^^JxJx-hJyJy- 


S. 


p^ 
p* 

Pz 

i 

1 

1 
1 

i ''* 

Pt 


6 323,91 

6 548,30 

224,39 


2 306,24 

2061,99 

244,25 


503 50 

5 96 58 

1100 08 


331,67 


6 323,91 

6 570,58 

246,67 


2 306,24 

2420,30 

114,06 


608 46 
13010 
7 38 56 


271,76 


6 323,91 

6 297,72 

26,19 


2 306,24 

2 552,03 

245,79 

1 


6 86 
604 13 
6 10 99 


247,18 


6 323,91 

6 056,29 

267,62 


2 306,24 

2 276,00 

30,24 


716 21 

914 

7 25 35 


269,32 


6 323,91 
6 246,43 

77,48 


2 306,24 

1 896,99 

409,25 


6003 

16 74 85 

17 34 88 


416,52 






1 


1 

1 



2. Ferner erhalten wir die wahrscheinlichsten Werthe der ßeobachtungs- 
fehler auch mit den durch Auflösung der Endgleichungen erhaltenen Werthen 
von rfj, rfx), rfj, .... nach den umgeformten Fehlergleichungen: 



(116) 



dU = 
dU = 
dU = 


= aid^-hbi 


rfX)4-Cj 
idr)-\-Ci 

dt) -+■ Ca 


^8 + 
rf8 + 
rf8 + 


» • • • 
1 • • • 
■ • • • 


dln- 


= a,rfj + Ä, 


^dr)-\-c\ 


,rf»+ 


1 • • • 



(117) 



Vi=fi'^dli, 

» 



indem wir zuerst mit den Aenderungen d^^ cft), cf), .... der Näherungswerthe 
der zu bestimmenden Gröfsen nach den Formeln (116) die ihnen entsprechenden 
Aenderungen ^Ij, «?I|, dl^j .... dl^ der N'äherungswerthe der beobachteten 
Gröfsen berechnen und diese zu den nach den Formeln (115) erhaltenen Ab- 
weichungen zwischen den Näherungswerthen der beobachteten Gröfsen und den 
Beobachtungsergebnissen addiren. 

B e i s p i e 1 1 : Unsere im § 12 gewonnenen umgeformten Fehlergleichungen sind : 



(116) 



rfgj = — 0,677 dg 4-0,735 rfx), 
rfg j = — 0,908 6?5 — 0,420 rft) , 
rfg3 = + 0,10odx — 0,996 rf9, 
rf8^ = + 0,994^5 + 0,111^9, 
Ug^ = -t- 0,186 dg + 0,983 dt), 
-0,300 +0,413 



(in) 



üi== + 0,04 + dgi, 
t;, = 4.0,06 4-c^ßa, 
»3 = +0,30 4-d88, 
t?4 = — 0,41 + (/««, 
t;6 = — 0,45 4-rfg5. 
-0,46 



Hiernach erhalten wir mit den durch die Auflösung der Endgleichungen 
gewonnenen Aenderungen rfj = + 0,21, rf9==4-0,24 der genäherten Koordinaten 
die ihnen entsprechenden Aenderungen d^i^ d^i-) ^^s) d^^y d&t, der genäherten 
Streckenlängen und damit die wahrscheinlichsten Werthe Vi, v^^ t7s, t?«, v^ der 
Beobachtungsfehler : 



§ 28. Bercehn. d. vihrith. BeobichtDn(ihhler a. mlttl. Fehler d. BeobicIilungiereebDii 



orfs + 6rf9 = rf«. ] 




0,142 


+ 


0,176 


+ 


OflSlI 


— 


0,191 


— 


0,101 


— 


0,292, 


+ 


0,022 


— 


0,239 


— 


0,217 


1 + 


0,209 


+ 


0,027 




0,236 


4- 


a039 


+ 


0,2ä6 




0,275 


- 


0,063 


+ 


0^099 


+ 


0,036 



, 


+ d» ^ V. 




+ 


0,040 


+ 


0,031 + 


0,074 




1 + 


0,060 




0,292 , - 


0,232 




.+ 


0,300 


— 


0,217 


+ 


0,08a 




,— 


0,41ü 


+ 


Ü.236 




0,1/4 




— 


0.450 


-H 


0,275 


— 


0,175 




- 


0,460 


- 


0,086 


- 


0,424 





Die richtige Bildung der Zahle nwerthe ist durch die Summenprobe gesichert. 
Die unter No. 1 fUr »i, O], o,, Ui, cg erhaltenen Werthe stimmen mit den hier 
erhaltenen bis auf die durch die unvermeidlichen Rechnung: ungenau ig keilen be- 
dingten Abweichungen in der letzten Dezimalstelle Uberein. 

3. Mit den nach den Formeln (109) und (110) oder (116) und (117) erhaltenen 
Werthen ti,,vtiV, .... v^ und den Gewichten p ,, p,, pi . . .. p^ der Beobachtungs- 
ergebnisse erhallen wir ferner die Quadratsumme [pvv] der auf die Gewichts- 
einheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler und 
damit den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Grundformel (47): 

(185) m-il/Ejin, 

worin ndie Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse,;die Anzahl derzu bestim- 
menden GrOfsen,»— 9 also die Anzahl der Überschüssigen Bestimmungen bezeichnet. 
Endlich ergeben sich die mittleren Fehler m,, m„ m^, m, der Beob- 
achtungsergebnisse ii, A,, Jlg, .1, nach Formel (3S) zu: 



-/i. 



„/i, ..-±„/i-., 



= ±m 



fk- 



(1*6) 

Beispiel 1: Die Quadratsumme [pvv] der auf die Gewichtseinheit zurtlck- 
gefUhrten wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler ergiebt sich wie folgt: 

Hiermit wird der mittlere Fehler m der 

Gewichtseinheit oder einer unter mittleren 
Verhältnissen gemessenen Strecke von 822 m 
I-ange;-) ^__ 

,/T^_^,/Ö;723 



(185) tr 



= ±0,49>ii, 



^_±a49/jJj 



woraus sich der minlere Fehler m,« einer 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen 
Strecke von lOO" LSnge, deren Gewicht 
p,oa=- 14,8 ist,**) ergiebt zu: 



(30) m,o, = ±tn 

während sich die mittleren Fehler n 
**i *t> ** ergeben zu: 
(M6)™, = ±^ = ±0,21n., 

_ . 0,49 
_^_^^ ™*~'^2,63'" 

•) Die hier ei 

damil die folgenden 

-) VergL S S», 



±{^13", 

i der Streckenlangen i 



2,63 



±^ = ±0,30-. 



it dj = -HO^U, d4 = H- 0.14t genau berechDel, 



106 Vermittelnde Beobachtungen. IL T. IV. A. 

§ 29. Rechenproben. 

1. Zur Vermeidung von Rechenfehlern, die bei der praktischen Durchfuhrung 
der Rechnungen nach den in den §§ 23 bis 28 entwickelten Formeln leicht unter- 
laufen, ist es nothwendig, die Richtigkeit der Rechnungen Schritt fUr Schritt durch 
Ziehung von Rechenproben sicherzustellen so weit dies ohne einen unverhältnis- 
m'äfsig grofsen Arbeitsaufwand thunlich ist. Die Teile der Rechnungen, wofür 
keine genügend einfachen Proben zu beschaffen sind, mUssen doppelt ausgeführt 
werden. 

Im folgenden werden die Rechenproben in der Reihenfolge besprochen, in 
der sie zur Anwendung kommen. 

ft. Für die NUherungswerthe $, 9, 5, .... der zu bestimmenden Gröfsen ist 
eine Probe nur insofern erforderlich, als festgestellt wird, dafs die ihnen nach den 
Formeln (tll) beizufügenden Werthe J;, dt)^ d^y .... verhUltnism'düsig kleine 
Gröfsen sein werden. Das w*ird in der Regel der Fall sein, wenn die sich 
nach den Formeln (115) ergebenden Abweichungen /,, /,, /a, .... /^ zwischen 
den genUherten Werthen Ij , I,, Ig, .... I^ der beobachteten Gröüsen und den 
Beobachtungsergebnissen Ai, Jls, A3, .... X^ verh'ältnismäfsig kleine Gröfsen sind, 
oder wenn diese Abweichungen etwa nicht Über den 3 fachen Betrag des für die 
Beobachtungsergebnisse höchstens zulässigen Fehlers hinausgehen. 

Kommen erheblich gröfsere Abweichungen vor, so kann dies herrühren, 
erstens von gröberen Unrichtigkeiten in der Ermittlung der N'äherungswerthe 5, 
t) , 5, ...., zweitens von groben Fehlern in den bei Ermittlung der NUherungs> 
werthe benutzten Beobachtungsergebnissen, drittens von groben Fehlern in den 
übrigen Beobachtungsergebnissen oder viertens von Rechenfehlern, die bei Be- 
rechnung der Abweichungen /, , /,, /,, .... /^, oder der hierbei zu benutzenden 
NUherungswerthe I,, I2, Is« •••« I„ der beobachteten Gröfsen untergelaufen sind. 
Welcher dieser vier Fälle vorliegt, lUfst sich in der Regel nach den Zahlen werthen 
der Abweichungen /, , /a, /»»•••• /« feststellen. Denn die gröfseren Zahlenwerthe 
der Abweichungen treten auf im ersten Falle sowohl bei den zur Ermittlung der 
NUherungswerthe s, 9, 5, .... benutzten Beobachtungsergebnissen, als auch bei 
den übrigen Beobachtungsergebnissen, im zweiten Falle nur bei den letzteren, im 
dritten Falle nur bei demjenigen, nicht bei Ermittlung der NUherungswerthe s, 9, 
2, .... benutzten Bcobachtungsergebnis, welches mit dem groben Fehler behaftet 
ist, und im vierten Falle nur bei demjenigen Beobachtungsergebnis, wofür 
die Abweichung /, oder der NUherungswerth I unrichtig berechnet ist. 

Beispiel I; In unserm Beispiele haben wir im § 25 nach den Formeln (115) 
die Abweichungen zwischen den NUherungswerthen der beobachteten Gröfsen 
und den Beobachtungsergebnissen gefunden zu /*, = -h 0,04, A = + 0,06, /"g = + 0,30, 
/*4 = — 0,41 , /*j = — 0,45. Die für die Beobachtungsergebnisse höchstens zulUssigen 
Fehler betragen etwa 0,4 in bis 0,6 in, es geht also keine der Abweichungen f über 
den 3 fachen Betrag der höchstens zulUssigen Fehler hinaus, woraus wir entnehmen, 
dafs die NUherungswerthe $ 9 der Koordinaten genügend sind und dafs weder in 
den Messungen noch in den Rechnungen ein gröberer Fehler steckt. 

WUre ein Fehler gemacht worden 

1. bei Ermittlung der NUherungswerthe ; t) der Koordinaten, so dafs beispiels- 
weise unrichtig $ = 6313,70 statt 6323,70 erhalten wUre, oder 

2. bei Messung der zur Berechnung von $ 9 benutzten StreckenlUngen, so 
dafs beispielsweise unrichtig «, = 321,6 statt 331,6 erhalten wUre, oder 



§29. 



Rechenproben. 
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3. bei Messung der nicht zur Berechnung von ^ i) benutzten Strecken- 
lUngen, so dafs beispielsweise unrichtig «, = 267,10 statt 247,10 erhalten 
w*äre, oder 

4. bei Berechnung der N'äherungswerthe i^i, i^t, .... ^5 der Streckenlängen, 
so dafs beispielsweise unrichtig iS, =338,49 statt 331,64 erhalten wUre, 

so würden sich die folgenden Zahlenwerthe für die Abweichungen f^^ /*!, .... ^ 
zwischen den NUherungswerthen d^, d,, .... ^^5, und den Messungsergebnissen 
«1, «t9 •••- ^ft ergeben haben: 





im 1. Falle 


im 2. Falle 


im 3. Falle 


im 4. Falle 


A - »9 - «> - 

fz — «8 *3 — 
A — «5 - *5 — 


4- 6,89 
4- 9,16 

- 0,55 

- 10,35 

- 2,20 


H- 0,02 
4- 0,03 
4-10,15 
4- 3,29 
- 8,79 


4- 0,04 
4- 0,06 

— 19,70 

— 0,41 

— 0,45 


-f 6,89 i 

-*-0,06 

4-0,30 

— 0,41 

— 0,45 



Aus diesen Zahlenwerthen hUtte dann in jedem Falle, wie leicht zu erkennen 
\st, auf die Quelle der zu grofsen Abweichungen geschlossen werden können. 

3. Für die Richtigkeit der nach den Formeln (112) zu berechnenden N'äherungs- 
werthe Ii, U, Is, . ... I^ der beobachteten Gröfsen wird nach Berechnung der 
wahrscheinlichsten Werthe a:, y, z, .... der zu bestimmenden Gröfsen eine durch- 
greifende Probe gewonnen, indem die wahrscheinlichsten Werthe L^, Lf^ Lg, • • • < //„ 
der beobachteten Gröfsen einmal nach den Formeln (109) und zum zweitenmal 
nach den Formeln (113) berechnet werden. Diese Probe kann aber erst am Schlufs 
der Rechnung gezogen werden, so dafs ein Fehler in der Berechnung der N'äherungs- 
werthe Ii, I3, I3, .... I^ durch diese Probe erst entdeckt wird, nachdem durch 
den Fehler ein grofser Teil der folgenden Rechnungen unrichtig geworden ist. 
Es empfiehlt sich daher, namentlich bei umfangreicheren und schwierigeren 
Rechnungen eine Probe einzuführen, die die richtige Berechnung der N'äherungs- 
werthe l,, Ij, I3, .... I^ sogleich sicherstellt Wie diese Probe zu gewinnen 
ist, mufs in jedem einzelnen Falle besonders festgestellt werden. 

Beispiel 1: In unserm Beispiele ist keine Probe für die Richtigkeit der 
Näherungswerthe g,, ^3, 83, 8^, 8^ eingeführt, weil keine durchgreifende einfache 
Probe gewonnen werden konnte, und der Arbeitsaufwand für eine weillUufigere 
Probe bei der Einfachheit der ganzen folgenden Rechnung nicht in richtigem 
Verh'ältnis zu dem Nutzen gestanden h'ätte. 

Es kann jedoch eine durchgreifende Probe gewonnen werden, indem die 
Richtigkeit der Bildung der Koordinatenunterschiede 5-0^, t)— y durch die 
Summenprobe sichergestellt wird, und indem die Näherungswerthe 8 der Strecken- 
Tangen aufser nach der Formel; S = y (5^ x) * -f- (9 — y)* noch einmal logarithmisch 
nach den Formeln: 



tgn== * , 



tgn^"^- 



y 



ä = 5__y oder: 
cosxi ' 



g = 



cosxi 



5 — x' 

berechnet werden, wobei die einen oder andern Formeln benutzt werden, je nach- 
dem 9 — y oder 5 — X den gröfsern Zahlenwerth hat. 
Die Rechnung hiernach ist: 
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(1Ä4) 



\paa\ 


[pab] 


[pac] 


• • • • 


[po/I 


[pbb] 


Ol 




b. 




c, 




• • • • 


f. 




bt 

~»2 








öl 




öl 




• • • • 


fl 

Ol 

Ol 
0, ^ 


• • • • 







Beispiel 1: Die Auflösung der im § 26 erhaltenen Endgleichungen gestaltet 
sich nach Nr. 4 wie folgt: 

(!♦): a,rfs+ birf9+ fi = 4- 15,17 </g + 0,62 fft)- 3,40 = 0, 

(2*): B,rf54- bjrfg-h f, =+ 0,62^5 4- 11,82^9— 3,02 = 0, 

-^(n^ 0,041 (n:-biJ5-.^B,d9-^f,=- Oß2d^- 0,03^9+0,14 = 0, 

4- 11,79 (/9 - 2,88 = 



(12«) 



(II): »,d9+5. = 

Demnach sind die reduzirten Endgleichungen: 

a, r/5 + ß,rft)4- f, = 4-15,17rfs-^ 0,62 rftj — 3,40 = , 
»a fl?9 + 3fs = + ni79 (fg — 2,88 = 0. 



Hieraus ergeben sich die Unbekannten d^ und dt) wie folgt: 



(1Ä3) 



rft) = - 1^ = 4- 0,244, 



rfj^ ^rft)-^ = -Ov 



ö, ' a, 
Nach dem Schema (1S4) ist die Auflösung: 



010 4- 0,224 = + 0,214. 



«! 


+ 


15,17 


b, 


+ 


0,62 


f. 





3,40 


b, 
= », 


+ 


11,82 
0,03 


f. 


+ 


3,02 
0,14 








b,' 
«1 


1 


0,041 


_fi 

Ol 
Ol -" 


+ 0,224 




0,010 


+ 


11,79 


+ 


2,88 
0,244 


+ 


0,214 


dr) = 





ft. Aus den durch Auflösung der Endgleichungen gewonnenen Werthen 
von cf^, c^9, (f3, . . . . und den Näherungs werthen $, t), 5, . . , . erhalten wir 
nunmehr die wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen nach: 

jr=5 + (/5, 

(111) ^ y = 9 + rft), 

i? = 3+rf3, 



Beispiel 1: In unserm Beispiele erhalten wir die wahrscheinlichsten Werthe 
der zu bestimmenden Koordinaten x y des Punktes P zw: 
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Ipbc] 




Ipbf] 


[pcc] 




IPC/l 




Ol 

-6, 






-5, 


— 1 

1 


Ca 






f. 

-5, 






6. 






»; 


• • • • 










• • • • 






r j? = 5 4-^/5 = 6 323,70 4- 0,21 = 6 323,91, 
^***^ |y = 9H-d9=2 806,00 4- 0,24 = 2 306,24. 

3. Um die Entwicklung des Rechenschemas für die Auflösung der End- 
gleichungen für eine gröfsere Zahl von Unbekannten weiter zu erläutern, Aühren 
wir noch die Auflösung von 5 Endgleichungen mit 5 Unbekannten: 

(l*): a,</5-f-b,</i)4-c,(/3 4-b,(/x)4-e,(/w + f, =0, 
(2*): b,rf5 4-bjrft)"H c, c?3 + b,ifx)4-c, ifio4-fi = 0, 
(3*): c, rfj H- C| rft) + Cs (/j 4- bs dx) 4- Cg rfio 4- fi = 0, 
(4*): b, dj 4- b, f/9 4- b, d^ -f- b^ rfx) 4- c^ </n) 4- f* = 0, 
(5*): Cid5 4- c,rft) + ea(/a+ e4rfxj4-e5rfn)H-f5 = 
nach den unter Nr. 1 entwickelten Regeln durch und fügen das sich danach ergebende 
Kechenschema mit Weglassung der Spalten fUr die Eintragung der Zahlen bei: 

a) Auflösung der Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 



(!•): a, ds 


+ b,di( 


4- c, rfj 


+ b,dxj 4- CidnJH- fi =0, 


(2*): b^ds 
-|i-(l«): -f>,ds 


+ Bjdt, + Cjrfj + bsdt) + e.dwH- f« — 0, 
-|ib,d9 -Jtc.d» -'^b.dt) -|ie.dit,-|if, -0, 

«1 0] «1 Ui Ui 


(II): 


»8^9 H- ®*rf3 + 2)>dx) 4- ®jdn)4- St =0. 


(3*): cdj + c,dt, 
— ^(l*): -c,ds --^b.dg 

-|-« (II): - 6, dt, 


4- Carfg 4- b.,dx) -f- Csdto4- fi =0, 

-^-^»^8 --^birft) _^eidiü--^f. =0, 
a, 0, Ol Ol 


(III): 


6»d3 4- 3)3^0 4- ®3rfw+ Ss =0. 


(4*): b.ds + b,d9 + b.dg 
-Ji-(1»): -b.ds -^B.rf9 -^c.d8 

-|-| (II): - S5.d9 -~|e.da 


4- b,dx) 4- C4rfto4- f* =0, 
^^b.rfx, ^l^ eie/tü--^fi~0, 

Ol Ol «1 

_|?3),dt» -|ie,d«.-||3f, =0, 


(IV): 






iD^dö + ©4^104- g« =0. 



t02 



(5*) 

1' (11) 

(V) 
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iingen. 


IL T. IV. A. 


e^dv 


+ C^dtü-^ U =0, 


ö, 


-®-*e,rfn.-|ig, =0, 


ii^.ä. 


-e;®"'"-®:»»-»' 


®4dr} 


-1-;®*'^"'-!:»-«' 



®5rfW+ 35=0. 

b) Rechenschema für die Auflösung der 



[paa] 


' 1 ' 
[pab] lpac]\lpad]\lpae]^ [paf] 

! 1 


[/.ÄÄ] 


[pbc] 


bÄrf] 


b*«] 


[?*/] 


ö, 


f>^ 


c, 1 b, 


«• 


f. ' 


6. c. 

0, ' 0, ' 


bj e, 

0, ' 0, ' 


1 

h 
o.f' 


■ 


ö, 


Ci 

ö, 


b, 
«1 


ö, 


f. ; 

Ol 

''dw' 

«1 

ö, 
Ol -^ 

1 

1 


=», 


= 6, 


= 2>. 


— ®, 


3* i 

1 




6. 
«. 


35t 


1 


5. 


= dX 




-dt, 

1 



§ 28. Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungs- 
fehler, sowie der mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beob- 
achtungsergebnisse« *) 

1« Die wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler Vi, v^^ Vs, . . . . t;^ 
erhalten wir nach den Fehlergleichungen 

L, = Fl (x^ y^ z^ , , . .), 



(109) 



L^= F% (x^ y^ z^ , . 
L3 = Fs (x^ y, z^ . . 



^n=^ni^^ y, -fi • • 



), 
). 



), 



(110) 



r, = L, — Ai, 

^3 = -^8 — ^3j 
» 



indem wir zuerst mit den nach den Formeln (111) erlangten wahrscheinlichsten 
Werthen Xy y, z, . . . . der zu bestimmenden Gröfsen die wahrscheinlichsten 
Werthe L^, Lj, L,, . . . . L„ der beobachteten Gröfsen nach den Formeln (109) 
berechnen und dann nach den Formeln (110) die Unterschiede zwischen diesen 
Werthen und den Beobachtungsergebnissen Aj, A,, A,, . . . . A^ bilden. 



*) Die mittleren Fehler und Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe der zu bestimmenden 
Gröfsen und der Funktionen von solchen werden im VII. Abschnitt behandelt. 
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Aus (V) 
aus (IV) 
aus (III) 
aus (II) 
aus ([•) 



rfio = — 



5 
@ 



r/5 = - 





5« 


^3=-J^r/t)-®?rf«,- 


5. 
63' 


%) 2 %) 2 ^2 




0, ' 0, » a, 0, 


fi 

Ol 



Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 










,1 
1 


Ipcd] 


[;^cc] 


I/^^v] 


' Ipdd] 


! Ipile] 

1 


[/"//l ' 


1 

\ Ip""] 

1 


[/-«/l 


i c, 


b, 
0, ' 


Ca 


1 

f:. : 

o/' 

e.^ 1 


b. 

0, 


Ol 

6, ®' 


1 

f. ' 
0/' 

2)3- 

Gl «^^ 


' ®'cf 
63®» 

-35-®* 


U 
0/' 

®»* 


" 6. 


= 2)3 


= e. 




t 

1 


2)3 
6", 




®V/«,i 


i -3). 


-e. 


= 5« ] 


1 
1 




3)4 


54 

2)4 
®*rf«,' 


rfn) = 

I 




1' 


-rfa 1 

1 


— rfo 



Beispiel 1: Unsere im § 23 gewonnenen Fchlcrgleichungen sind: 



(109) 



Si = \(x^x,y-h(y^y,y 



s,=\(x-^x,y'mr-y,y 



(110) 



r, = iS, — «2, 
1^3 = '8^8 — «3, 
v^ = S^ — 8^^ 



Ä5 = V(-^-^5)'^ + (y-2^5)» 

Hiernach erhalten wir zuerst mit den im § 27 erlangten wahrscheinlichsten 
Werthen a:= 6 328,91, y = 2 306,24 der Koordinaten des Punktes P die wahr- 
scheinlichsten Werthe Ä,, Ä,, Äj, S^^ S^ der Streckenlängen: (Siehe Seite 104.) 

Mit diesen wahrscheinlichsten Werthen der Streckenlängen ergeben sich die 
wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler zu: 

V, = Ä\ — «, = 331,67 — 331,60 = + 0,07, 

V2 = Ä, - «2 = 271,76 — 272,00 = — 0,24, 

(HO) \ ü, = Äa — «s = 247,18 — 247,10 = + 0,08 , 

Ü4 = A4 — «4 = 269,32 — 269,50 = — 0,18 , 
ü5 = 55 — ^6 = 416,52- 416,70 = -0,18 , 

6,45 — 6,90 = — 0,45 . 
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ILT. IV. A. 



Dann mufs, wie leicht zu übersehen ist, die Summe aller auf einer Zeile 
stehenden GrÖfsen immer gleich Null sein. 

o, Ol 

können hierbei kontrolirt werden, indem 



Auch die in der Rechnung vorkommenden Quotienten — ^, — ' 



f.. 

a,' 



9t 

■ I ■■■ — « • • ■ • 



St. 



• • a ■ 

h.. 



6.' 



5, 

'S 
«1 



• ■ • • 






sein mufs, da beispielsweise 

Ol H-b| 4-c, h fi +^1=0, also 

-l-l^-li LL-il = o, oder 

Ol O, Ol Ol 

«1 

Beispiel I: Mit Einführung der Summenproben gestaltet sich die Auf- 
lösung der Endgleichungen in unserm Beispiele wie folgt: 



öl 

h !l-.?i = 4.i ist. 

Ol O, Ol 



öl 


+ 


15,17 


Bi 


+ 


0,62 


fi 


— 


3,40 


«I 




12,39 


öl 


+ 


11,82 
0,03 


U 
St 


+ 


3,02 
0,14 


St 

a, ' 

®t 

®, 
»t 


+ 


9,4S 
0,5t 








«1 




0,041 


fi 

0, ' 


+ 


0,224 
0,010 


.«1 
«1 


+ 


0,817 


+ 


11,79 
dt)- 


+ 


2,88 
0,244 


^■ 


8,92 
0,756 


rfs 


+ 


0,214 



Die Proben sind in der Reihenfolge, wie sie bei der Rechnung vorkommen: 
- 5i — 11 _ h =_ 0,041 4- 0,224 4- 0,817 =4-1,000, 

Ol Ol Ol 

-6i— — Bi— — fi——«i = — 0,62 — 0,034-0,144-0,51= 0,00, 

Ol Ol ' O, ' 7 • » • 7 17 

«i ■+- St 4- ©2 =+ 11,79 - 



Si @i 



»» 



=-' = 4- 0,244 4- 0,756 



2,88 — 8,92 == — 0,01, 
= 4-1,000. 



10. Nachdem die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler t?,, t;,, t^g,. . . . f^ 
wie im § 28 gezeigt ist, zweimal unabh'dngig von einander nach den Fehler- 
gleichungen (109) und (110), sowie nach den umgeformten Fehlergleichungen 
(116) und (117) berechnet und verglichen sind, ergeben sich noch einige weitere 
Proben. Multipliziren wir die umgeformten F'ehlergleichungen (116) und (117), 
nachdem sie zusammengefafst sind, mitp, Oi, Pta^^ p^a^-, > * * ^Pf^a^^ und addiren 
alles, so erhalten wir: 

Pi aiVi=p,ai/i4-piaiai</5 4-piai Airft)4-p,aiC, rfgH , 

pjatt?a = Ptai/»4-;>tatö2rf54-p2a»Ä2C?r|4-paaaC,rf5H , 

P3a3t?a = P8a3A'j4-p3flsß3C^S + Piiaa*3«^9+;'3Öa<^s«^3H • 

7 

[pav] = [paf] 4- lpaa]d;; 4- lpab]di^ 4- lpac]di 4- 



§29. 



Rechenproben. 
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Die rechte Seite der Gleichung ist, wie eine Vergleichung mit der ersten End- 
gleichung (118) ergiebt, gleich Null und demnach ist also auch [i)av] = 0. Indem 
wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117) ferner mit|>,Äi, Ptf>t^ 
P»*89 •••. Pn^nf ^önn mit PiCi^ P»C|, i^s^s? ••• • Pn ^m •••• tnultipliziren und 
im Übrigen in gleicher Weise verfahren, erhalten wir auch [pbv]=0^ [pcv] =0, ..., 
so dafs also sein mufs: 

[paü]=0, 

[pbv]^0, 

[pcv] = 0. 



(128) 



Beispiel 1: In unserm Beispiele ergeben sich die Werthe von [pav], [pbv] 
wie folgt: 



1 


a\p. 


äVp. 


v\p. 


pav. 


pbv. 


Pt 


—. 


1,58 


+ 


1,71 


+ 


0,172 


•^ 


0,272 


+ 


0,294 


Pt 





2,39 




1,10 


— 


0,621 


4- 


1,484 


+ 


0,683 


p. 


+ 


0,24 




2,26 


+ 


0,179 


+ 


0,043 


— 


0,405 


p* 


+ 


2,61 


+ 


0,29 


— 


0,447 


— 


1,167 


— 


0,130 


p. 


H- 


0,30 


+ 


1,58 




0,274 


— 


0,082 


— 


0,438 


+ 


0,006 


-f- 


0,009 



Es ist also [paü] = + 0,006, [pÄo] = +0,009, während diese Summen gleich 
Null sein sollen. Die Abweichungen von Null rühren von den Abrundungen der 
letzten Stellen der Zahlenwerthe her. 

11. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), 
nachdem sie zusammengeAlgt sind, zuerst mit PiVi, Pa^i, p^Vst •••• Pn^nf 
sodann mit Pi/i, Pt/s, Ps/ai ...» p^f^ und addiren, so erhalten wir: 

;/, t?,r,==p,/i/;+pia,ü,c?5 + Pi6iü,(/g+PiCiüirf8H Pi^i /i «^J+Pi^i/l <^9+l>iCi A ^3 + 

potJf üs=Pa/2/«+P«aa«8rfS + P2*2t?arf9+P2C3r2rf8H V%a%ftdl + p^b^f^d\)-\'P2C2f^d^ + 

p3«?3t's = Pa/3/s + P50at'arf5+P3*süarf9+P3C3U8rf3H PaOa/a C^S+p»*! /i c^^+Z'sCs /*a «?8H 

Vn^n'^n'=Vnfnfn-^Pn^n^ndl+Pn^n^nd^+Pn^n^nd^-^ /^n^n^« ^S+P^^n/*« ^9 + p,C, f„ ^3 + .... 



• • > • 



[pvv] = \pff\ + Ipaü]rf5 + {pbv]dr^ + {pcv]di-\ [paf\di + [pbf]dx^ + [pcf\di + 



Nun ist nach den Formeln (128) [pao] = [p6v] = [pcv] = •••• = 0, so dafs 



wird: 



• • • • 



[pvv] = [pff] + {paf]d^ + {pbf]di^ + [pcf]dl ^ , 

oder wenn wir die einfacheren Bezeichnungen nach den Formeln (120 a) ein- 
führen: 

[pür] = [p/'/'] + fj(f5 + f,rft)+f3dgH 

und wenn wir S nach Nr. 8 Formel (127) für fiC?S + f2d») + f8rf3H setzen: 

(129) {pvv]^{pff] + S. 



^ fi 



Si 



5: 



Nach Formel (127) ist auch ^== — iLf^ _ ^g^^ .^ig, 

« Cfc cv 12 8 

Nunsind;^f,, w^%%^ i^ Sa, •••• sämtlich quadratische Gröfsen, weshalb £ 
immer negativ und demnach [pvv] immer kleiner als [pff\ wird, wie es auch 
sein mufe, wenn [pvv] ein Minimum sein soll. 
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In der Probe nach Formel (129) ist die Probe nach Formel (188) mit ent- 
halten, denn die erstere stimmt nur dann, wenn letztere stimmt, wie nach obiger 
Entwicklung leicht zu erkennen ist. 

Die zweite Berechnung von [pvv] nach Formel (129) ist ganz besonders 
wichtig, weil dadurch namentlich auch alle Fehler, oder zu grofse Ungenauigkeiten 
in der Bilduug der Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen erkennbar 
werden, denn die Quadratsumme [pvv] wird einmal direkt aus den Werthen 
t7| = X»i — Ai, t?j=Ls — A|, V s = L^ — X^j — v^ = L^ — l^ ohne Benutzung der 
Faktoren u. s. w. der Endgleichungen und dann nach Formel (129) mit Benutzung 
dieser Faktoren u. s. w. erhalten. 

Beispiel I: Für die Probe nach Formel (129) haben wir bereits im § 28, 
Nr. 3 und im § 29, Nr. 8 die Zahlenwerthe [pt?ü] =0,723, JS'= — 1,465 erhalten. 
Ferner erhalten wir: 

[p/'n= PiAA +P2A/'. 4- /^sAA + P4A/'4 4- PiAA = 0,009 + 0,025 + 0,464 

4-1,165 4-0,526 = 2,189. 
Demnach wird: 

(129) [pvv] = [pff] + £= 2,189 — 1,465 = 0,724. 

Der hier erhaltene Werth weicht von dem früher erhaltenen also um 1 Ein- 
heit der letzten Stelle ab, was auf die bei Durchführung der Rechnungen vor- 
genommenen Abrundungen der letzten Stellen der Zahlenwerthe zurückzuführen ist. 



§ 80. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 

Fehlergleichungen. 

1, In manchen Fällen kann die Bildung und Auflösung der Endgleichungen 
wesentlich vereinfacht werden, indem die reduzirten Endgleichungen direkt aus 
reduzirten Fehlergleichungen gebildet werden. Wie dies auszuführen ist, wollen 
wir an einigen besonderen, häufiger vorkommenden Fällen darlegen. 

2» Wenn in den umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), die wir 
im folgenden immer zusammenfassen, die Faktoren einer der zu bestimmenden 
Gröfsen </$) ^^i ^3? •••• sämtlich gleich +1 sind, wenn also beispielsweise die 
umgeformten Fehlergleichungen 

V, =/, 4-f/5 4-/>'i d^ -f-c, rfgH , Gewicht =/),, 

»i=/'iH-f/5 4-Ä,rft)4-c,rf3H , „ =pt, 

Vs=fz-hd^'^'b3dr) + Csd^-\ , „ =Pi, 



(n 



^t?„=/^4-rf5 4-&«rf94-c,f/3-f-...., „ =;>^, 

vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen: 

'{p]dl^'\'[pb]dr^ + [pc]di + [;>/]=0, 

(2») \ [pfAdi;+[phb]dii) + [pbc\di + [pA/]=0, 

[pc\ dl + [phc]dr) 4- [pcv\di 4- [pcf] = , 

Aus der ersten dieser Endgleichungen folgt dann: 

Wird dieser Werth von d^ in die letzten Endgleichungen eingesetzt, so er 
geben sich die reduzirten, nur noch {/q, d^^ .... enthaltenden Endgleichungen: 
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(4*) 



[pA*] - ^[^^1 lpl>])dv +{lp''c] - t^l Ipc]) di + -.. ([phf] - M \pf]J = 0, 
{[Pbc] - ^^^^j [/<c])rfi, +(lpcc] - ^^^llpci) rfa + • • • (ipcf] - L?^jl fp/]) =0, 



3. Diese reduzirten Endgleichungen können wir auch erlangen, indem wir 
an Stelle der obigen Fehlergleichungen die reduzirten, d^ nicht enthaltenden 
Fehlergleichungen 

»i = A + bidi)-h Cirf3 4- 
»3 = / a + Ä3dt)+ c»c/3 + 



(5*) 



• « • • 



Gewicht = |)i, 

n = P 3 1 



= /«+ ^n^'^^- C„rf3 + 



^n+l=lPf]'^[P^]'^V-^lPc]di 



w 



»9 



= 1> 



«^ 



iPl 



setzen und aus den Faktoren, Absolutgliedern und Gewichten dieser Fehler- 
gleichungen die Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen bilden. Denn, wie 
leicht zu Übersehen ist, liefern uns die ersten n reduzirten Fehlergleichungen die Bei- 
träge [pbb]^ lpbc]j [pbf]', [pcc], [pc/], .... und die letzte n+ Ite Fehler- 

gleichung die Beitrilge - 1^-*! [pb], - tP*l[pc],.... -^^^^ [p/], -^^^ [pe], 

\\ f^^^ ^" ^^^ Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen 

womit wir also aus sämtlichen n-^l reduzirten Fehlergleichungen die in obigen 
reduzirten Endgleichungen vorkommenden Faktoren u. s. w. erhalten. 

Die wahrscheinlichsten Werthe Vj, ü£, t?8, .... v^ der Beobachtungsfehler er- 
halten wir dann mit den sich nach (5*) ergebenden Werthen Oi , 0|, 03, .... d nach: 



(6*) 



v, = v, + ds, 
»3 = ».-1 + ^5, 



''» = ''»+rfj. 



Die Probe nach den Formeln (128) vereinfacht sich, da ai=at—a„ 
ist, dahin, dafs sein mufs: 



«»=+1 



(?•) 



([pv] =0, 

I [p4»]=o, 
I l|>c»]=0. 

4. Dasselbe Ergebnis erzielen wir, wenn wir 



(8*) 



\p-f fP/l 

^'-^'~IP]' 



» '" [P] 



Ji -I, _IP*1 

_ . _ [pA] 
IP] 

Ipl' 

" " \p] 



ßi = Aj i : , » 



ß«=-Ä.— 



^' '• Ip] 



Cj ^ Cg — 

C'j = Cs n^' 



lP«l 

[P] 

\PJ] 

ip] 



- " Ip] 



.... 



• « . . 



bilden und an Stelle der unter Nr. 2 angeführten Fehlcrgleichungen (l*) die 
folgenden reduzirten Fehlergleichungen setzen: 

8* 
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(9*) 



f t;i = F, + Äid9 4-Cirf8 + 
t;, = Fj + Bt rf9 + Cj rfa 4- 



Ge wicht =pi, 



9 

? 

•» 
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= Pl9 
= P8, 



Denn die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen, die sich aus diesen reduzirten 
F'ehlergleichungen ergeben, sind gleich den Faktoren u. s. w. der reduzirten 
Endgleichungen (4*), was sich daraus ergiebt, dafs ist: 

Pi i^i /fi =Pi 6, öl — d-r-zrP\ ^1 + Pi "T-T- F—T-1 



im 



[p] 



[p] [p] 



[pBB] == [p64] -l^*I[p4], 



dafs ferner ist: 



[P] 



(11*) 



Pi zfi 0, =PiöiC, rri-i^i ^1 ""rirrPi ^1 +Pi 



[Pl 



[Pl 



[pl If'l 



« » r- — « A /. fP^l« o I^^l« ;. o.« f^*l f'^^l 
P«ÄiC,=p,6,c,--j^j-p,Cj~-j-j-l),Äs+p,-j^j--j^-, 

Pj Z^3 C« =P3 6, Ca — ~[^P» ^« ~ TpF '' [P] [P] ' 

D /> r [P*l [pc] , , [p6] [pe] 

PnBnCn = PnKOn-''[jlPn<^n--'l^PnK'^Pn[^^ 

[pBC] = [pÄc] -I^[pc], 

u. s. w. 

Für die richtige Bildung der Werthe F, Ä, C, .... ergiebt sich die Probe, 

dafs [pF] s= [pB] = [pC] = = sein mufs, was ohne weiteres aus (8*) folgt, 

indem die einzelnen Werthe mit den Gewichten multiplizirt und dann [pF]^ 
[P^]? IpO]^ .... gebildet werden. 

5. Wenn die Faktoren einer der zu bestimmenden Gröfsen </$, di)^ r/g, .... 

in den umgeformten Fehlergleichungen sUmtlich gleich — 1 sind, wenn also 

beispielsweise die Gleichungen 

t;i=/'j — rfjH-ii (fg + CirfgH , Gewicht =Pi, 

t?j = /'f — rf5 + iirft) + C|if3H , „ — Pf, 



(12*) 



«n = /■« - <^S + *« ^9 + <?n ^8 + 
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«P, 



vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen: 

IP]^^'' lpf^]di)— lpc]d% lp/"]=0, 

(13») ^ — lp6]rfs + [pi6](ft) + [pÄc](/3H lpV]=0, 

— [pc] ^5 + [pffc] dt) 4- [pcc] (/g H [pcf] == 0, 



(14*) 



Aus der ersten Endgleichung folgt dann: 



tP/l 
[P] 
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Setzen wir diesen Werth von dg in die beiden letzten Endgleichungen ein, 
so erhalten wir die reduzirten Endgleichungen: 

Ipb] 



(15«) 



(lpbb]-^-S^lpb]y^+([pbe]-^-^[pc]yi + --(lpbn 



IP] 



lpf])=o, 



(ipbc] - lP^l[pc]y^+(lpcc] - iP^lpc]yi + ....([pcf] - t[^i lpn) = 0. 



Diese Endgleichungen stimmen mit den reduzirten Endgleichungen (4*) Uber- 
ein, so dals wir auch in dem Falle, wo die Faktoren aj «ai = a3 = "-«a^ = — 1 
sind, die reduzirten Endgleichungen in gleicher Weise aus reduzirten Fehler- 
gleichungen bilden können, wie dies unter Nr. 3 und 4 für den Fall gezeigt ist, 
wo öl = af = aa = "»'a^ = 4- 1 ist. 

6. Bei der Auflösung der aus den reduzirten Fehlergleichungen erhaltenen 
reduzirten Endgleichungen wird in der Rechenprobe nach Formel (121) für JS der 

Betrag — 2-2f, — ^-gi • erhalten. Um demnach den vollen Betrag von £ 

nach Formel (121) zu erhalten, der in Formel (1)99) einzusetzen ist, um [pvv] 
ganz zu erhalten, mufs dem erstangeführten Betrage von £ noch der Betrag 

— --fj hinzugesetzt werden, der hier gleich — y^[p/l ist. 

Dieser Zusatz kann indefs wegfallen, wenn bei Benutzung der Formeln (5^) 

der aus der n+lten Fehlergleichung entspringende Betrag -f^lPf] mit in 

[pff] aufgenommen oder wenn bei Benutzung der Formeln (8*) und (9*) [pFF] 
statt [pff] gebildet und in die Formel (1189) eingeführt wird, da [p FF] = [pff] 

— i^y [pf] ist, was sich ohne weiteres ergiebt, indem nach (8*) die Ausdrücke für 
iF\Fi^ PiF^Fi, PaFiFi, •••• p^F^F^ gebildet und addirt werden. 



P 



7* Liegen also die umgeformten Fehlergleichungen 

t?! =/i itds + 6,di) + cid5H , Gewicht =pi, 



9 



t;„==/'„±(fSH-A,dt)4-c,d8H , „ =p„ 

vor, so erhalten wir allgemein die reduzirten, nur noch ^t), d^^ • • 
Endgleichungen aus den reduzirten Fehlergleichungen: 



(130) 



Ol = A + 

»8 = /"» + 



6irft)+ Cid84- 
bidi)+ C|C?8H-' 



Gewicht = 



n 



enthaltenden 
Pi^ 



»I. ^ fn+ Ä,rf9+ c^di + 
^n-^i=^[pf] + lpf>]di)+[pc]di + 



• • • t 



• • • • 



71 



W 



oder, indem 



1^ 

~ [p] 



(131) 



F, =f»- 



f^=f,--' 



Ml 
[p]' 

Ipf] 

[p]' 

[pf] 



IP]' 



f.- 



\PJ\ 
'\P\ ' 






^n^*« — 



[pA] 

\pV 

[P*l 

\pb\ 

\pV 



C, = c, - 

Uj =^ Cj — 



C, = c — -1 



[pc] 

\pV 

IP£l 

\pV 

[P^ 
[p]' 



- " \vV 



• t • • • 
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gebildet wird, wobei [p F] = [p B] = [pC] = =0 werden mufs, aus den Fehler- 
gleichungen: 

{ Vi — Fi-h Bid^-^-Gid^-h'*- ••, Gewicht = />!, 



(132) 



V2 = ^2 + Bidi) + Csrfg -h 
»3= F3 4-/?3C?9H-C'3rf3 + 



n 

59 



Pi^ 
p»1 



=p 



n? 



Nachdem rfg, ^/g, •••• aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 
erhalten wir dx nach: 

[p] Ip] IP] 



(133) 
worin 



rfj 



das 1 Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von rfr in den umge- 

(unterej " 

formten Fehlergleichungen |*^ . > ist. 

Um nach Formel (129) den richtigen Werth von [pvv] zu erhalten, kann 
erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach Formel (127) 

für 2 ergebenden Betrage — ^ - S2 — f ' Sa noch — 1^ [pf] hinzugesetzt 

^s ^3 [P\ 

werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (130) der aus der «4-1 ten 

Fehlergleichung entspringende Betrag —-f}-[pf] niit in [pff] aufgenommen 
werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (131) und (132) [pFF] 
statt [pff] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Wenn pi=P2 = Pn = Pn ~ ^ ^^^ ^° vereinfachen sich die Formeln (130) 

bis (133) wie folgt: 



(134) 



»1 

Ö3 


= /l + Al 

= A + 6. 
- A + *. 


dt) ■+■ 

di) + 

^d^ 4- 


Ci rf3 4 

Ca ^3 4 

Cnd^-\ 


"«+1 


= fn + ^n^y + ^«^'BH 



Gewicht =4- 1 , 

„ =+ 1, 



= + 1, 



n 



?> 



= + 1, 
1 



n 



(135) 



n 



F,=/, , 



^3-/.-—. 






Bi = 6% » 

i>8 = 03 9 



- . _ÜÜ 



wo [/'T = [ß] = [C] = .--=0 sein mufs; 

Wa = ^'j 4- /^i c?i) 4- C, c?3 4- 



c,- — , 



Gs = C3 —9 

C -c -Ü', 

^it ^n ' 



• ■ • • 



• • • 



(136) 



»3 = ^3 + ^3 rf9 + Ci d^ 4- 



Gewicht 



•n 



= + 1, 
= + 1, 
= + 1, 



= + 1. 



Nachdem (/t), r/}, .... aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 
erhalten wir rfj nach: 
(137) (ts='^^^-^:^^dr)zpi^,ri=p..... 



worin das 



\ Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dx in den um- 
untere J ^^ ' ° 

geformten Fehlergleichungen l ^ . [ ist. 
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Um nach Formel (129) in diesem Falle den richtigen Werth von [pvv] zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen 

nach Formel (127) für S ergebenden Betrage — *» « ^^ 



2 et U« «fc 

«7 ^' e; ^' 



noch 



r/1 

"- [/] hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (134) 

der aus der n+lten Fehlergleichung entspringende Betrag — — [/] mit in [pff] 

aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (136) [FF] statt [//] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Mit den nach den Formeln (130) oder (134) erhaltenen Werthen o^, r,, »a, 
. . . . xj^ ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe t?x, v^^ Vtf . . • . v^ der Be- 
obachtungsfehler nach: 

( vi = x)i ±r/j, 

(138) j Ü3 = 03±rf5, 

1 

Die Proben nach den Formeln (128) sind: 



(139) 



(140) 



( [f]=0, 
1 [ct;]=0. 



^J ' oder wenn samt- 

[pbv] = 0, jj^j^g Gewichte 

» 

Beispiel: Bei der Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der Ko- 
ordinaten X y eines durch RUckw'drtseinschneiden bestimmten trigonometrischen 
Punktes haben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen ergeben:^) 

ri= 0— 110,7 (/5+ 95,Orft)-+-(/5, Gewicht =1, 

t;,= — 255,4 rfj— 97,0 rft) 4-^8» 

Va = 4- 10 — 14,3 c/j — 202,2 rf^ + c?8 , 

Ü4 = — 20 -h 167,1 c/5-f- 82,lc?9-f-</3, 

«5 = 4- 8— 60,9(/5 4-267,0rf9 4-f/ö, 
Diese Gleichungen können nach den Formeln (134) reduzirt werden auf: 

tJi= 0— I10,7rf5 4- 95,0 rfi), Gewicht=l, 



n 



w 



w 



= 1, 

= 1, 

= 1, 
= 1. 



0,= — 255,4^5— 97,0 rf9, 
X)8 = 4-10— 14,3^5 — 202,2^9, 

X)4 = — 20 4-167,lrfs-+- 82,1 c?t), 
t>5 = 4- 8— 60,9 c?5 4- 267,0 rf9, 

06 = — 2 — 274,2^5 4- 144,9 rfi). 
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J> 



?9 



» 



W 



= 1, 
= 1, 
= 1, 
= 1, 



5 



Hiermit ergeben sich die Faktoren der reduzirten Endgleichungen wie folgt: 





V- 


a. 


1 
b. 


/. 


1 
paa. 


pab. 


paf. 


pbb. 


1 
pbf. 

1 


Px 

p. 

p, 

p* 

l p. 


1 

5 


+ 


111 
255' 

14 
167 

61 

274 

1 


1 
4- 

4- 
4- 

4- 


1 
951 
97 

202 
82 

267- 

145 


+ 

1 

4- 






10 

20 
8 

2 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 


12321 

65025 

196 

27 889 ' 

3 721 

15 015 


4- 
4- 
4- 

4- 


10 545 
24 735 

2 828 
13 604 
16 287 

7 946 


— 






140 

3 340 

488 

110 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 


9 0251 
9409 

40 804! 
6 724 

71 289; 

4 205 


1 

4- 

4- 

1 


o: 

1 


2 020 
1640 
21315 

58 

i 


4- 


94 137 


4- 


22 371 


— 


4078 


4- 


133 04G 


— 


1466 

! 



*) Vergleiche § 36. 
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Die reduzirten Endgleichungen sind demnach: 

+ 94137^54- 22 371 rf^ — 4 078 = 0, 
+ 22 371 <f5 + 1 33 046 rf^ - 1 466 = , 

woraus sich nach den Formeln (122) und (123) ergiebt: 

rfj = + 0,042 , c?9 = + 0,004 

und nach Formel (137): 

r/j = -. L^ ^5 - m rfti - IZl = + 54,8(4-0,042) - 29,0(4-0,004) -+- 0,4 = 4- 2,6, 
n n n 



(134) 



endlich nach den Formeln (134) und (138): 

t>i=fi + aid^-^bidi)= 0,0- 4,74-0,4 = - 4,3, 
t), =/, 4- fla r/j 4- b^ dl) = 0,0 — 10,7—0,4 = - 11,1 , 
t>^=r\ + asd^-hbzdi) = -h\0,0- 0,6-0,8 = 4- 8,6, 
» 4 = A 4- a 4 1/ j 4- 6 » c/t| = - 20,0 4- 7,0 4- 0,3 = - 12,7 , 
06=/5 + a6</S4-/>6C?t) = + 8,0— 2,64-1,1 = 4- 6,5 , 

- 2,0 — 11,6 4-0,6 —13,0. 



(138) 



Vi =t),4-rf3 = — 1,7 
V2 — t>i-hd^ = — 8,5 
ü3 =03 + ^3 = 4-1^2 
Vi = o,4-t/3 = — 10,1 
Vü =Os4-(/3 = 4- 9,1 
lv]= 0,0 



Ferner folgt aus den gegebenen umgeformten Fehlergleichungen nach den 
Formeln (135) und (136): 



[ Fl ==/i 



(135) 



-M = 



n 

Iß 



^»=/*«--4r = 



Fl =f. 



n 

M 

n 

iß. 

n 

M 

n 



+ 0,4, 


A, 


+ 0,4, 


A» 


+ 10,4, 


A, 


-19,6, 


A, 


+ 8,4, 


A, 



[[F] = 



0,0, 






[«] 
n 

-a -I^- 
-a,- ^ - 

[a] 

n 

n 
* n 






- 55,9, 

- 200,6 , 
4- 40,5, 
+ 221,9 , 

- 6,1, 



IA] = 



- 0,2, 



B, 
B, 
B, 



bt 



n 

1*] 
1*1 

11 

m 

n 

Ml 

n 



4- 66,0, 
— 126,0 , 
-231,2, 
4- 53,1, 
4- 238,0 , 



[/?] = 



- 0,1, 



(136) 



«1 

Vt 

»4 
V5 






i^i + ^i^S + ^i^i) 
/''s + ^aC^S + ^srfl) 

F^ + A^dic + B^dr) 
F44-i45dS + Ä5^9 



+ 0,4— 55,9 rfj 4- 66,0 rfti, 
4- 0,4 — 200,6 t/j - 126,0 rft) , 
+ 10,4+ 40,5 rfj — 231,2 rf^, 
- 19,6 + 221,9^5 4- 53,1 c/9, 
4- 8,4— 6,lrf5 4-238,0rft), 



Gewicht = 



19 



wonach sich die Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen wie 
folgt ergeben: 



p- 


A. 


B. 


R 


pAA. 


p A B, 


pAF. 


pBB. 


pBR 


Pl 






56 


+ 


66 


+ 


0,4 




3136 


, ,1 


3 696 


^__ 


22 




4 356 


+ 


26 


p» 







201 


— 


126 


+ 


0,4 




40 401 


+ 


25 326 1 


— 


80 




15 876 


— 


50 


p. 




+ 


40 




231 


+ 


10,4 




1600 — 


9 240i 


+ 


416 




53 361 


— 


2 402 


p* 




+ 


222 


+ 


53 


— 


19,6 




49 284 4- 


11766 


— 


4 351 




2 809 


— 


1039 


p. 






6 


+ 


238 


+ 


8,4 




36 1 


1428 


— 


50 




56 644 ' 4- 


1999 


+ 


94 457 


1 + 


22 728 




4087 


+ 


133 046 




1466 



§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungeo aus reduzirten Fehlergleichungen. 121 

Die reduzirten Enügleichungen sind demnach: 

4-94457^5+ 22 728rfi) - 4 087 =0,») 
-h 22 728 rf5+ 133046 dt)- 1466 = 0, 

woraus sich nach den Formeln (122), (123) und (137) wie oben ergiebt: 

d5 = -f-0,042, rf9 = H-0,004, rf3 = + 2,6. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler werden nach den 
reduzirten Fehlergleichungen (136): 

t,,= 4- 0,4— 55,9 rfs+ 66,0 dt) = 4- 0,4 — 2,3 + 0,3=— 1,6, 
v^ = -h 0,4 — 200,6 dj— 126,0 dl) = -f- 0,4 — 8,4 — 0,5 = — 8,5, 
t,3 = -4- 10,4 + 40,5 dj — 231,2 dt) = 4- 10,4 + 1,7 — 0,9 = + 11,2 , 
ü4 = - 19,6 4- 221,9 dj -f- 53,1 dt) = - 19,6 -f- 9,3 + 0,2 = — 10,1 , 
175 = 4- 8,4— 6,1 dg + 238,0 d^ = 4- 8,4 — 0,3 4-1,0 = 4- 9,1, 
[t?]= 0,0 4-0,0 4-0,1 = 4- 0,1. 

8. Wenn die Faktoren a, ä, c, .... der umgeformten Fehlergleichungen 
unter sich einander gleich sind, wenn also die umgeformten Fehlergleichungen 



t?i =/i 4- adj 4- Äd^ 4- cdg 4- 
t's =/8 + adj 4- Ädt) 4- cda + 



Gewicht = />, , 

» 



ö»=/n4-ods4-6d9 4-cdgH 

vorliegen, so können diese reduzirt werden auf die eine F'ehlergleichung 

(141) ö = ^j + adj 4- idt) 4- cdg H , Gewicht = [p]. 

Denn die obigen n Fehlergleichungen liefern die folgenden Endgleichungen: 

lp]aad^-h[p]ahdl)'h[p]acd^-^ h[/>/]a = 0, 

lp]abd^'h[p]bbdi)-{-[p]bcd^-{ h[^/]6 = 0, 

[p]acd^+[p]bcd^-i-lp]ccd^'^ H[f>/]c = 0, 



und ganz dieselben Endgleichungen ergeben sich aus der einen reduzirten Fehler- 
gleichung (141). 

9« Die Fehlergleichung 

ü = /4-ads4-Äd9 + cd8H , Gewicht = /> 

kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 

(142) qv = qf-{-qad^ + qbd^-hgcd^'{' , Gewicht = —3; 

denn, wie leicht zu übersehen ist, liefern beide Fehlergleichungen dieselben Bei- 
träge zu den Endgleichungen. 

10« Die n Fehlergleichungen 

t7l=/lZfcd5, 

vj =/, ± dj 4- A dt) -f- cd^ H 

9 



Gewicht 


— Pi, 


?» 


— P2y 


?» 


= />3, 


r> 


. . . , 

Pn^ 



*) Die Abweichungen der Zahlen werthe In den nach den Formeln (184) erhaltenen Endgleichungen 
von den hier erhaltenen erklären sich durch die Abrundungen der Zahlenwerthe der Faktoren A und B. 
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können nach den Formeln (130) zuerst reduzirt werden auf die Fehlergleichungen: 



r>z = A 



»« = fn 



Gewicht = pi^ 

n =^ /'s» 



« = Pnl 



[^1 

Von diesen reduzirten Fehlergleichungen liefern nur die zweite und die 
letzte Beitrüge zu den Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen, da in 

allen Übrigen Fehlergleichungen die Faktoren by c, sämtlich cleich Null sind. 

Demnach können diese n + 1 Gleichungen fUr die Bildung der reduzirten End- 
gleichungen ersetzt werden durch die beiden Fehlergleichungen: 

^2 = /*!+ bdi)-}- cd^-i , Gewicht = p^ 

1 ' 

^n+i = [pf] + Pz^<^^ + Pi^(^^ -• — 1 " "^ "" m' 

oder, unter Berücksichtigung der unter Nr. 9 aufgestellten Formel (142), durch 
die beiden Fehlergleichungen: 



'a 



= /*2-f- Arf^ + crfgH , Gewicht = />2, 

P2 "+* Pi [p] 

Diese beiden Fehlergleichungen können sodann nach Formel (141) weiter 
reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung: 

X) = ^--a \-bdT^ 4- cc?8 H , Gewicht =/)3 — p= , 

oder da der erste Teil des Ausdrucks, oben und unten mit LcJ multiplizirt, über- 

Pi 

geht in: 

lp]f2 - [pf] ^ Ip]fi—Pif2+Pif2 — [pf] ^f lPf]-pJi 
lp]-P2 lp]-P2 * [p]'-'p2 

auf die Fehlergleichung: 

(143) „=A-i^j^^' + W9 + erf3+-, Gewicht =,,-.g;; = «?J-^^ 
Für rfj ergiebt sich nach Formel (133): 

(144) ,5 = :FM=F^Ärfg=F^»-,rf,zF...., 



{obere i 
\ Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dx in den um- 
untere J 

geformten Fehlergleichungen l ^ . \ ist. 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (130) bis (133) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflösung der reduzirten 

Endgleichungen nach Formel (1Ä7) für -Vergebenden Betrage —-^-^ Sa — ^ 5s 

noch — ^M/^A] hinzugesetzt werden, um nach Formel (1J89) den richtigen 
Werth von [pvv] zu erhalten. 
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In dem Falle, dafs p^=pi = p. = " " p^^l ist, vereinfachen sich die 
Formeln (143) und (144) wie folgt: 

(145) »=/*, — -t^J£^"-f-/>rf9H-crf3H , Gewicht = 1 - ,, ^ ""V" ' 

(146) r/5 = =F ^ T -- Ä r/i) q= — cii^ =F • • • •, 

worin bezüglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

Der erforderliche Zusatz zu dem £ Betrage - |? Ss— |' Sa »st hier 

Beispiel: Bei Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der Koordinaten 
X 1/ eines durch Vorwärtseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes 
haben sich für die auf einem Punkte P^ beobachteten Richtungen die folgenden 
umgeformten Fehlergleichungen ergeben:*) 

r, = + 0,8 -h f/8a» Gewicht />, = 8,0, 

«^2= +4,2 -H^3fl» w Pi = ^'»^^ 

P3= + 0,2 4-35,6rf5 + 23,0(/9 + f^3a^ w /^s=9,0, 
ü4 = + 2,0 +^3«, 7> />4 = 8,0. 

Diese Fehlergleichungen werden reduzirt auf die eine Fehlerglcichung: 
(143) . = /-,-f^0-P»6 + arf54.«rf5, Gewicht = <M-p^% 

= + 0,2 - ±^^^ + 35,6 rfs + 23,0rf 9, Gewicht = ^^J/j- , 
= — 2,0 + 35,6rf5 + 23,0rf9, Gewicht = 6,4. 
Für die Berechnung von di„ ergiebt sich: 

(1«) ,,„ = _j^^„rf5_^^jM9-\^- 

= - 10,2rf5 — 6,6 rf9 — 1,63 . 



2. Kapitel. Beispiele zu dem im 1. Kapitel entwickelten Verfahren. 

§ 31. Bogenschnitt gemessener Längen. 

1. Zur weitern Erläuterung des im 1. Kapitel entwickelten Verfahrens für 
die Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der durch vermittelnde Beob- 
achtungen bestimmten Gröfsen und der mittleren Fehler der Beobachtungs- 
ergebnisse wollen wir hier noch eine Reihe von Beispielen folgen lassen, und 
zwar in der Weise, dafs wir für jedes Beispiel zuerst die Formeln entwickeln und 
dann die Rechnungen nach den entwickelten Formeln in schematischer Anordnung 
durchführen. 

2. Das in den §§ 22 bis 29 benutzte Beispiel ist im Anschlufs an die 
theoretischen Formelentwicklungen bereits in seinen einzelnen Teilen vollständig 
behandelt worden. Weil aber die zerstreute Behandlung der einzelnen Teile 



•) Vergleiche § 37. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 




Gemessene 
Streckenlängen. 



Gewichte der 
Streckenlungen. 



Gegebene Koordinaten. 



Pt 
P. 
P. 
P. 



x% 
a?5 



6 548,30 
6 570,58 
6 297,72 
6 056,29 
6 246,43 



y% 

Vf. 



2 061,99 
2 420,30 
2552/)3 
2 276,00 
1 896,99 



Näherungswerthe der gesuchten 
Koordinaten. 



5 = 6 323,70 



9 = 2 306,00 



«1 

«4 
«5 



331,60 
272,00 
247,10 
269,50 
416,70 



Pi 
PI 

Pi 
Pi 



5,41 
6,93 
5,16 
6,93 
2,60 



Für «=100 ist das Gewicht pioo = 14,8. 

Gesucht: Die wahrscheinlichsten Werthe 

der Koordinaten x y des Punktes P und 

die mittleren Fehler. 



Formeln. 



Beziehungen zwischen den wahren 

Werthen der Streckenlängen {«) und der 

Koordinaten (ar) (y). 



(108) 



NUherungswerthe 8 der Strecke n- 

lUngen. 



( » . ) = V(( x)-x,)'+((y)-y.)'' , 

(*,) = V((x)-x,)» + ((y)-y,)%! 

r 



(112) 



8. 
8. 



V(5-*i)» + (»)-y.)', 
V(5-^i)» + (9-yf)"">", 



.8. 



V(s -*»)* + (9 -y.)«. 



DifTerenzialquotienten a, i. 



Abweichungen / zwischen den 
Näherungswerthen 8 und den ge- 
messenen Streckenlängen «. 



(114) 



«1 



_ S — J'i 
— ST' 

IT' 



a. 



8* 



9— .Vi 

.... >..., 

*» — 87^- 



6. 



(115) 






= ö, « 



8. 



1? 



/6 = «5- 



«6- 



nicht den erwünschten Ueberblick über die ganze Rechnung gewährt und weil 
einzelne Teile auch mit Rücksicht auf die vorhergegangenen Entwicklungen 
umfangreicher behandelt werden mufsten, als es bei einer lediglich auf das 
praktische Ziel gerichteten Durchführung nothwendig ist, lassen wir hier das 
ganze Beispiel nochmals im Zusammenhange folgen, in einer für die praktische 
Anwendung zweckmäfsigen Anordnung. 

3. Oben sind zuerst die gegebenen Koordinaten, die gemessenen Strecken- 
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Endgleichungen. 



Reduzirte Endgleichungen und 

Aenderungen d^ dr) der Nttherungs- 

werthe j 9 der Koordinaten. 



(118) 



(120) 



f [paa] rfs +lpab]d^-\- [paß = 0, 
1 [pah] t/5 + [pbb] dt) + [pbf] = 0. 

o, = [paa], bi==[paA], fi = [pa/l, 
b, = [pAM, f»=[p*/l- 

»1 »1 



Probe. 



f. 



S: 



(187) -^f.-|i5, = f.dS + f.d9 = '^- 
a, Wa 



Wahrscheinlichste Werthe S der 
Streckenlängen. 



(109) 



5, = V(«-x,)» + (»-y,)'. 
S, = V(x - x,)Tq: (j^'i^)S 

» 

s. = Vü"-*7)' + (y-y»)*. 



(ISS) 



(1«3) 



I 



a.rfs + b,rf>) + fi ■-'0, 



rf«,-- 



5?, 



ds^-l'dn-l 



Wahrscheinlichste Werthe x y der 
Koordinaten des Punktes /^ 



(111) 






Wahrscheinlichste Werthe v der 
Beobachtungsfehler. 



Aenderungen di der Näherungswerthe 9 
der Streckenrängen. 



(116) 



• •• 9 

rf86 = a5rf5 + Äirf9- 



(110) 



l Ü5 = Äfj — #5. 



Probe. 



(117) 



1 



Schluisprobe. 



(WO) 



[pff]=Pififi+Ptfiff^ y-phfyfhi 

\pvv\ '=piViVi'hpfVtVf\-'"''hphVi,Vgi 

ipvv]=ipfn+^. 



Mildere Fehler. 






(IM) 



(1«6) 



, = ±|/[££il. (M 

r » — ? 

, = ±inl/', »j = ±i«l/J- 



m 






längen mit ihren Gewkbten und die genäherten Koordinaten *^| zuianimcngcnt<;:!f. 
Sodann folgen die Rechenfonneln in der Ordnung wie \ic zur Af'^^utiuw^ 
gebngen. 

Auf Seite 1^} und 127 folgt dann die nach dlc%'sn hormclu (l'o'ü.u/if':}»^^ 
Rechnong, zu deren Erläuterung nichts mehr zu tagen i\U 



', Die B€rtcl^'^z4 icr gt tÄ.' tne^ tU^yrC.:Lk'jtz. \* r ar i,% iZr i»* g^Ji* »r^>*.'ti;, vt it •' -^^^■*'>^ 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



II.T. IV. A. 



1. Berechnung der N*äherungswerthe 8 
der Streckenlängen. 


2. DifFerenzial- 
quotienten a, />. 


3. Abweichungen f. 


1 
1 


5- 






" -I- 


1 

6= . 


d. 


«. 


/•=«—». 


1 


1 


^9=9-y,,. 


8« = ^5^j 


9 ' 

1 

1 

1 


9 






1 






G 323,70 1, 


2 306,00 


504 45 


















.P^ 




6 548,30 


2 061,99 


5 95 41 


— 


0,677 


, 4- 


0,735 


331,64 


331,60 


+ 0,ft4 1 


1 


224,60 + 


244,01 


10 99 86 






1 








1 
1 




1 




6 323,70 ! 


2 306,00 


609 50 


P, 




6 570,58 


1 


2 420,30 1 30 64 


— 


0,908 


1 


0,420 


272,06 


272,00 


4- 


0,06 




— 


246,88 - 

1 


114,30 


7 4014 




















6 323,70 




2 306,00 


6 75 


P» 




6 297,72 ; 




2 552,03 


6 05 31 


4- 


0,105 


0,996 


247,40 


247,10 ,4- 


0,30 




4- 25,98 i — 


246,03 


6 1206 




1 

,1 

1 1 


■ 


1 
1 

i 








6 323,70 




2 306,00 


7 15 08 




' 




P* 




6 056,29 




2 276,00 


9 00 


4- 


0,994 


4- 


0,111 


269,09 269,50 


— 


0,41 




+ 267,41 

1 


4- 


30,00 

1 


7 24 08 






! 
1 






1 










6 323,70 




2 306,00 ! 


69 71 


P. 


4- 


6 246,48 

77,27 


4- 


1896,99 16 72 89 


4- 


0,186 


4- 


0,983 


416,25 416,70 — 


0,45 


409,01 


17 32 60 




0,300 ; 4- 0,413 6,44 


6,90 - 


0,46 


■ ... 1 

4. Bildung der Factoren u. s. w. der Endgleichungen. 




P 


V?. 


1 


bfp. 


fV. 


D, paa. 


pab. 

1 


paf. 


pbb. pbf. 


pff- 


P^ 


5,41 


2,33 


— 


] 

1,5814- 1,71 4- 


,09 


2,50 


1 

1 


2,70 — 0,14 




1 

2,92 ' - 


¥ 0,15 




0,01 


Pt 


6,93 


2,63! 


2,39 — l,10i4-0 


,16 5,71,4-1 


2,63 l] — i 0,38 




1,21 - 


- 0,18 




0,03 


P, 


5,16 


2,27j+ 


0,24 - 2,2Gi4-0 


,G8 


0,0G ' - 


0,54 1 4-' 0,16 




5,11 - 


- 1,54 




0,46 


P. ' 


6,93 


2,63; + 


2,61+;0,29- I 


,08 


6,81 + 


0,76 — 2,82 




0,08 - 


- 0,31 




1,17 


P. 


2,60 


\fi\ 


+ 


0,30 H 


- 1,58" 

1 

1 1 


,72 0,09,4- 


0,47 ! — i 0,J2 




2,50 - 


- M4 




0,52 


4- 15,17 4- 


0,62 1— 3,40 


4- 11,82 - 


- 3,02 


+ 


2,19 












1 




lpaa]=a, 


lpab]-\[paf]-fi 


lpbb]==h,lpbf]=^ 

1 


. {pfn 1 


5. Auflösung der Endgleichungen und wahrscheinlichste 

Werthe xy der Koordinaten. 


6. Probe. 


0,H 


h 15,17 


bi 4-0,62 


f, - 


-3,40 


h. 


4-11,82 


f2 - 
«1 ! 

5. - 


-3,02 

l-i0,14 

1 




- 0,762 f 


1 

1 

1 

r 
s - 


- 0,728 

- 0,737 


1 

1 








0,04 


- --dr)- 
</5 H 


h 0,224 
-0,010 


öl 

»2 


,— 0,03 


,14-11,79 

1 


-2,88 
h 0,244 


»2~ . 


-iO,703f. 

1 


- 0,214 






£ - 

i 


- 1,465 


- 1,465 












S = 6 323,70 




1 




9=2 30G,00 


1 
1 








- - 


_ 






x — Q 323,91 








y — 2 30G,24 




- 
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1 

7. Wahrscheinlichste 

Werthe S 
der Streckenlungen. 

1 


8. Feh- 
ler V, 


9. Aenderungen d^ 

der Näherungs- 

werthe S. 


10. 
Probe. 


11. Qua- 

dratsumme 

der FeRler 

[pvv]. 


12. Mittlere 
Fehler 

w=±m]/-. 
r P 


Jx=x^x^. 


Jx Jx. 


\s^—JxJx 

H- ^y ^y- 
S. 


V — 


adic -\- bdy =d^. 


v = 
f+d». 


v\p. 


p V V. 


»•]/?• 


' 224,39 
244,25 


! 503 50 

: 5 96 58 


110008 
: 331,67 




0,07 
0,24 
0,08 
0,18 


+ 
4- 


0,145 


4- 

1 


0,179 


1 

1 

,+ 


0,03 
0,80 


1 
+ 0,07 


+ 

+ 


0,16 
0,63 
0,18 
0,45 
0,27 


0,03 

0,40 

0,03 

0,20 

0,07 
0,73 


1 
1 

±0,21 
±0,19 
± 0,22 
±0,19 
±0,30 


246,67 
114,06 


i 60846 
- 1 SO l6 

1 


7 38 56 
271,76 


0,194 
0,022 
0,213 
0,040 


i 

1 

1 
i 

1 


0,102 

0,243 

0,027 

1 


+ 


0,24 
0,08 
0,17 
0,17 


26,19 
245,79 


6 86 
6 04 13 


6 1099 
247,18 




0,22 


267,62 
30,24 


716 21 
914 


7 25 35 
269,32 


+ 

1 

,+ 


0,24 
0,28 


; 77,48 60 03:1 17 34 88 
409,25 16 74 85 416,52 


! 
-0,18 


• I 

,+i0,240 


, 


1 


6,45 


- 0,45 


— 


0,064 + 0,101 1 


4- 


0,03 


-0,43 


[pvv] 


13. Schlufsprobe und mittlere Fehler. 






[pvv] = [pff] -h ^-2,19 - 1,46-0,73. 


-==±0,13m. 


m-dbi/- 




-l/?:!' 


1 
2" 


=± 


0,4 


9 m. 


m, 


100 


dbi 


ml/ 


1 

PlOO 


dbO,49 


ü 



§ 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 

Auf dem Punkte P= Redemoissel der Eibkette sind seitens der trigono- 
metrischen Abtheilung der Landesaufnahme zur Bestimmung der Richtungen nach 
den Punkten Pj = Glienitz, P« = Höhbeck, P^ = Pugelatz, P^ = Hohen-BUnstorf 
die nachstehend mitgeteilten Winkelwerthe bestimmt worden: 





A 


P. 


Ps 






82 
195 

269 

1 


47 
42 

07 


60,833 
46,425 
57,858 


ITg.g 


,112 

'l86 

1 


54 
19 


45,450 
57,942 


«Ja. 4 


1 
1 

73 25 


12,558 



Die Winkelwerthe sind als einfaches arithmetisches Mittel aus den Ergebnissen 
von je 6 Doppelbeobachtungen eines Winkels gewonnen, so dafs, wenn das Ge- 
wicht einer Doppelbeobachtung eines Winkels oder einer Beobachtung einer 
Richtung als Gewichtseinheit genommen wird, das Gewicht der mitgeteilten Winkel 
werthe p = ß wird. 

Es sollen die wahrscheinlichsten Werthe Ä,, Ä,, Äg, R^ der Richtungen, 
sowie der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit und der mittlere Fehler m der 
Beobachtungsergebnisse berechnet werden. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n. T. IV. A. 



1. Der wahre Werth (tf?/.^) eines Winkels steht zu den wahren Werthen 
(ÄJ und (R^) der Richtungen des linken und rechten Winkelschenkels in der 
Beziehung, dafs {tr^.^) = — (Ä^)-f (ßy)ist. Demnach erhalten wir für die Beziehungen 
zwischen den wahren Werthen der beobachteten Winkel und der zu bestimmenden 
Richtungen die folgenden Gleichungen: 



(108) 



Pi 



Pt 
P, 
P* 



(«Ol-«) 
(«Ol -4)' 



(Ä,) + (Ä»), 
(Ä,) + (Ä.), 

(Ä,)+(Ä4), 



Pt 



(«>«•») 



(Ä.) + (Ä.), 
(Ä,) + (Ä,), 



(«o».*) (Ä.) + (Ä*) 



8. Hieraus folgt fttr die wahrscheinlichsten Werthe fV der Winkel und die 
wahrscheinlichsten Werthe R der Richtungen: 



(109) 





Pl 


P2 


Pt ] 


Pt 
Pt 
p* 


Wi .j == — Ri + Ä2> 
W^i-a = — Äj + Äs, 
^^1.4 — Ä, 4- A4, 


H^2«3 ==^ — Äj -h Äs, 
W^2«4 = — Äs -h A4, 


Wj.l Ä,+ Ä4, 



sowie für die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v: 



(110) 





Px 


P> 


i». 


Pt 
p, 
p* 


t),.,= fr,., — »,.,, 

t>,.s= W'l-S — l«!-») 
«'l-4=H'l-4 «»l-«» 


»j.j — R'j.j — iPi.a, 

C,.4= Wf« — «),.4, 


»S-4 = 


»',.4 


— «'»•4- 



(111) 



3. Die wahrscheinlichsten Werthe Ä der zu bestimmenden Richtungen zer- 
legen wir in die NUherungswerthe r und die diesen beizufügenden kleinen Aende- 
rungen r/r, so dafs ist: 

Äi=ri + rfri, 

Ä2 = t2 + c?r2, 

A4 = t4 + dt^. 

Die NUherungswerthe r^, r2, tj, r4 können ohne weiteres so festgesetzt 
werden, dafs ri = 0°(X)'0O" und 12, ta, r4 gleich den auf volle Sekunden ab- 
gerundeten Winkeln 1^1.29 tri-g, 101.4 genommen werden. Aus diesen NUherungs- 
wcrthen ergeben sich dann die NUherungswerthe 10 der Winkel nach: 



(112) 





Px 


Pt 


Pt 


Pt 
Pt 
p* 


n)i.t= — r, +r,, 

'"1.« = — ti + ta, 

n),.4 = — ti+tj, 


Wj-s^ — «a + r,, 
n)j.4 = — «« + ^4, 


Wa.i = — ta + r«. 



Den kleinen Aenderungen r/r der NUherungswerthe der Richtungen ent- 
sprechen die kleinen Aenderungen dxo der NUherungswerthe der Winkel, so dafs 
sich die wahrscheinlichsten Werthe IV der Winkel aufser nach den Formeln (109) 
auch ergeben nach: 
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(113) 






P. 



P* 



^^l'2 = tt'l»2 4-rftt),.2, 



^''2.3 = W2'3 4-^tÜ2.8, 



Fri.4 = n),.4 + ^/tt)i.4, Fra.4 = W2.4 + rfn)2.i, 



>Fa.4 = tt)3.i + r/n)3.4 



4. Differenziren wir die Ausdrücke (112) für die Nilherungswerthe m der 
Winkel nach r,, tg, ta, r4, so erhalten wir folgende Differenzialquotienten: 



(114) 



dm 
a = - — . 


. dm 


dm 


, dm 


«l'2-^— 1 
«1-3= — 1 

a,.4 = — 1 


*i. 2 = 4-1 

*1.3= 


Ci.2= 


^,.2— 
^/,.3= 
</,.4- + l 


a2'3= 

Ö2«4= 


*2«3= — 1 
Ä2.4 = -l 


C2-3 = + 1 
C2.4= 


r/2.3 = 

^,.4=+l 


Ö3'4= 


bz.^- 


C3-4= 1 


rf3.i = H-l 



Ferner ergeben sich die Abweichungen /" zwischen den Naherungswerthen w 
der Winkel und den Bcobachtungsergebnissen w nach: 



(115) 



P, 
Ps 
Pa 



P. 



/"ra = ^1*3 — M» 



l'3i 



A'4 ~ W)|.4 — 2U,.4, 



/^2'3 — W2'3 — W?a'3 » 
A'4 =^2-4 "■ *^2-4 9 



/^3'4 



103.4 — ^'^ 



3*4 



Hiermit erhalten wir die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 



(116) 



P3 
P, 



P. 



dmi,^ = — dt^ 4-rfra, 
rfn),.3 = --t/r, + </r3, 
dm,.^ = -dVi-\-dt^, 



dm^.^ = — rfTg + rfr4 , 



3 



dm^'^ = — rfts + dv^ , 



(117) 



^^3 
i^4 



Px 



^\'9 =/^i.2 + rfn),.a, 

«^|-3=/'|-3H-^^Wl-3» 
«'|.4=/"|.4 + (/ro,.4, 



^3'4 =/'3*4 + <^W53*4 



^2*3 — /2*3 4" «^5.3, 
1^2*4 ^^/2*4 4" «tUa-4 5 

5. Mit den Differenzialquotienten a, ä, c, r/ und den Abweichungen /* ergeben 
sich die Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen, wenn wir die für alle 
Beobachtungsergebnisse gleichen Gewichte vorliiufig gleich Eins nehmen, wie folgt: 



Nr. 


a. 


b. 


e. 


d. 


f. 


aa. 


ab. ac, 

1 


ad. af. 


bb. 


be. 


bd. 


bf. 


icc. cd. 


cf. 


dd. 


df. 


1-2 
1*3 
1.4 
2.3 
24 
3.4 


-1 
—1 

— 1 

• 

• 
• 


+1 

• 
• 

—1 
-1 

• 

M. 1 1 


m 

+ 1 

• 

-Hl 

• 

— 1 


• 

• 

-fl 

-1-1 
4-1 


M'2 
/|*3 

/2"3 
/2*4 
/■»•4 


-hl 
+ 1 

4-1 

• 

• 
• 


— 1 


• 

— 1 

• 

• 
• 
• 


• 
• 

1 

• 
• 
• 


/ 1*2 
/ 1-3 

• 
• 

• 


4-1 

■ 
• 

-hl 

4-1 

• 


m 
• 

-1 

■ 


• 
• 
• 
• 

-1 

• 


• 
• 

/2»3 
/2*4 

• 1 


m 

-hl 

m 

-hl 

• 

+1 


-1 


m 

• 

4-/2-3 

1 


m 
• 

-hl 

• 

+1 
+1 


• 

• 

■ 

+A-4 


1+3 


-1 


-1 


— 1 




1+3 


-1 


-1 




+3 


-1| 




+3 
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(118) 



womit sich folgende Eiidgleichungen ergeben: 

4-3c/rj— (fta— f/tg - rfr4 + (—/•,.,—/•,. 3 —/"..J =0, 

— r/r, 4-3r/r3- r/tg — (lt^-i-{-h f,^i — f^i-s —fiu) ^0, 

— rftj - f/tj+Srfra— f/r4 + (-+-/',. 3 4-^2-3 -Am) =0» 

— rfr, - f/tg- </r3+3r/r4 4-(-l-/',.4+/'a.4+/'3-4) = 0. 

Addiren wir diese Gleichungen, so erhalten wir = 0, die Gleichungen liefern 
also keine bestimmten Werthe der Aenderungen r/r^, rftj, dtg, f/r4 und damit auch 
keine bestimmten Werthe der Richtungen und zwar, wie leicht zu erkennen ist, 
weil wir bis jetzt nicht festgesetzt haben, auf welche Anfangsrichtung wir die 
Richtungen beziehen wollen. Treffen wir diese Festsetzung nun in der Weise, 
dafs wir diejenige Anfangsrichtung nehmen, wofür die Summe der Aenderungen 
r/r,, Jtj, rfta, dt^ gleich Null ist, so erhalten wir die Gleichung: 

rfr 1 + rfr 2 + dt 2 4- r/r j = 0, 

die wir zu den Endgleichungen (118) addiren, womit diese sich vereinfachen auf: 

+ 4c/r, = -|-A.2 + A.8 + /'i.n 
+ 4r/rj = — A'2 + A-a + A-n 
4-4rfr3 = — /"i .3 — A'sH" A'4i 
+ 4rfr| = — /1.4— /"g.* — /"a-i. 

6. Stellen wir die Abweichungen f wie folgt in einer Tabelle zusammen 
und bezeichnen die Summen der in den einzelnen Spalten stehenden Abweichungen 
mit 5i, «s, «a, «4 und die Summen der auf den einzelnen Zeilen stehenden Ab- 
weichungen mit (Tj, <r«, (Tg, a«, so dafs wir folgendes haben: 

so sind die Absolutglieder der obigen End- 
gleichungen: 

+ / l'S + / I .3 "H/ 1 '^^^I — «^11 

i\ 'S / 2 • a "4* / S ■ 4 = *3 ö".! » 
/ 1 •* /2'4 / 3»4 ^=^*l *'4» 

womit die Endgleichungen übergehen in: 





P, 


Pt 


i'. 


P4 




p. 










<^1 


/», 


+ fl.t 








^2 : 


^3 


+ /"l-. 


+ A.3 






ffs 


P4 


+ A-. 


+ /■!.< 


+ A.4 




^4 


' 


»1 


«« 


«.1 


«4 


* 



(!««) 



M 



4r/ri =«| — 

4r/r3 = «., — «Tg, 
4</r4 = «4 — «r^, 



oder: (123) 



rfr, = i^=^, 



i_ Ä« ~-" ff« 



f/r., = 
r/r 4 = 



4 

g« -- g» 
4 

«4 — <r4 



7. Die letzteren Formeln können verallgemeinert werden für alle FUlle, in denen, 
wie hier, die Winkel gleich genau beobachtet worden sind, die sich aus allen möglichen 
Kombinationen je zweier der zu bestimmenden Richtungen ergeben. Wie leicht 
zu Übersehen ist, ist der Divisor in den Formeln für dx immer gleich der Anzahl v 
der zu bestimmenden Richtungen, und die Ab3olutglieder der Endgleichungen 
werden immer richtig aus den Differenzen s — <r der Summen s und c erhalten, 
wenn diese aus den Abweichungen f gebildet werden, wie oben gezeigt ist, so 

dafs allgemein f/r = ist. 
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8. Die Anzahl der Kombinationen zu zweien ist für v Elemente gleich 
-K^(^ — * Demnach werden bei dem hier behandelten Verfahren zur Bestimmung 

von V Richtungen n = -x- »'(#' — 1) Winkel beobachtet. Zur einfachen, nicht ver- 
sicherten Bestimmung von v Richtungen sind q^^v — X Winkel erforderlich, 
wonach die Anzahl der überschüssigen Winkel n — ^ = -^•'(y— 1) — (»»^ 1) 

= -^(*' — 2)(>'— 1) ist. Demnach erhalten wir für den mittleren Fehler m der 
Gewichtseinheit, da alle Winkel das gleiche Gewicht p haben,: 



oder in unscrm Falle, wo /) = C, ^ = 4, also -;j-(r — 2)(i'— 1)=^ -5--2-3 = 3 ist: 
Der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse, deren Gewicht// ist, wird: 



ih-y 



(186) ,« = ± ml/ -•- = rt I / LE^J , 

i.(^_2)(K-l) 

oder in unserm Falle: 



-^«/t--/^ 



9. Die allgemeine Form der vereinfachten Endgleichungen ist, wenn wir in 
diese die Gewichte ji einführen,: 

i'Pf/rj = />(«, — er,), 

Demnach ist: 

!öi = + »'Pi B, - 0, c, =0, , fi = -p(«i — <^i), 
C:, = 4-»'P, , f3 = — P(«3 — «Ta), 

• • • M I 

und damit wird: 



C^a = Ca = + >'/>, , 5:,=^f3 = — /)(*, — «Ts), 



(120b) 
ferner: 

(1^7) -.--- ^-^^ -^(,, _^,)_'_^ »^^^ -^'(^2-^2) 

P(«s — «y.i)./ . 

^,:p -p(*3-ff3) 

endlich: 

(129) {vvv\ = p\vv] = [i.fr]-^Z = y[ff]-^-[(, -a)*]=/.([/-n-J<-'-^-*L)My 

10. Hiernach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 

9» 
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Px- 


/^«. 


P3. 


Pa' 


Summe. 




1 » 1 " 


' 1 " 


1 ' 1 " 


1 ' 1 " 






1. Gemessene Winkel w, \ 


Pt 


82 


47 


60,833 






1 
1 














Px 


195 


42 


46,425 


112 54 


45,450 
















p* 


269 


07 


57,858 ,186 


19; 57,942 


73 


25 


12,558 














45,116 






43,392 






12,558 






1 1 


2. N'äherungswerthe r der Richtungen. | 




00 


00 182 47 61 1195 42 46 ^69 071 58 | 45" | 


3. Näherungswerthe xo der Winkel. (Formel 118.) 


p. 


82 


47 


61 














1 








p» 


195 


42 


46 


112 


54 


45 














1 


p* 


269,' 07 


58 


186 


19 


57 


73 


25 


12 














45 






42 






12 






1 


4. Abweichungen /—itJ — «7. (Formel 115.) <r— | 


Pl 
























0,000 1 


p» 






+ 0,167 


















+ 0,167 


p. 






— 0,425 






-0,450 














- 0,875 


Pi 

s 






+ 0,142 






- 0,942 






- 0,558 








- 1,358 






-0,116 






- 1,392 






— 0,558 






0,000 


— 2,066 


— ff 
« — <r 






0,000 






- 0,167 






+ 0,875 






+ 1,358 


+ 2,066 






-0,116 


1 




- 1,559 






+ 0,317 






+ 1,358 1 0,000 1 


5. Aenderungen dt — -- {s — a) der N'äherungswerthe r. (Formel 123.) 




— 0,029 ! ! - 0,390 ll + 0,079 + 0,340 | 0,000 


6. Wahrscheinlichste Werthe R = t-hdt der Richtungen. (Formel 111.) 




359 


59 


59,971 


82 47 60,610 j 195 42 46,079 ^69 07 58,840 | 45,000 | 


7. Wahrscheinlichste Werthe W der Winkel. (Formel 109.) l| 


Pn 


82 


47 


60,639 1 


















1 


P. 


195 


42 


46,108 


112 


54 


45,469 
















P4 

i 
l 

i 


269 


07 


58,369 186 


19 57,730 

1 ' 1 


73 


25 


12,261 










45,116 




1 43,199 






12,261 






1 


8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v—JV—w. (Formel HO.) | 


P. 


























0,000 ! 


P» 






- 0,194 




















— 0,194 


^» 






- 0,317 






+ 0,019 














- 0,298 


P. 

i 

( 


— 




+ 0,511 






— 0,:>12 






0,297 








+ 0,002 


0,000 !| 1 

1 1 1 


-0,193 






— 0,297 






0,000 j — 0,490 1 


1 

1 

1 


9. Aenderungen dm der NUherungswerthe tp der Winkel. (Formel 110.) | 


' P. 


! "0,361 " ! 


II 






1 




1 


P, 




' +0,108 




+ 0,469 














1 
1 


' P. 

1 


i 


-f 0,369 






+ 0,730 


1 




+ 0,261 










1 +0,116 ; 






+ 1,199 ; 






+ 0,261 






1 
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Pf. 
P* 



1\ 

P, 
P* 



Pt 
P* 



Pi- 



o I ' I 



If 



P.. 



I O I ' I 



n 



P*. 



o I . I 



It 



Summe. 



10. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v=f-{'dXD. (Formel 117.) 



- 0,194 

- 0,317 
+ 0,511 



'I 



4- 0,019 
- 0,212 



— 0,297 



0,000 



— 0,193 



- 0,297 



11. Quadratsumme [ff] der Abweichungen f. 



0,028 
0,181 
0,020 




0,229 ! 





0,202 I 
0,887 '! 



0,311 



0,028 
0,383 

1,218 



1,089 



0,311 



I 1,G29 



12. Quadratsumme [vc] der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v, 
0,038 1 ' 0,038 



0,100 
0,261 



0,000 I 

0,045 ! 



0,088 



0,100 
0,394 



0,399 I 



0,045 ,! 



0,088 



0,532 



13. Summe —= — ^[(8 — ay]. (Formel 127.) 



- 0,003 !| 



-0,608 



- 0,025 



- 0,461 I - 1,097 



(129) 
(125) 

(126) 



14. Schlufsprobe und mittlere Fehler. 
lvo] = [ff] - I [(« - ff)'] = 1,629 - 1,097 = 0,532. 

m = db yyf^] = it \^i;Ö64 = it 1,03". 



m 



= it y -^ = ± yo,l 77 = d: 0,42 " . 



11. Für die Richtigkeit der Rechnungen ergeben sich zahlreiche Proben, 
denn, wie leicht zu übersehen ist, mufs sein: 

unter [tOi] und [ H^] die Summe der Winkel werthe 

und unter [ dro , ] die Summe der Aenderungen dtb 

in der ersten Spalte verstanden, 



[r] =[n),l = [Ä], 

[dtt), ]=-(«, -CT,), 
»3-4 — n)8«a = W3.4, 



W 



3*4 



-IV^.,= W,.,, 



i in i 



(128) 



dt02»i — rfn)f.3 = rflU5.4, 

(»1 -M^if] = s, 

[W] -[w] = lv], 

[« — ff]=0 und [rfr]=0, 

— »1 .3 — 17, .a — », .4 = 0, 

4-ri.s--t>2.3 — üj.^ = 0, 

+ t'l.3-|-t?2.3 — t'a-4 = 0, 



jeder Spalte, 



oder die Spaltensumme der wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler ist gleich ihrer 

Zeilensumme. 
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Durch die Proben kann die Richtigkeit der Rechnung in jeder Abtheilung 
gesichert iverden und defshalb kann die Rechnung bei der praktischen Anwendung 
des Verfahrens erheblich abgekürzt werden. 

12. In den Rechnungen der trigonometrischen Abtheilung der Landes- 
aufnahme wird nicht, wie es hier geschehen ist, das arithmetische Mittel w aller 
aus den Beobachtungen gewonnenen Winkelwerthe als Beobachtungsergebnis 
eingeführt, sondern die Summe der Satzmittel {^^pu:)^ unter Satzmittel das Mittel 
aus dem Ergebnis einer im Hingang und einer im Rückgang gemachten Beob- 
achtung verstanden. Ferner wird in diesen Rechnungen die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler gebildet aus den Abweichungen 
der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel W von den einzelnen Satzmitteln. 

13. Aus den Gleichungen (188) wird mit den unter Nr. 4 erhaltenen Zahlen- 
werthen der Differenzialquotienten a, ä, c, J, wie bereits unter Nr. 11 angeführt ist,: 

-t-t?j.,— t?2.8 — 1?2.4 = 0, 

H-t?1.8+ t?1.8 — «8-4=0, 

Setzen wir in diese Gleichungen für v^,^ die Werthe — Ä^-i-Ä^— w,.^, die 
sich nach den unter Nr. 2 erhaltenen Fehlergleichungcn (109) und (110) ergeben, 
so erhalten wir: 

-J- Äi — Äa H- M'i .9 -I- Äi — A3 -f- MJi .3 4- Äi — jßi -f- Wj .4 = 0, 
— Äj H- Ä< — M>i.s -I- Äa — Äa-I- Wj-g-f- Äj — A4 -+- «rs.4 = 0, 

Äi -hÄa "~ "^1 «3" Ä«+ Ä8~~ '^i'3+ A3 Ä4-I- Ws'4 = 0, 

Ry -hÄ* — M'1.4 — R%-\- A4 — ^3.4 --Ä8~l" Ä* — M?8.4 = 0. 

Addiren wir nun zur ersten Gleichung 4- Äj — Ä, = 0, zur zweiten H- Ä2 — Äj 
= 0, zur dritten 4-Äs — ^8 = 0, zur vierten -HÄ* — ^4 = und setzen die An- 
fangsrichtung, worauf die wahrscheinlichsten Werthe der Richtungen bezogen 
werden, derart fest, dafs Ä, + Äa + Ä» + Ä*-=0 wird, so wird: 

4Äi = — ^\'t — *Pl'8 — '^IM» 
4Ä» = -|-M>i.l — «?2'3 — W'l'4» 
4Ä3= + M?l.3-f-<üt.3 — IO3.4, 

4Ä4 = -|-«C,.4 4- 1^2.4 4- *^3-4' 

Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe Ä,, Äj, A3, A4 der 
Richtungen, wenn wir die Winkel wie folgt tabellarisch zusammenstellen 





A- 


A. 


Pz- 


Pa^ 


Px 


. 


— Wi.2 


— '^1.8 


- W1.4 


p. 


4-w,., 


• 


"?2.3 


— MJ2.4 


ps 


-hWi-a 


-f-M^2-3 


• 


— K'3-4 


p. 


+ MJ,.4 


4- «72-4 


4- w^,^ 


• 



in einfachsterweise als arithmetisches Mittel der auf den einzelnen Zeilen stehenden 
Winkelwerthe.*) 

14. Wenn nicht die sämtlichen Winkel beobachtet worden sind, die sich 

1 . . 

aus den -5- »'(»'— 1 ) Kombinationen der Richtungen ergeben, sondern irgend welche 

Winkel, so werden diese zweckmäfsig ebenso behandelt, wie im folgenden § 35 



•) Vergl. Gaufs, Die irig. u. polyg. Rechnungen u. 5. w. 2. Aufl., I. Teil» S. 208 u. 209. 



§33. 



ung.b» 
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die Höhenunterschiäile im Nivcllemenisncue. Die dort unicr Nr. 8 gegebenen 
mechanischen Regeln zur Bildung der Fakioren und Absoluiglieder der End- 
glcichungen gelten für Winkel w^_^, «■„.(., «'«.j, ..... die zur Bestimmung der 
Richtungen fl^, Äj, Ä^, .... nach den Punkten /■„, P^, P„ . . . . beobachtet 
worden sind, in folgender Fassung: 

a) \pita], [pbb], [pcc], lpdd\, .... sind gleich der Summe der Ge- 
wichte derjenigen Winkel, deren einer Schenkel die Richtung nach 



1 der Punkte I\ 
h) Ipab], Ipac], [päd],. 
\p6cU [fbä],. 

\P<^'1],. 



/•., /• 



sind gleich ("'o.j. ""n c» ""aJ' • ■ ■ • 
den negativen | ""s-c' "o.J' ■ ■ ■ ■ 

Gewichten | ""c-d' ■ ■ ■ ■ 

der Winkel l . . . ; 

für {paf\, [/li/l, \pcf\, [pdf\, .... sind die Produkte /'/'fUr samtliche 
Winkel anzusetzen, deren einer Schenkel die Richtung nach einem der 

Punkte P^, Pf,, P^, Pj, ist, und zwar mit dem Vorzeichen von /", 

wenn die betreffende Richtung der rechte WiniicUchenkel ist, da- 
gegen mit dem entgegengesetzten Vorzeichen von f, wenn die be- 
irelfende Richtung der linke Winkclschenkel ist.*) 



I 38. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

1. Verfahren. 
Bei einer Triangulation sind auf dem g 37 die Richtungen nach den 
Jiä 40, 51, 3J, 4G, 4i, 53 in 4 Richtungss'.itzen mit gleicher Genauigkeit beobachtet 
worden, so dafs das Gewicht der Beobachtung einer jeden Richtung in einem 
Satze = 1 ist. Die aus den Ablesungen abgeleiteten Satzmiliel sind: 





Salz 


I. 


Satz 


lt. 

, 1 „ 


S 




'',-8« 


,; 28 


3ü ; 42 




73 


:;5 30 




1. 




»'," I63|28 


30 


/■,-S5l 






"" 


142 


38:22 


sä" 137 


35,20 


)'/ ,232 


31 


4ö 


''.-äää 


.; :'l-2 


17,40 


»" 


167 


12 


07 


«i" ;212 


19:23 


■ 






P.-iiB 




■ 






»" 


201 


IG 


02 


*I" 246 


22,40 


«i" ■2Ü\ 


18 


58 


/'.-ä« 


s( 


185 


35 


47 


»i 


^30 


29 


47 


"i" 


,275 


37 


03 






■ 




''. = «52 


«8 


221 


15 


.00 


■ 


- 






U'"] 


311 


16 


5a 


IV 


356 


13 


38 


— 


3!) 


üU 




s" 


"48 


i" 


l'J 




32|äl|| 


Es sollen die wahrscheinlichsten Wenhc j-i, r,, Tj, t^, r,, rg der Richtungen 


und der mittlere Fehler ra = m einer einmal beobachteten Richtung berechnet 


werden. 



































I. Üie einzelnen Richtungssatie sind in verschiedenen Lagen des Teil- 
kreises beobachtet worden, so dafs also die Nullrichlung des Teilkreises fUr alle 
Satze verschieden ist. Um aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen zuerst 
Richtungen zu erhatten, die sich auf eine gemeinschaftliche Nullrichlung beziehen, 
mUssen von den Beobachtungsergebnissen die Oricntirungswinkel subirahin werden, 
die die Nullrichtung des Teilkreises bei den verschiedenen Lagen des Teil- 
kreises mit der Richtung nach irgend einem fUr alle SUize gleichen Punkte bildet. 



•) Verf 



Ulfs. Die 



jolyg. Recbni 



. 3. Aufl. 



Teil, S. 214 u. f. 



i3e 
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Diese Orieniirungswinkel sind uns unbekannt, ihre wahrscheinlichsten Wcrthe 
o', o", o"', o'^ mllssen daher aus den Bcobachlungsergebnissen mit abgeleitet 
werden. 

2. Zwischen den wahren Werthen der Beobachtungsergebnisse («) und den 
wahren Werthen der zu bestimmen Jen Gröfsen (r) und (o), besteht also allgemein 
die Beziehung, dafs (»)-('>) = ('■), oJer («) = (»-) + (o) ist. 

Demnach erhalten wir für unser Beispiel die folgenden Gleichungen fUr die 
Beziehungen zwischen den wahren Werthen der beobachteten und der zu he- 
stimmenden Gröfsen: 



r 


Sau I. 


Snti 11. j 


S.I! 111. 


Sau IV. i 


;', 


(.;)-(r, ) + (.'), 


(.:')-(r,) + (."). 




.?'■)-(',)+(."'),' 


i'. 




(..")-(r,) + (."),l( 


;")-(r,) + (."') 


.;>■)-(-,)+(<."'), 


n 


(■:)-(■•.)+("'), 


(-.!')-(.■■)+(."),'( 


;")-(r.) + (."') 




^1 




(..")-(^.) + (o"),( 


i")-('-,)4-(o"'), 


./'')-('.)+(»"'). 


A 


(.;>-('.)+("'). 


(.i')-(r>) + (."),( 


;")-(r.)+<."') 




\l\ 


(•!)-('.) + (•'), 


l< 


;")-(r.) + (<."'),! 


.."')-(•■.)+(»"■). 



s folgen die fehlerglcichungen: 



1 


Satz 1. 


Satz II. 


Satz III. 


Sau IV. 


p, 


Sf = r, + o', 


Sf^=r.+o", 




Si>' = r, + o'\ 


;/•» 




«" = '-.+<'", 


5,'" = '■. + "''" 


Si*' = r,+o"', 


p, 


S[=Ti-\-t,' , 


S," = r, +ö", 


S3'"=r,+o"', 




p, 




S" = r4 + o", 


5^" = r4 -Vo'", 


S'/ = r,+o"', 


Pf 


5/=rä + «', 


5^' = '-t + o", 


Si" = r^ + o"', 




|p. 


S«' = r, + .', 




.Si" = r^ + o"', 


*■»''' = rs-f-o"'. 



4. Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werihe r und p der zu be- 
stimmenden Gr&fsen in die NUherungswerthe t und o und in die diesen bei- 
zufügenden kleinen Aendcrungcn dt und ilo, setzen also; 



(lU) 



■3 = r,-(-,/r„ 



' =o" +<lo" 



■t = ti + tlt„ 

■> = tj + (/rs, o'''=o"'-i-(/o" 

■. = r„-J-rfr., 

5. Mit diesen NUhcrungs werthen der zu bestimmenden Richtungen ergeben 
sich die Nuherungswenhe S der beobachteten Satzmittel nach: 



§33. 



Richlungtbediininungen aus Ricbtungttitzen. 
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(114) 



(II«) 





Satz I. 


Satz II. 


Satz III. 


Sau IV. 


p. 


8(_r, + o^ 


»1 — ^^1 H-o 9 


• 


a^ = r,^-o'^ 


Pt 


■ 


8? = r. + o", 




87-r,^-o'^ 


p. 


«3 = r.. + <»^ 


8j^=r, + o", 


8f=r, + o'", 


• 


p* 


• 


8f = r, + o", 


85"-r,+o™ 


8^-r,+o'^ 


l\ 


si - 1, + o^ 


8f - r, + o", 


gf=r, + o™ 


• 


p. 


«^i - r, + o^ 


• 


8i"-r. + o'", 


»8 — ^o-r*' • 



6. Differenziren wir diese Ausdrucke für die Näherungswerthe S nach r 
und 0, so erhalten wir folgende Differen/ialquotienten: 





Satz 1. Satz 11. Satz IIl. ! Satz IV. 1 


p, 

P* 
P„ 
Pt 


• 

'••»er, +•' 

• 

«' ^^' +1 
'* er, +*' 

^i-e^--^»' 


*' er, +^' 
'» er, +'' 
"♦ er, +^' 

• 


• 

*' er, +^' 
"' er, +^' 

''^ - 8r, - + ^' 

^* ar, +^' 
^- ar, ^^^' 


«, gj^ - + 1, 

*' - er, - + •'! 

1 
• 

;^ K^y 

''* - 8r, - + '' 

• 

„IV 9-P« .. , 1 

^' er. ^'' 


P. 
Pt 

Pz 

P* 
P„ 
Pt 


.( = |-^ = .i, 

• 

• 

00 


i" »^t_. 1 

'' eo'^ ^ ' 

■ir SF'/ . 

•^ eo" +*' 

** So" ^^' 

• 


• 

' eo"^ ^ ' 

*■' eo^" ' 
t"^ ö^"' +1 

' eo"^ ' 


;^ v^y 

• 
• 

TS ir^y 



7, Die Abweichungen f zwischen den NUherungswerthen S der beobachteten 
Gröfscn und den ßeobachtungsergebnissen s sind: 



(115) 





Satz I. 


Satz IL 


Satz III. 


Satz IV. 


p, 


f' — i' —»' 


/ 1 *^l — *1 ? 


• 


fiy Riy^jy 


Pt 


• 


/ J »1 * 3 9 




f^y^&iy^g^y 

f t *3 — *a » 


p. 


f^ 8^ A^ 
/ 3 * 3 * 3 •» 


/ 3 *3 * 3 1 


4111 _ sin All 

/ 3 '*;i «'s ? 


. 


p. 


• 


.// g// _// 


^/// ij/// ,/// 

1 \ *4 *4 9 


fiv g/r -/r 

/4 ®4 *4 » 


p. 




/ 5 — »4 *4 » 


flll^^m All 


« 


Pt 




• 


rill aIH jn 
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8. Hiermit ergeben sich die, der nachfolgenden Reduktion wegen, gleich 
zusammengefafsten umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117): 



Satz. 



P,. 



P,. 



P.. 



(116) 

und 

(in) 



I 

11 
III 

IV 



// 






JV 



.'IV 



ti/^^/f-^ + Jr.-ht/o 



IV 



in 



V 



.'III 



^fT-^cf^B + do 



III „ /// 



V. = 



7'/ +(/r5 + rfo^ I 
^ri' +dt, + do"\ 
ji''+dx, + do"^] 



P*. 



Pß. 



I 

II 
III 
IV 



r/^=;f -f-./ts + c/O^, 



vi" 
IV 



•III 



=fr+dt.,+do 



V.. 



IV 



=fy-hdVi-{-do 



III 

IV 



vi^ =fi' -\-tlX,-\-do" , 



V 



V 



III 

4 ■ 

IV 



rill 



= f4-{-dX^'\-dO 



'IV 



III 

1 

IV 



vi ==ri -^du+do' ,' 



« 
IV 



rill 



III 



r;--=/*r + f/ro + rfo , 



=fi -^-dx^-^do 



IV 



^4 =/'4 -k-dx^ + do 
9, Diese umgeformten Fehlergleichungen können nach den Formeln (134) 
reduzirt werden auf die folgenden nur noch </o', ^/o^^, do"^^ t/o'^ enthaltenden 
Fehlergleichungen : 



(134) 



Satz. 


Pi- 


P»- 




p,. 




1 


I 


vi -fl +do' ,Gew.-l,o^ -fi +(Io' ,Gew.= l,o{ - 


-fi +rfo^ 


Gew. 


1 

=1. 


II 


v'/-fi' + do", „ -l,vi'-fi' + do", „ -iM'- 


-ri'+do". 


rt 


-j, 


III 


„W^flU+j.ni^ „ =,,„///= 


^fi"+dt>"'. 


n 


-i, 


IV 


vr-f{''+clo'\ „ -1, 


• 




• 




1 


I 


P,- 


P,- 


Pc- 1 


m 


. 


=/•/ +do' , 


Gew. 


=1, 


II 


vi' /l' + ,lo'\Gcw.-\,v{'-ii' + ilo",üew.-\, 




m 






III 


vi" ,i"+dv'", „ -\M"-li"+dv'", „ -\^vi"= 


-f{''+d0"'. 


19 


-1, 


IV 


»f ,r+dv'y, „ -l,viy-,{''+<'o'y, „ -l,pf= 
o,=-[f,] + do'+do" +do'^. Gew. 


-fl^'+do^y, 

1 


11 


-1, 


Px 


P2 


»s-l/'sl +do"+do'"+do'*', „ 


1 






P. 


v, = \f,] + do'+do"+do'" , „ 


1 






Pi 


o. = [A] +do" + do'"+do'^, „ 


1 






P. 


v, = l/\] + do'+dD"-hdo'" , „ 


1 

»5' 






/'e 


Vt = [fit] + d(i 


,/ +do"'+do'^, 


1? 


1 
«0' 







worin ;ij, «2» «35 die Zahlen sind, die angeben wie oft die Richtungen r,,r2,r,, — 

beobachtet worden sind. 

10. Die in den letzten Fehlergleichungen vorkommenden Werthe [/] werden 
sämtlich = 0, wenn für die N'äherungswerthe ti , r,, •••• to das arithmetische Mittel der 
durch Subtraktion der NUherungswerthe der Orientirungswinkel 0^, 0'^, o'^^ 0^^ 
orientirten Satzmittel « genommen wird, wenn also beispielsweise x^ berechnet wird nach : 

(./ _ + {s'l- v") + {»'/- v"") 
r, - — - 3 
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Denn dann wird nach den Formeln (112) und (115): 

+(*r-o"'))=o. 

11. Hiernach ergeben sich aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehler- 
gleichungcn die Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen wie folgt: 



Nr. 


P- 


h. 


■ 


k. 


/. 


f. 


phh. 


phi. phh. 


phl. 


/>/'/■. 


pii. 


pik. 


piL 


pif. 


pkk. 


pkl 


pkf. pll. 


pif- 


'l' 




+ 1 


m 


m 


• 


li 


4-1 




• 




+A' 


m 




1 

• t 


• 




• 


m 


• 


V" 




• 


4-1 


m 


• 


fi' 












• 


4-1 






+/•{' 


• 


. 1 . 


m 


• 


1^^ 

Ig« 




• 


• 


• 


^f7 










• • 

1 
. i . 


• 

+ 1 






• 


• 


1 

' i * • 

• • 


4-1 

• 




1 

1.4-1 


m 


• 


fi' 


. +fi' 


d"' 


1 ' > 

■ ii • 1 • 


-M 


• 


f'I' 












• 


• 






• 


-M 


. \+f'j' 


• 


f 


1 

1 


• 


• 


• 


+ 1 


f'^'' 


H-1 










• 

+fi 


• 
• 






• 






m 


+ 1 +tV 

m • 


■i' 


i i+i 


• 


• 


. fi 


1 
• ■ 


• • 


3" 


1 


• 
1 


4-1 


• 


. f'J! 














+ 1 


, - 


. +i'I 


• 


1 

• ■ 




• 


■6'" 


, 1 

1 


• 


4-1 


• 


fUI 
1 :l 














• 

-f 1 




• • 

. +ii' 


4-1 

• 


* 




( 

• 

i 

• 


4" 


1 >> 

* 1 • 


+ 1 


• 


. fi' 


4'" 




• 


• 


4-1 


■ fi" 














■ 






• 


-hl 


. +fi" 


• 


« 


f 




• 
1 


• 


• 


+i/r 


4-1 










+fi 


• 
• 






m 
m 


• • 

• 


^..//| 


k 


1 4-1 


• 


* 


• 


fi 




. 


b" 




• :+> 


• 


• 


li' 


• 










m 


4-1 




• ;+/^' 


• 




• 


\ 


b'" 


1 :i 

± » m 

! 1 


4-1 


• 


f£ 


• 

4-1 








■ 


m 

+fi 


• 
• 




• • 

1 

1 

1 

• • 


4-1 

• 


'. U/1" 




1 

• 


6' 


■| 1 

1 ;4-i, . 


• 


• 


fi 




m 


6'" 




• 


■ 


+ ii . 


rill 
1 « 


• 












• 






• 


4-1 


• +fi" 


1 


6'^ 


1 


• 


• 


• 


^' 


rlV 
1 


• 

1 
3 








1 
3 




• 

1 
3 


• 


1 
3 


• 
• 


• 
• 


• 


• 
« 


+ 1 
1 

3 


■ 1 


1 


1 

3 


4-1 


-+-1 


■ 


4-1 





1 
3 


2 


3 


• 


4-1 


4-1 


4-1 





• 


■ 




• 




1 
"3 


1 
3 


1 

3 


• 


1 
3 


1 
3 


■ 


1 
3 


• 
1 


3 


-1- 


4-1 


4-1 


• 





1 
3 


1 

3 


1 

3 


• 




1 

■3 


1 
3 


• 


• 

1 


1 
3 


1 
• • 


• 


• 


4 


1 

3l • 


4-1 


+ 1 


4-1 





• 


• 


• 


• 




1 
3 


1 
■ 3 


1; 
31 • 


1 
3 


1 
3 


• 


1 
~3 ' 


5 


-l+l + Ui 


■ 





1 
3 


1 1 

3! 3 

1 


• 




1 
3 


1 
3 


• • 


1 
3 


• 


■ 


• 


• 
1 


6 


-3V' 


• 


+ 1 


+ 1 





1 1 1 
3 • S 


1 
3 • 


• 


• 


• • 


1 
3 


l 

""3 


• 


1 
~3 • 

1 






~i 


— 


1 


- 1 


2 

3| 


{f'\ 


^ 3 


4 
'3 


1 
— I 


\f"\ 


^ 3 


1 
-1 


[f'"] 


-1 


\lf'H 
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12. Die reduzirten Endgleichungen sind hiernach: 

- do'-^^dO^'+^^-do'"- dD'*'+[f"'\==0, 

//_ do'"+ldo'*'+[f"'']^0. 



->' 



do 



Die Summe dieser Endgleichungen giebt = 0, die Gleichungen liefern also 
keine bestimmten Werthe fllr rfo^, r/o^^, r/o^^^, rfo'^, was hier ebenso wie im § 32 
darauf zurückzuführen ist, dafs wir bis jetzt keine Bestimmung darüber getroffen 
haben, auf welche Richtung als Anfangsrichtung die Richtungen bezogen werden 
sollen. Wir treffen diese Bestimmung jetzt und zwar in der Weise, dafs wir die 
Anfangsrichtung nehmen, die sich ergiebt, wenn 

wird. 

13. Addiren wir diese Gleichung zu allen reduzirten Endgleichungen, so 
erhalten wir: 



+J'lt>' ' • + 


-}do'y+[r'] =0, 


■ +'4">"-j"'"' 


. +(/'"] =0, 


ldo"+^^do'" 


. +[f^"]-o, 


+ jdo' . . + 


^.^do'*'+lf'*']-0, 



woraus rfo^, do^^^ c/o^^^, rfo^^ in einfachster Weise erhalten werden. 
14. Für dtiy dtiy .... dx^ erhalten wir nach Formel (137): 

»1 



1 



2V> 






l 



), 



IVy 



r/r4 = - — ( . -^do"-^do"'-hdo"'). 



dx^ = -^{do^ ^do^' + do^^^ . ), 

oder, wenn wir von den in den Klammern stehenden Ausdrücken do^ -\- do^^ + do^^^ 
-l-c/o^^=0 subtrahiren,: 



1 



/// 



</r, = + — f/o^" 
dtt = -\ do^ , 



1 



IV 



f/r3 = 4- — rfo'*^, 

»3 



dt^ = A do^ , 

du^ + ^do^y, 

«6 



rfra = H do 



U 



fii 



15. Bei der praktischen Anwendung des dargelegten Verfahrens kann jede 
Formelentwicklung vermieden werden, indem wie folgt verfahren wird: 



83. 



Richtuogsbestimmungen aus RichtungssAtzen. 
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a) Aus den Beobachtungsergebnissen s werden durch Subtraktion der 
NUherungswerthe o der Orientirungswinkel die orientirten Satzmittel 
« — gebildet. Diese werden gemittelt, womit di^ Näherungswerthe r 
der Richtungen erhalten werden. 

b) Hiermit werden die Abweichungen der NUherungswerthe von den Beob- 
achtungsergebnissen /'=r — (« — o) gebildet. Die Summe dieser Ab- 
weichungen soll nir jede einzelne Richtung gleich Null sein. Die kleinen 
durch Abrundung der Zahlenwerthe von r entstehenden Abweichungen der 
Summen von Null werden vernachlässigt. Die Summe der Abweichungen/ 
nir jeden Satz liefert die Werthe [f'], [/"//], [f"^], ...., die die Absolut- 
glieder fi, fg, fa, der reduzirten Endgleichungen sind. 

c) Sodann wird fUr die Bildung der Faktoren der reduzirten Endgleichungen 
eine Tabelle nach folgendem Schema hergestellt: 



Nr. der 
Richtungen. 


P. 


a. 


b. 


c. 


iL 


.... 




m 


• 

5i« 


• 


• • • • 


• 




• 


. . . • 


• 




.... 




• • • • 

1 

! 


1 
2 

8 

. • . . 


1 

«1 

1 

«2 
1 

. • . . 


S.I. 


S.U. 


S. iil. 


S.IV. 


. . . . 


n'+\ 


+1 


+ \ 


+ 1 


.... 


n"+l 


H-1 


-hl 


. . • • 


n"'+\ 


+\ 


. • . . 


n'^-f-l 


. . • • 





































In diese Tabelle wird in die mit Satz I, Satz II, Satz III, Satz IV, .... 
Uberschriebenen Spalten -f- 1 eingetragen für jede Richtung, die in dem 
betreffenden Satze vorkommt. FUrn^, n^^, »^^^, n^*^, .... wird die Anzahl 
der Richtungen eingesetzt, die in den Sätzen I, 11, III, IV, .... vor- 
kommen und fUr ni, ng, ng, •••• die Zahl, die angiebt, wie oft die 
Richtungen 1, 2, 3, .... beobachtet worden sind, wonach sogleich die 
Bildung der Faktoren der Endgleichungen in dieser Tabelle in gewohnter 
Weise erfolgen kann. Die in den Spalten für j?aa, pab^ pac^ .... vor- 
getragenen Beitrage n^ H-1, H- 1, -h 1, .... zu den Summen [paa], [pa^], 
[pac], .... sind, wie eine Betrachtung der Tabelle auf Seite 139 zeigt, die 
Beiträge, die die in dem Schema unberücksichtigt gelassenen Fehler- 
gleichungen und die Gleichung do^-^ do^^ -h do^^^ +do^^-\ = zu 

den Faktoren der reduzirten Endgleichungen liefern, 
d) Durch Auflösung der reduzirten Endgleichungen werden die Zahlen- 
werthe von (/o^, rfo^^, Jo^^^, r/o^^, .... erhalten, und danach die Zahlen- 
werthe von rfr,, rfr,, Jr.,, ...., indem richtungs weise die Summen der 
(/o^, rfo^'i do^^^y (/o'^, .... derjenigen SUtze, worin die Richtungen 1,2,3,...^ 
nicht vorkommen, gebildet und durch n,, 7)2, n,, .... dividirt werden, so 
dafs also beispielsweise, wenn die Richtung 2 im Satze I, III und V beob- 
achtet worden ist, während sie in den Sätzen II und IV nicht beobachtet 

worden ist, dXi= ^(do^^+do^^) ist. 

Wenn in allen Sätzen alle Richtungen vorkommen, wenn also alle 
Sätze voll sind, so werden hiernach die Aenderungen dt^^ dv^j (/tj,, .... 
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sämtlich gleich Null, und die wahrscheinlichsten Werthe r der Richtungen 
sind dann gleich den Näherungswerthen r. 

e) Nachdem die wahrscheinlichsten Werthe o = o-f-rfo der Orientirungs- 
winkel und r^v-hdt der Richtungen gebildet sind, werden zur Probe 
für die gesamte Rechnung und behufs Berechnung des mittleren Fehlers 
die wahrscheinlichsten Werthe S=r'i-o der Satzmittel und die wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler v=:S — s gebildet. Die Summe der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler mufs nach den Formeln (IftS) 
sowohl für jede einzelne Richtung, als auch für jeden Satz gleich Null sein. 

f) Der mittlere Fehler m = m einer Richtung vom Gewichte 1 ergiebt sich 



worin, wenn n^ die Anzahl der zu 



nachFormel(l«5)m=»i=±T/i^ , 

bestimmenden Richtungen und n^ die Anzahl der beobachteten SUtze 
bezeichnet, die Anzahl der zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 
der n^ Richtungen 9 = »^H-n, — l ist. Dafs die Anzahl der zu be- 
stimmenden GrÖfsen in unserer Rechnung =»^4-»^ ist, widerspricht 



Nr. der 
Ziel- 
punkte. 



Satz I. 



I ' I 



tt 



Satz II. 



I ' I 



n 



Satz III. 



ff 



Satz IV. 



ti 



, I n 



1. Satzmittel «. 



840 
51 
35 
46 
42 
52 



28 

122 

185 
221 



30 


42 


73 


25 


30 


• 


• 


• 


;i63 


28 


. 


• 


142 


28 


22 


187 


35 


20 


232 


31 


17 


40 


167 


12 


07 


212 


19 


23 


• 


• 


• 


• 


201 


16 


02 


246 


22 


40 


•291 


18 


35 


47 


230 


29 


47 


275 


37 


03 


• 

1 


• 


15 


50 


• 

1 


• 


• 


;31l 


16 


53 


,356 


13 



30 
45 

■ 

58 

■ 

38 



b\ 



39 59 



51 48 



11 



19 



32 I 51 



2. Näher ungs werthe o der Orientirungswinkel. 
28 30 I 40 II 73 I 25 I 30 118 1 32 1 20 ! 163 28 30 



3. Genähert orientirte Satzmittel « — o. 



g40 
51 
35 
46 
42 
52 

-h» • 
= [.] 

^40 
51 
35 
46 
42 
52 





* 

93 

157 
192 



00 

47 

06 
45 



02 

00 

07 
10 





69 

93 

127 

157 



00 
02 
46 
50 
04 



37 
02 



19 
40 



44 
07 



00 
52 
37 
32 
17 



18 
30 



69 

93 

127 

157 

192 



03 
47 
50 
04 
44 



00 
03 
20 
43 
33 





69 

127 
192 



00 
03 

50 

45 



00 
15 

28 

■ 

08 



4. Nliherungs- 
werthe der Rich- 

tungenr=^ * 

0' 

69 
93 



n 



127 
157 
192 



00 
03 
46 
50 
04 
44 



00,7 
02,3 
53,3 
26,7 
4i>,3 
57,0 



29 
41 



39 
40 



39 59 



51 



48 



11 19 



38 
54 



51 
00 



32 51 



5. Abweichungen /= r — (» — o). 
1,3' 



6,7 

24,7 
13,(^ 



4- 


0,7 






• 


+ 


10,3 




+ 


2,3 


-h 


16,3' 


— 


9,7 




5,3 




+ 


6,7 


H- 


25,3 




— 


0,7 




■ 




4- 


24,0 



-f 



0,7 
12,7 

• 

1,3 
11,0 



1/ 'J = - 45,7 l/^'j = + 47,3i \f'''\ = + 22,r,ll [f'''\ - 24,3 



30 
Probe. 



02,3 = |r] 



Summe. 



4- 



-t- 



0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,0 



- 10,1 
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6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 



a. 



b. 



c. 



d. 



paa.lpab \pac.\pad. 



pbb. 



pbc. 



pbd. 



pcc. 



pcd. 



pdd. 



g40 
51 
35 
46 
42 
52 



1 



S.I.S.II. 



-3l+^+> 



S.III.S.IV. 

+1 



1 

'3 
1^ 
3 
1 
3 

3 
1 
3 



4-1 



+1 
+ 1 



+1 
-hl 
+ 1 
+ 1 



H-1 
-4-1 
+ 1 
H-1 
+1 



+1 



-1-5 +1 

_ li_ 1 

3 



2 
3 



4-1 



3 



1 
3 



4-1 



1 
3 



]_ 
3 



4-1 



1 
3 



4-1 
_ l 
3 



4-6 



1 
3 
\ 
3 



4-1 

3 
\ 

3 
1 
'3 

3 3 

3 3 



4-1 

3 

3 3 
1 



o 
O 



2 

3 



1 

3 



4-6 



1 
3 
J, 
3 
1 
"3 
1 
3 
1 
"3 



+1 



2 

3 



_2 

3 
3 



3 



l 
3 



^8 







1 
3 



13 
'3 



3 







^3 







3 



3 



4- 



11 
3: 



4-yr/o^ 



7. Endgleichungen. 



1 



jr 



^Po-^ldo"^ 



4-l./o^ 



4- yrfo'*- 45,7 = 0, 
-h 47,3 = 0, 
-h 22,6 = 0, 

4-^^^0^^-24,3 = 0. 



8. Auflösung der Endgleichungen. 



-|? d 0^ - 502,7 4- 24,3 = 0, 
~(/o'^ 4- 614,9 4- 22,6 = 0, 
^ do"^+ 293,8 H- 47,3 = 0, 
^^t/o^^-2G7,3 4- 45,7 = 0, 



do^ =4-12,0, 

r/o^^ = -ll,4, 

do"^=:-^ 6,1, 

e/o'^=4- 5,5, 
[do]= 0,0. 



9. Wahrscheinlichste Werihe o 
der Orientirungswinkel. 

0^ = o' 4- d 0^ = 28*» 30' 52,0", 

o^^=o^^ -hdo" = 73 25 18,6, 

0^^= o^'V rfo''= 163 28 35,5, 



lo]=[o] 



= 57 00,0. 



g40 
51 



35 



46 
42 
52 



dt, 
dti 

dt. 



10. Wahrscheinlichste Werthe r der Richtungen. 

r^ = ti + (/r, = 359'» 59* 58,7", 

ra = r.. -f f/r, = 69 03 06,3, 

ra = r» H- r/r., = 93 46 55,1, 

r, = r^ 4- dx^ = 127 50 30,7, 

r, = tö -f </r, =157 04 44,1, 

ra = ro -I- dtt =192 44 53,^2, 



= l./o^^^=-2,0, 
= -|-rfo^ = + 4,0, 
= -|-</o"'=+l,8, 
= i-rfo^ =4-4,0, 
= y rfo"'= + 1,8, 



[rftj = 



+ 5,8, 



[r] = [t] -+-[(/!]= 80 08,1. 



144 



Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 



Nr. der 

Ziel- 
punkte. 



g40 
51 
35 
46 
42 
52 



g40 
51 
35 
46 
42 
52 



ä40 
51 
35 
46 
42 
52 



Satz I. 



o I 



ft 



Satz II. 



1 



n 



Satz III. 



II 



Satz IV. 



II 



11. Wahrscheinlichste Werthe S = r-\-o der Satzmittel. 

34,2 
41,8 



06,2 
28,7 



28 


30 


50,7 


73 


25 


17,3 


• 


. 


. 


163 


28 


■ 


• 


• 


Il42 


28 


24,9 


1187 


35 


20,2 


232 


31 


122 


17 


47,1 


167 


12 


13,7 


212 


19 


09,0 


• 


• 


• 


• 


• 


201 


15 


49,3 


246 


22 


44,6 


291 


19 


185 


35 


36,1 


230 


30 


02,7 


275 


36 


58,0 


• 


• 


221 


15 


45,2 


• 


• 


. !311 


17 


07,1 


356 


13 



89 



59,1 



51 47,9 



11 18,9 



32 50,9 



12. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v — S — s, 



+ 


8,7 






12,7 






■ 




+ 




• 




+ 


2,9 




+ 


0,2 




— 


4- 


7,1 




4- 


6,7 






14,0 








• 




— 


12,7 




+ 


4,6 




4- 


— 


10,9 




+ 


15,7 






5,0 






— 


4,8 






• 




4- 


14,1 ; 




— 



4,2 
8,2 

8,2 

9,3 



+ I 0,1 



0,1 



0,1 



0,1 



18. Quadratsumme \vv\. 



76 






161 






• 






18 


* 






8 













10 


50 






45 






196 






• 


■ 






161 






21 






67 


119 






246 






25 






• 


23 






• 




\ 


199 




1 


86 



Probe. 

[«]=[*] 

Summe. 
4- 0,2 
-0,1 

— 0,2 
4- 0,1 

— 0,2 
0,0 



— 0,2 



Summe. 
255 
18 
291 
249 
890 
308 



268 



621 



441 181 



I 1511 = [«'»] 



m 



-»-±l/.-3^'^, = ='l/lS-*>V. 



dieser Bestimmung von q nur scheinbar, denn eine von den in 
der Rechnung vorkommenden zu bestimmenden Gröfsen mu(s will- 
kürlich angenommen werden, um fllr die übrigen bestimmte Werthe zu 
erlangen. 

16« Nach dem vorstehend dargelegten Verfahren ist die Rechnung fUr unser 
Beispiel in den vorstehenden Tabellen (Seite 14*2, 143 und 144) durchgeführt. 

17. Nach den Formeln (128) soll hier, wo die Gewichte p=\ sind, 
[av\ = [bv\=^\cv] = *'- '^={i sein. Bilden wir nun die Summen [av], [f>v]^ 
[ c ü ] , . . . . mit den unter Nr. 6 erhaltenen Wenhen der Differcnzialquoiicnten <i, hyC,..., 
und mit den unter Nr. 3 in den Fehlergleichungen (109) und (110) erhaltenen 
Ausdrücken für die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler i», so erhalten wir 
folgende Gleichungen: 

lav]==(r, + o^ -/,( ) + (r, + o" -«f^)4- . 4-(r, 4- o^^ -«,^*) = 0, 



[</«'] = (r. 4-0^ -sl )4- 



/// 



/// 



rv 



jv 



4-(ro4-o^''~0 + (''6 4-o'^-^r) = 0, 
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+ {rt-^o^ -«/ )4-(ro + o^ -4 )=0, 

Hiernach mufs, wie leicht zu Übersehen ist und wie unter Nr. 15 e bereits 
angeführt ist, die Summe der Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten 
Werthen r der Richtungen und den orientirten Sntzmitteln « — o, oder, was 
dasselbe ist, die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl für 
jede einzelne Richtung, als auch für jeden Satz gleich Null sein. 

18* Aus den obigen Gleichungen folgt: 






•.-4( 



"' ={((«/ -r,)+ . +(«/ -r,)+ . +(»/ -r,) + (4 -r.)), 

»''^ = I ((«." - r.) + (*." - r.) 4- (.," - r,) + (»f - r,) + {»'J - r.) + . ), 

» 

'''^ = ^((*r-r.) + (.f-r,)+ . +(»iV-r,)+ . +(*/''- r.)). 

Hiernach sind die wahrscheinlichsten Werthe der Richtungen r je gleich dem 
arithmetischen Mittel der orientirten Satzmittel ä — o fUr die betreffende Richtung 
und die wahrscheinlichsten Werthe der Orientirungswinkel o je gleich dem arith- 
metischen Mittel der Unterschiede s^r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten 
Werthe der Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Auf diesen Regeln beruht das folgende vielfach angewendete Naherungs- 
verfahren:*) 

Es werden in irgend einer Weise möglichst gute erste Näherungswert he o' 
der Orientirungswinkel gesucht, damit die Satzmittel % orientirt und die orientirten 
Satzroittel « — o' richtungs weise gemittelt, womit erste NUherungs werthe r' der 
Richtungen gewonnen werden. Diese werden von den orientirten Satzroitteln 
subtrahirt und die erhaltenen Unterschiede (« — o') — r' werden richtungsweise 
und satzweise addirt. lAo, Summe der Unterschiede (« — o') — r' mufs richtungs- 
weise gleich Null sein, da die Werthe r' das arithmetische Mittel der ftkr jede 
Richtung vorliegenden orientirten Satz mittel « — o' sind. Das arithmetische Mittel 
der Unterschiede (« — o') — t* in jedem Satze liefert zweite Näherungswerthe o" 
der Orientirungswinkel, die, den einmal orientirten Satzmitteln « — o' beigefügt, 
die besser orientirten Satzmittel (« — o') — o" liefern, die nun «reiter behandelt 
werden, wie die einmal orientirten Satzmittel. Hiermit wird fortgefahren bis 



•) Ver^gL Helmen, Au&gleichung^rechnung. S, \%\ ff., Jordan. Handbuch der Vermevsungs- 
kuDde 2. AuflL, L Band, S- Ml tf., J. Auli. l. Band, 8.2-^-* iL. Kataster- An weisuog IX r. 2^ 10. ol, 
S. 1(3 fL, G aufs, Trig. und polyg. Rechnungen, 2. AulU I. Teil, S. \Vi if. 

KolL 10 
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die Summen der Unterschiede zwischen den orientirten Satzmitteln und den 
Mittelwerthen der Richtungen sowohl richtungs- als satzweise gleich Null, oder 
so nahe gleich Null sind, dafs die Abweichungen von Null vernachlässigt werden 
können. Wenn dies erreicht ist, stimmen die zuletzt erhaltenen Mittelwerthe der 
Richtungen r so genau mit den sich bei dem direkten Verfahren ergebenden wahr- 
scheinlichsten Werthen r der Richtungen Uberein, dafs die erstem für die letztern 
genommen werden können. 

Anstatt zuerst NUherungswerthe o' der Orientirungswinkel zu ermitteln, können 
auch zuerst NUherungswerthe r' der Richtungen bestimmt werden. Dann ändert 
sich das ganze Verfahren nur in sofern als die obigen Formeln oder Regeln für r 
und in umgekehrter Reihenfolge angewendet werden. 

Das N'äherungsverfahren fuhrt um so schneller zum Ziel, je mehr die ersten 
Näherungswerthe bereits den wahrscheinlichsten Werthen nahekommen. 



§ 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

2. Verfahren. 

Auf g 16 sind die Richtungen nach den §§ 13, 17, 18, 20 in 16 Sätzen mit 
gleicher Genauigkeit beobachtet worden. Die ßeobachtungsergebnisse sind so 
weit wie thunlich in der Weise zusammengefafst worden, dafs für die Sätze, worin 
dieselben Richtungen vorkommen, das Mittel aus allen Beobachtungsergebnissen 
gebildet worden ist. Diese gemittelten ßeobachtungsergebnisse sind: 





Satz- 


Satz- 


Satz- 


Satz- 


Salz- 


Satz- 




gruppe I. 


gruppe 11. 


gruppe III. 


gruppe IV. 


gruppe V. 


gruppe VI. 


Mittel aus 


3 Sätzen. 


2 Sätzen. 


3 Sätzen. 


4 Sätzen. 


2 Sätzen. 


2 Sätzen. 




o ' " 


O I ' 1 " 


O ' 1 " 


o 1 ' 1 " 


o 1 ' 1 " 


O 1 ' 1 " 


P^-&l^ 





00 


00 


« 


. 


• 





00 


00 





00 


00 


• 


• 


. 





00 


00 


^2= 17 


12 


04 


38 





00 


00 


12 


04 


13 


. 


. 


. 


• 


• 


. 


12 


04 


37 


^3= 18 


37 


10 


03 


25 


05 


40 


. 


. 


. 


37 


10 


20 





00 


00 


• 


• 


• 


I\^ 20 


55 


47 


88 


43 


42 


45 


55 


47 


20 


« 


. 


■ 


18 


37 


50 


• 


• 


m 




02 


19 




48 


25 




51 


33 




10 


20 




37 


50 




04 


37 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werthe ri, r^t r^^ r^ der Richtungen 
und der mittlere Fehler m einer einmal beobachteten Richtung berechnet 
werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht des Mittels aus 2 Sätzen, so 
dafs das Gewicht des Mittels aus 3 Sätzen =1,5, aus 4 Sätzen =2,0 ist, während 
das Gewicht einer einmal beobachteten Richtung =0,5 ist, 

1« Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, die Anzahl der Richtungen kleiner 
ist als die Anzahl der Sätze, empfiehlt es sich, das im § 33 behandelte Verfahren 
derart zu ändern, dafs in den reduzirten Fehlergleichungen und demnach auch in 
den reduzirten Endgleichungen nur die Aenderungen dvty dx^y dVt^ .... der 
Richtungen vorkommen. 

Mit Beibehaltung der im Beispiel 3 gewählten Bezeichnungen, ergeben sich 
fUr das vorliegende Beispiel die folgenden umgeformten Fehlergleichungen; 
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(116) 
und 

(117) 



P4 



P^ 
Pt 

P, 



Satzgruppe I. 



Satzgruppe IV. 



t;( = /•/'-4-rfrl4-do^ Gew. 
«'/=// + «fta + rfo^ „ 



vi^fi + dx^ + do', 



tt 



Po 



v{^^f{''+dXy + do^^, Gew.=p{^ 






w 






Satzgruppe II. 



vi'=/i^ + rfi^2H-rfo'', Gew.= 






=/l'+^t4 + ^o'^ 



»5 



9J 



7^4 ■> I 



Satzgruppe V. 



vi 



=fl -h dVs 4- fl?o^ Gew. =pj', 



fl -hdv^-hdo^. 



91 



Pt 

Pz 

\P* 



Satzgruppe III. 



Satzgruppe VI. 



./// 



•/// 



/// 






V 



V 



in 



•iii 



=f'^'' + dt,^ + do 



m 



m 



iit 



fii 



-=f"-hdx^ + do 



ni 



r> 



Vi 



=Pi 



— Pa » 



V 



Vl^fVI 



V! 



fr+dx.-^do'U Gew.=py, 



VI 



K=ti'+dx^ + do'\ 



Vi 



= Pt 9 



2. Diese umgeformten Fehiergleichungen können nach den Formeln (130) 
reduzirt werden auf die folgenden nur noch rfr^, rfcg, rftg, dx^ enthallenden 
Fehlergleichungen: (130) 





Satzgruppe I. 


Satzgruppe IV. 


p, 
Pt 
Pz 
p* 


»/=/i -^dt,, Gew.=i)(, 
^i=fi-hdx,, „ -2>i, 


A^—fV -^dx^, Gew.=p('; 

• • 
^iv AV,j^ ^^^y 




Satzgruppe II. 


Satzgruppe V. 


p, 

1 Pt 

p» 

p* 


• ■ 


• * 

• • 

xj.J'^/J' + Jra, Gew.— ^r* 

Ö4 —f^ -hdXi, „ — P4> 




Satzgruppe III. 


Satzgruppe VI. 


Px 

Pt 

Pz 

, p* 


»("-/(" + rft., Gew. -p{", 
fi'^=/i"+rft„ „ -pi", 

• m 

^11 1 AU , , lU 
*'4 Ja ^- «*4i V — P4 » 


o|Wr+^r,, Gew.-^r^ 


S.G.I 
S. G. 11 
S.G.III 
S.G.IV 
S.G.V 
S. G. VI 


• 

»»'»pM/^n . . +py 
r,y^=p^^\(y^\^pyidx,+pyutt . 




civ^-r-p a*4, uew. — i i ^ 

n p 


«i'a-rp ««4, „ — ■ II il •> 

n p 

-hp^^^dx^, „ =- jj^ jjj, 

1 


«*S * JP "*41 >1 V V ^ 

n^p^ 

1 


» 77 — VI Vl^ 



lO» 
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worin n^, n^^, n^^^, .... die Anzahl der Richtungen in den SUtzen I, II, III, 

bezeichnet. 

3. Die in den letzten 6 Fehlergleichungen vorkommenden Werthe [f] werden 
sUmtlich =0, wenn für die NUherungswerthe o^, o^^, .... o^^ das arithmetische 
Mittel der Differenzen « — r in den einzelnen Sätzen genommen wird, wenn also 
beispielsweise o^ berechnet wird nach: 

/ = (iL_-_^i )+(^,^-r, )4- (^{-t,)4-( ^/-r,) 

n^=4 



Denn dann wird nach den Formeln (112) und (115): 



1 

'. Nr. 


V- 


a. 


A. 


c. 


iL 


/•• 


Tpaa. pa 


*. 


pae. 


päd. 


paf. 


1^ 


1^ II +1 


1 

1 

• 


1 
• 


• 


/( 


-M,5 






• 


+ ljif( 


2' 


1,5 . 


+1 


. 


• 


A 












• 


S' 


1,5 


• 


4-1 


1 

• 


A 












m 


4^ 


1^ , . 


• 


1 


i+i 


f{ 












• 
• 


2" 


1 


• 


+ 1 


• 


• 


fi' 


8" 


1 


• 


• 


4-1 


t 


fi' 












• 


4" 


1 


■ 


• 


• 


4-1 


fl' 


4-1,5 










• 


llll 


1,5 


+1 


• 


• 


1 


({" 


^111 


1,5 


• 


+1 


t 


• 


fin 


• 1 










■ 


4/// 


1,5 


• 
1 


• 


• 


-4-1 


A" 


+2 ' . 










• 


1"' 


2 


+1 


• 


1 

• 


• 


f7 


3^»- 


2 


• 


• 


4-1 


• 


/f 


• 










• 
• 


3»' 


1 
1 


• 


4-1 


1 

• 


/•r 


4»^ 




• 


• 


'H-. 




4-1 










• 


,K/ 


1 


+1 


• 


• 


• 


2^^^ 


1 


• 


H-1 


* 


• 


fj 


• • 


% 


-\ 






• 
• 


I 


1 


+1 


-t-1 


+' 


■¥\ 





-7» 


II 


1 

3 


1 

• 


4-1 


+1 


4-1 





• • 




• 


• 


• 


III 


1 

2 


+1 


+1 


■ 


■¥\ 





-V. -' 


It 


• 


-V, 


• 


IV 


— 1 


+1 


• 


-+-I 


% 





—1 




— 1 


• 


• 


V 


2 


• 


• 


4-1 


4-1 





t • 




• 


• 


• 


VI 


l 
2 i 


+1 

1 


4-1 


1 

1 
1 


• 





-V, -', 


1% 


» 


• 


• 


1 

1 


+-/. -' 


u 


-"/s 


7 

l 


U 


+ip,f,] 
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fl 
fl 
fi 



= r,—« 



= r- — « 



= r, — 



= tM — 8 



*/+|((»/-t.) + (''/-r..) + («/-r,) +(,/-«,)), 



4. Ferner können die letzten 6 Fehlergleichungen nach Formel (142) noch 
vereinfacht werden, indem dafUr gesetzt wird: 



pbb. 


pbc. 


pbd. 


P*/. 


/>ec. 


pcd. 


pef. 


pdd. 


pdf. 


• 

+1,5 




1 




1 


• 

+ 1,5// 


• 






• 

• 


• 


m 


• 




■ 




1 


t 


+1,5 






+ 1,5/-/ 


• 


• 


• 




» 




1 


• 


• 






• 


+1,5 


■1- ififl 


+1 




1 




k 


+ fif 


■ 






• 


• 


m 


• 




» 




B 


■ 


+1 






+ fi' 


• 


m 


• 




> 




B 


• 


• 






m 


+1 


+f'/ 


• 

-+-1,5 




> 




B 
1 


+ l,5/i" 


• 






• 
• 


• 


m 
m 


• 








» 


» 


■ 






• 


+1,5 


4-1,5/V^ 


• 
• 




i 
1 




B 


• 


• 

+2 






+ 2fl^ 


• 
• 


• 
• 


• 




B 




' 


• 


+1 






+ /r 


• 


• 


• 




• 


' 


1 


• 


• 








+1 


+/r 


• 

+1 




. 


. 


1 

• 


• 


• 
• 




1 




• 

• 


• 
• 


-»/. 


-7» 


-7. 


• 


-7» 


-7. 




-7. 


• 


-'/, 


-7. 


1 
/3 


• 


1 


-7. 


1 

_ 


-7« 


• 


-V. 


• 


-7, 


• 


• 


• 




-7. 


• 


• 


• 


• 


• 


—1 


• 




• 


• 


• 


• 


• 


• 


1 

t 


-7. 


• 


-7. 


• 


~Vs 


• 


t 


* 


• 


• 




• 


• 




1 


V.. 


1 


•/,. 


[p.M 


+™/.» 


1 


»/.. 


1 [Ptf,] 

1 


+"/« 


[p*M 

1 



ngen. 




n. T. 1 


[V.A. 


Gew. 


= p' 






5» 


_ p" 






19 








n 


piy 






n 








r» 


_ P"^ 
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© '^ = . H- rfr, H- rfr, H- rfr4 , 

ö ^ = . . + </r j + rfr^ , 

t)^^ = rfr, H-rfr, . . , 

5. Hiernach ergeben sich die Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen 
aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehlergleichungen wie folgt: (Siehe die 
Tabelle auf Seite 148 und 149.) 

6. Die reduzirten und behufs Vereinfachung mit 24 multiplizirten End- 
gleichungen sind hiernach: 

+ 87 rfti — 33 rftj — 33 rfr-, — 21 fl? r4 + 24 \vyf^\ = 0, 

— 33 rfr i 4- 79 dr, — 17 rfr, — 29 dv^ 4- 24 [p^ft] = 0, 

— 33 dr 1 — 17 rfr, -+- 79 rfr, — 29 dv^ + 24 [p^f^] = 0, 

— 21 dtj — 29 rfr, — 29 dv^ + 79 dt^ 4- 24 [PJ4] = 0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt = 0, die Gleichungen liefern 
also keine bestimmten Werthe für rfti, dt^j dx^j dx^. Setzen wir nun aber die 
bis dahin noch unbestimmte Anfangsrichtung derart fest, dafs wir die Anfangs- 
richtung nehmen, die sich ergiebt, wenn 

dXi 4- rfr, 4- rftj 4- dx^ = 

wird, und addiren wir diese Gleichung, nachdem sie mit 24 multiplizirt ist, zu den 
reduzirten Endgleichungen, so erhalten wir: 

lllrfti— OdXi— ddx^-h 3t/r4 4-24[/?i/*,] = 0, 

— 9 rfti H- 103 rfts 4- 7 rftj — 5 r/r^ 4- 24 [p, /"j] = 0, 

— 9 dr , 4- 7 dtj 4- 103 dx^ — 5 cfr4 4- 24 [p^ fj] = 0, 
4- 3 dti — 5 rfr, — 5 dx^ 4- 103 dx^ 4- 24 [p*/**] = 0. 

?• Für do^j do^^j do^^ erhalten wir nach Formel (133): 

do^ = 7-(dri4-dr3,4-dr3 4-dr4), 

n 

do" = -'--jj{ . 4-dr«4-dr3 4-rfr4), 
n 

do^^^=- \,,(dXi-hdXi . 4-r/r4), 

n 

do^^==--jy(dXi . 4-dr3 . ), 
n 



do = 7r{ . . 4-dr3 4-dr4), 



n 



dcy^ L(rfri4-dr, . . ), 

oder, wenn wir von den in Klammern stehenden Ausdrücken dXi-hdx^-^dXi 
4-dr4 = subtrahiren,: 



i 



§S4. 



RichtuDgsbestimmuDgen aus RichtungssAtzen. 
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dO^ =0, 



1 



do^^ =+-jfdXiy 



n 



do"' ^ + ~Ij dt,. 



do^ = + 
do^' = + 



n 



IV 



1 



1 



n 



VI 



(dti + dv^), 
(dv^-h-dt^). 



8. Die Bildung der Faktoren der reduzirten Endgleichungen kann nach 
folgendem Schema erfolgen: 



Nr. der 
Satze. 


p- 


a. 


6. 


c. 


d. 


• • • • 


• 


• 


• 


• 

o 


■ • • « 


• 


• 


• 


■ ■ • ■ 


• 




• • • • 


• 


• • « • 


1 
II 

III 


n' 

p" 
n" 

p'" 
n'" 


R.I. 


R.2. 


R.3. 


R.4. 


• . > • 


li^il+l 


+ 1 


+1 


+1 


• • ■ • 


[Pj + 1 


+ 1 


+ 1 


• • • • 


[P8]+l 


+ 1 


. • • • 


[P4]+l 


• • ■ • 






1 

1 































9. Die praktische Durchführung des hier entwickelten 2. Verfahrens ist ganz 
ähnlich wie beim 1. Verfahren (§ BS), so dafs es zur weitern Erläuterung nur noch 
der Durchrechnung unsers Beispieles bedarf, die hier folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 152, 153 und 154.) 

10. Das im § 38, Nr. 16 und 17 dargestellte NSherungsverfahren kann auch 
im vorliegenden Falle, wo die in die Rechnung eingeführten Beohachtungsergeb- 
nisse verschiedenes Gewicht haben, angewendet werden, wenn die Gewichte 
entsprechend berücksichtigt werden. Nach den Formeln (128) soll hier [pav]f 
[pbv]y [pcv]y .... gleich Null sein. Bilden wir diese Summen in gleicherweise, 
wie im § 33, Nr. 16, so erhalten wir: 

[pav]^ p{(r, -+- 0^- s{)+ . + p{\^ + o"^- s^/^) + p{^{r, 4- o^^^ af ) 

[pbv]^pi{r,-ho^-si)-^p{\r,-ho^^^8i^)-hp{^\r,-ho"^-^s[^^)-h' 



[prfrI=p{(r,H-o^-4) + piV4+o^'-4^)4-pi^^(r,4-o^^^-^^^) + 



0, 



[pev] = p{ (r, + o^ -s{ )-hp{ (r, + o^ -«{ )4-pi (r^+o^ -^ )-hpl {r,-ho^ -si ) = 0, 
lpgv]= . -hp?(ra+o^^-ai^)+p{^(r3 + o^^-.4^)4-pi^r,+o^^-87) = 0, 



^J^Ii 



Vli 



[plv\^V\\r. + oy'-sV)+py\r, + oy'^sV) + 



+ 



= 0. 



Hiernach mufs die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 
Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Werthen r der Richtungen und 
den orientirten Satzmitteln « — o, oder die Summe der mit den Gewichten 
multiplizirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl für jede einzelne 
Richtung, als auch für jeden Satz gleich Null sein. Dasselbe mufs in jedem Satze 
der Fall sein für die nicht mit den Gewichten multiplizirten Abweichungen oder 



152 



Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 



Beobachtungsfehler, da die Gewichte der einzelnen Richtungen in jedem Satze 
einander gleich sind. 

11. Aus den obigen Gleichungen folgt: 



Uhl 






Vl.V 



{PA 



+ p\(»\-o') 





IC 


4 J 






























+ 




• ), 


Nr. der 


Satz I. 


Satz IL Satz III. Satz IV. 


Satz V. 


1 Satz VI. 




Ziel- 


Gewicht 


Gewicht ' Gewicht Gewicht 


Gewicht 1 Gewicht 




punkte. 


= 1,5. 


— 1. 1 — 1,5. 


-2. 


-1. 


= 1. 

1 






' 1 " 


O 1 ' 1 " 1 O 1 ' I " 


' " 


» 1 " 


1 1 ' " 








1. Satzmittel 8. 




gl3 





001 00 


• 


• 


• 





00 


00 0|00 


001 


« 


• 


• 





00 


00 




17 


12 


04 


38 





00 


00 12 


04 


13 


• 


• 


■ 


• 


• 


• 


12 


04 


37 




18 


37 


10 


03 


25 


05 


40 . 


■ 


• 


37 


10 


20 





00 


00 


1 • 


• 


■ 




20 


55 


47 


33 


43 


42 


45 55 

1 


47 


20 


■ 


■ 


■ 


18 


37 


50 


1 


• 


• 


Summe. 




02' 19 

1 


1 
1 


48 


25 


51 


33 




10 


20 




37 


50 


04 


37 




2. NUherungswerthe r der Richtungen. 




ri = 0*'00'00", r2= 12*04' 40", r, = 37M0'20", r4 = 56M7'40". 


02' 40" 


r« ti 

3. NUherungswerthe o — ^ der Orientirungswinkel. 


gl3 









i . I . 


11 
1 




0, 









■ 


• 


• 


1 









17 




— 


2 


-12 04 


40 ' 


— 


27 






. ' 


• 


■ 


* 


1 


— 


3 




18 




— 


17 


-12,04 


40 






• 









-37 


10 


20 






• 




20 
[8 r] 






2 


-12 


04 


55 


1 


— 


201 

1 






• 


37 


09 


50 






• 


Summe. 




— 


21 






135' 




— 


47 











20 


10 




— 


3 







— 


5,21 

t 


-12 04 


45,0 




— 


15,7 






0,0 


-37 


10 


05,0 




— 


1,5 


~ 15' 12,4" 




4. Geniihert orientirte Satzmittel s— o. 


gl3 


O'OO 


05,2 


• 





00 


15,7 





00 


00 


• 


■ 
• 


1 

. 1 





00 01,5 




17 


12 Ol 


43,2 


12 04 45,0 12 


04 


28,7 


• 


• 


• 


• 


■ 


• 


12 


04 


38,5 




18 


37 10 


08,2' 


37 i0|25,0i 


• 


• 


• 


37 


10 


20,0 


37 


10 


05,0 


• 


• 


« 




20 


f)5|47 43,2 

1 1 


55 47 30,0,55 


47 


35,7; . 


t 


. 1 55 47 

1 -1 


55,0 


• 


• 


• 






02 


39,8 


1 


02 40,01 


52 


20,1 




10 


20,0l 


58 


00,0 




04 


40,0 


+ «•0 
= [.] 


— 


• 


20,8 


1 — 


I4ll5,0|- 

' 1 1 


• 


47,1 




• 


00,0| - 


20 


10,0 




• 


03,0 


Summe fp/"]. 


02 1 19,0' 

1 ' 1 




48 25,0 




51 33,0] 


10 20,0 




37|50,0; 


04 


37,0 




5. Abweichungen /■— r — (« — o). 


ai3 


i-l 5,2; 


• 




1 1 

• 


15,7, 




0,0; 






• 
1 






1,5 


-32,8=[p»/-,] 


17 




-, 3,2 


1 

1 


— 


5,o; 


4- 


11,3, 




• 






1 

• 




+ 


1,5 


+ 8,6 = [p,M 


18 




+ 


11,8 




— 


6,0 




1 
• 






0,0 




+ 


15,0 






• 


+ 27,7 = [p,/,] 


20 




— 


8,2 


1 


+ 


10,0 


4- 


4,3 






• 1 







15,0 






• 


3^3 [P4/4I 




+ 


0,2 


1 




o,o; 




— 


0.11 


1 




0,0 






.0,0 






0,0 


4- 0,2 



§34. 
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6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 




P- 


a. 


b. 


c. 


d. 


■ 

CS 


• 


• 
CS 


• 




m 




• 


9 


• 


1 


1 

1 


gl3 


gl7 


gl8 820 


4- 7 


4-1 


+ 1 4-1 


4- 6 


+ 1 


4- 1 


4-6,5 


4- 1 


4- 6 


Satz I. 


-% 


+ 1 


+ 1 


+ 1 +1 


- Vs- 


-7b 


3/1 3 


- % 


-Va 


-78 


- 78 


-7« 


- 7« 


„ II. 


-V. 


• 


+ 1 


+ 1 4-1 


• 


. 


• 


• 


- V, 


-V» 


-v» 


- V3 


-V. 


- V« 


i ^ in. 


-V. 


+ 1 


4-1 


. +1 


- Va 


-v» 


. -'A 


- '/> 


• 


-V» 


• 


• 


- V2 


„ IV. 


-1 


+ 1 


• 


+ 1 


» 


— 1 


t 


— l 


■ 


• 


• 


• 


— 1 


• 


• 


„ V. 


-V. 


• 


• 


+ 1 - 


f-1 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


- y. 


-V. 


- V» 


„ VI. 


-V« 


+ 1 


+ 1 


• 


• 


- V. 


-V. 


• 


■ 


1/ 

— /a 


• • 


• 


t 


■ 


+ "/s ■ 


-% 


3/ 

/a 


4-V. 




+ 7..'-Vm 


_i 103/ &/ 

T^ /24 — /24 


+ •"»/.» 


7. Endgleichungen. 


4-lllrfri— 9rfra— Odra-f- 3 rfr^ — 787,2 = 0, 


— 9rfri-+-103(fr,-i- 7rfrj— 5^/14 + 206,4 = 0, 


— Drfti-h 7(/r, 4- lOSrfta— 5 rfr4 + 664,8 — 0, 


1 -h Srfti— örftj— örfra + lOSrfr*— 79,2 — 0. 


8. Auflösung der Endgleichungen. 


• 

CS 


• 


• 

Ja 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 

TT 




• 


• 


• 


Probe. 


+111 


-9 


-9 


+3 


-787,2 


4-103 

- 1 


47 
-1 


-5 



4206,4 
- 63,7 


+103 

- 1 




-5 




4664,8 

- 6J,7 

- S,4 


4103 




-79,5 
42l,'J 

4 7,C 


-558C 

200 

-3444 


) -5133 

1- 217 

-3850 

)- 17 




+0,081 


+0,081 


-0,027 


+7,09 
-0,01 
-0,47 
-0,09 


+102 


+6 


-5 


4142,7 




-0,059 40,049 -1,40|; 


+102 


-5 


4592,7 


429,1 




• 40,01 1 




+0,049 -5,81 


4103 
dt. 


-21,£ 
+0,21 


rfr. 


40,34 


dt. 


40,01 


-9229 


> -9223 


dt, 


+6,52 


-1,05 


-5,80 




10. Wahrscheinlichste Werthe der Oricntirungswinkel. 




do^ -0 - 0,0" 


0' —0' +do' — — 5,2" 


9. Wahrscheinlichste Werthe r 
der Richtungen. 


r/o^^-|(+6,52) -4-2,2 
1 


o"—o" + do" I2»04'42,8 


gl3 


r,=ri+rfr,= 0°00'06,5" 


r/o^^^-J(-5,80) - 1,9 


0'" o"'+do"'. 17,6 


17 

18 


rj — r,4-rfr,— 12 04 39,0 
rj — ra + rfr8—37 10 14,2 


do^^=~{- 1,054-0,21) = -0,4 


o"- o'^+do'*' 0,4 


20 


r^ — t^+dv^—bb 47 40,2 


■ rfo^=|(4-6,52-l,05) = 4-2,7 


o''=o''4-rfo''— 37°I0'02,3 


M=M « 02 39,9 


1 


rfo^^=|(-5,80-h0,21)--2,8 


<,»'^=o»'^+rfi,''^= - 4,3 , 


















[(/o]= —0,2 


[o] = [o] + [do] = - 1512,6 
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• 


Satz I. 


Satz II. 


Satz III. 


Satz IV. 


Satz V. 


Satz VI. 




TS C 

3 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 






— 1,5. 


— 1. 


= 1,5. 


= 2. 


= 1. 


= 1. 




N 


o 1 / 1 " 


O 1 » 1 rr 


o I / 1 ** 


O ' " 


O 1 / I n 


O ' \ " 






11. 


Wahrscheinlichste Werthe S = r-{'0 


der Satzmittel. 




gl3 





00 


01,3 


1 

• 


• 


■ 
• 


359 59 


48,9 ;| 


00 


06,1 


• 


• 


• 


' 


00 


02,2 




17 


12 


04 


33,8 


359 


59 


56,2 


12 


04 


21,4 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


il2 


04 


34,7 




18 


37 


10 


09,0 


25 


05 


31,4 


• 


. 


• 


37 


10 


13,8 





00 


11,9 


. 


• 


• 




20 


55 


47 35,0 


43 


42 


57,4 


55 


47 


22,6 


• 


• 


• 1 


18 


37 


37,9 


. 


• 


• 


Summe [pr]. 


02 


19,1 




48 


25,0 




51 


32,9 




10 


19,9 1 




37 


49,8 




04 


36,9 


1 


2. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler » = 5 — ^ 


K 


§13 




+ 


1,3 






• ,1 


— 


11,1 


1 


+ 


6,1 ' 






• 




+ 2,2 


-0,2 


17 






4,2 




— 


3,8 




+ 


8,4 






1 
• 1 


1 




. 







2,3 


+ 0,2 


18 




+ 


6,0 






8,6 






• 




— 


6,2 


1 


+ 


11,9 


1 




• 


-0,1 


20 




— 


3,0 




4- 


12,4 




4- 


2,6 






. 


1 


— 


12,1, 






• 


— 0,3 




-hl o,r 




0,0 






0.1; 




— 


0,1 




— 


0,2 






0,1 


-0,4 




13. Quadratsumme [pvv]. 






Summe. 


gl3 






2 






• 






185 






74 






• 






5 


266 


17 






26 






14 






106 






• 






• 






5 


151 


18 






54 






74 






• 






77 






142 


1 




• 


347 


20 






14 






154 






10 ' 




• 




146 






• 


324 






96 






242 






301 151 , 


|288 






10 


1088 

L-±17,6". 


m = : 


*v 


/ [p 


vv] 
4-», — 1 


) ' 


Vt 


1081 
6- 


3 
9 


±li 


^5". 


m 


— : 


tm 


Vr 


= ±12.5^ 









+ 



Hiernach sind die wahrscheinlichsten Werthe der Richtungen r je gleich dem 
unter Berücksichtigung der Gewichte gebildeten, allgemeinen arithmetischen Mittel 
der orientirten Satzmittel « — o fUr die betreffende Richtung und die wahrschein- 
lichsten Werthe der Orientirungswinkel o je gleich dem einfachen arithmetischen 
Mittel der Unterschiede s — r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten Werthe 
der Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Aus den vorstehenden Formeln und Regeln ergiebt sich ohne weiteres wie 
bei dem im § 33, Nr. 17 dargestellten N'äherungsverfahren nöthigenfalls die Ge- 
wichte zu berücksichtigen sind.*) 

§ 85. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Wir benutzen hier nochmals das bereits im § 21 nach dem Verfahren fUr 
direkte Beobachtungen behandelte Beispiel und lösen die dort gestellte Aufgabe 
nunmehr nach dem Verfahren ftlr vermittelnde Beobachtungen. 



') Beispiele sind an den in der Note zu § 33, Nr. 17 angegebenen Stellen gegeben. 



§35. 



Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 
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Fig. 12. 



Wir setzen die das 
Nivellementsnetz darstel- 
lende Figur wieder hier- 
her und stellen die ge- 
gebenen Höhen, die ge- 
mittelten Höhenunter- 
schiede (Spalte 5, Seite 80) 
und deren Gewichte 
(Spalte 6, Seite 80) hier 
nochmals zusammen: 



Gegebene 
Höhen. 


De 

Nr. 


;r Züge 

Anfangs- 
und 
Endpunkte. 


Gemittelte 
Höhen- 
unterschiede. 


Gewichte. 


H, —58,725 
H„ = 61,142 
^58 - 61,128 
H^^ = 60,325 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


1-2 

57-2 
57-4 

4-58 
58-5 
5-59 
2-3 
4-3 
5-0 
6-7 
7—3 


Jh, — 2,9748 
dh^ — 0,.5625 
jh^ =x9,5052 
^Ä4 — 0,4815 
z#Ä5 — 0,3038 
JIh — X8,9010 
dhi — X5,6622 
^7*8 — X6,7038 
jh^ =X8,2362 
j/i,o = x7,3380 
^Aii— 0,3545 


Px =0,82 
p, -0,44 
P» =1,12 
P* = 1,02 ; 
Pß —0,56 1 
Pe —0,50 
p, -0,64 
Ps =0,98 
Po -0,70 
Pio = 0,92 , 
, JPii-1,10 , 


[z^Äl-Xl,0235 


[p] = 8,80 , 



Unsere Aufgabe ist wieder, die wahrscheinlichsten Werthe Hz^ //g, 7^4, //ß, 
i/o, //t der Höhen der Punkte 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den mittleren Fehler ra^^^ 
eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit Ziclweiten 
von 50"*, dessen Gewicht Pi km = 0,25 ist, zu berechnen. 

1. Zwischen den wahren Werthen (Jh) der beobachteten Höhenunterschiede 
und den wahren Werthen (77) der zu bestimmenden Höhen besteht allgemein 
die Beziehung, dafs der Höhenunterschied gleich sein mufs dem Unterschiede 
zwischen der Höhe des Anfangspunktes und der Höhe des Endpunktes des 
betreffenden Zuges. Hiernach ergeben sich für diese Beziehungen die folgenden 
Gleichungen: 



(108) 



f(J/.,) = (//2)- H, , 

(.//..) = (/f,)- //„, 

(J/.,) = (tf4)- H„, 

{Jh,) = (H,)- H^, 



(4A, ) = (/?.)-(//,), 

(^/u) = (fi,)-(//J, 

(^/<,o) = (//,)-(//6), 
(^A„ ) = (//.) -(//,). 



U^Ae)= H,,-Uh), 
9. Daraus folgen für die wahrscheinlichsten Werthe Jll der Höhenunterschiede 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v die Fehlergleichungen: 



(10») 



JHt =IIt - H„, 
JH, =^1I^ — H„, 
JHi == Mit — Hi , 
^H» =Ä'j — Hm, 
l JU^ = W„ - ffi , 



JH., =Hi -//, , 
jHs =//, -Ht, 
J //, = //, - //, , 
J HiQ = H^ — «0 , 
JHii^ Ht — Hj ; 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n. T. IV. A. 



(HO) 






Vi = JHi — Jhi , 
Vii =JHii — dh\\. 



3. Die wahrscheinlichsten Werthe H der zu bestimmenden Höhen zerlegen 
wir in die N'äherungswerthe 5 und die ihnen beizufügenden Aenderungen df^\ 



(111) 



^8 = 53 + ^^8» 



Ht — ^b + df^^^ 

^^ = %t + di^^^ 
Hi = f^i-\- df)i. 



4. Mit den NUherungswerthen 1^ der zu bestimmenden Höhen ergeben sich 
die N'äherungswerthe J^ ^er beobachteten Höhenunterschiede nach: 



(112) 



^54 = ^68 — 54 , 
^86 = 85 — /'ftS? 



^87 =88 — 8n 
-^Ss =88 — 841 

^80 =86 — 86? 
-^810 = 87-86) 
^811 = 83 — 87. 



^80 = ^50 — 85 ? 

Ferner ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe JII der Höhenunter- 
schiede aus den NUherungswerthen J^ derselben und den diesen beizufügenden, 
den Aenderungen ^8 entsprechenden Aenderungen dJ"^ nach: 



(113) 



^//3 = ^83-f-c/J83, 

JH^ = Jf^^-\-dJ^,, 



JHi =^87 +dJ^i , 

Jfls ==^88 -f- <^-«'88 9 

JÄ'o =^80 4-rf^89 , 

^^10 = ^8 10 + rf^8io? 



5. 

82) 8«) 



J//a = ^8o + f'-=^8o, 

Differenziren wir die Ausdrücke (112) für die NUherungswerthe J"^ nach 
. . . ^71 so erhalten wir folgende Differenzialquoticnten a, 6, . . . . ^r: 

(Tabelle zu 



Nr. 


P 


a. 


1 
b .\c. 


d. 


ß. 


9- 


/• 


• 


• 




• 




• 


• 

ö 


• 




• 


• 

►0 


• 
<5 


• 

►0 


• 


• 










1 1 

1 






ö. 


Ä. 


Q« 


Ä. 


Ä, 


a. 


0. 


ö, 


?t< 


Ä, 


fti 


S)< 


1 


Pi 


+1 




• 


• 


■ 


1 


+Px 




• 


• 


. , • +Plf\ 






• 1 • 




2 


Pi 


4-1 

1 


• ■ 


i 

• 








ft 


-f-l>2 










' 




1 
, i 


. l-hPsA 


















3 


/^s 


• 


. +1 


m 








h 


• 


. 












, 


1 1 • 


















4 


P4 


• 


1 

• -1 


• 








■ f* 


• 
















» • 








1 








5 


Pt^ 


• 




■ 


4-1 










h 


• 














1 




• 
















6 


Po 


■ 




• 


-1 










ft 


■ 














1 . 


• 








1 
1 








7 


Pl 1-1 


+ 1 


■ 


• 










f. 


+ iJ7 


-Pi 
















—Pifl 


+Pi 






r 
1 

1 








8 


Ps 


1 

• 


+1 


-1 . 










u 


• 


• 1 


1 






1 




% 


+P8 


Pü 




1 
1 








9 


Po 


1 
• 


• 


• 


— 1 


+i| 




h 


• 




« 




1 






. 1 1 




• 


• 














10 


PlO 


. 1 . 

1 


• 


■ 


-ii+i 


Ao 


• 




. 




i 










• 


V 






i . 








11 


Pll 


. +1 


• 


• 


• 


— 1 


A. 


• 
















1 


• 


+Pn 






1 * 




-Pll 






+P\ —Pl 


, 




4 








. 


\+Pvfi 


4-1? 7 


— Pb 






f 




-Pll 




! 1 










+P^ 












+ Vih 


4-P8 












1 




















4-P7 




















-Pifi 


4-Pii 
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(114) 



Nr. 




-if?- 


85. " 85. 


8^5 
*~85. 


8^5 

^=-857' 


1 


ai = +l 




• 


• 


1 


2 


a, = -f 1 




• 


• 


1 
1 




3 






e, = +l 


» 






1 


4 






c«=-l 


• 








5 






• 


rf6 = + l 






, 1 


6 






• 


rf, = -l 






1 

, 1 


7 


a^ — ~ 1 


*7 - + l 


• 


• 






1 


8 




Ä8 -+1 


e8--l 


• 








9 




• 


</o 1 


eo =4-1 






10 




• 


1 

t • 


Cio— 1 


if.o- + l 1 


11 




*.. +1 


». 


• 


• 


^11 


-»1 



Die Abweichungen f der Näherungswerthe J^ von den beobachteten Höhen 
unterschieden Jh ergeben sich nach: 



(115) 






6. 



Hiernach erhalten wir folgende umgeformte Fehlergleichungen: 



(£ J^4 = — t?Ö49 

Nr. 7, Seite 160.) 



(116) 



(117) 



Vi =fi +dJii , 

«7 =A -i-dJ^^ , 
»8 =/"» 4-f/i5a , 

Vio = fio-{'dJf)io^ 
Vu =Ai + c^^5ii- 



• 


• 


• 


• 




■ 


m 

'X3 


%, , « 




\> 5 


?i 


• 


Öi 


< 


-o 


?j 


o 


o 


c> 


^ 


'^ 


"« "; 


s "« 


^ « 




^ 


Öi 


ÖJ 


»4 


»i 


Ä< 


a 


Öi 


^ 


a, 


&< i 


^ a. 


e, s 


^ 


ft, 


a. 


=5, 


1 

1 • 


• 
• 

• 
• 












• 

+P8A 
-PJi 

9 

m 


• 
• 
• 
• 

+p. 


: 




t m 

m 

• 
1 • 

• —pJo 






' 








' 




+Pnfi 


• 




* 




. 




• 


a 






ft 


















+P»fi 


+1?8 












Psfn 


• 






1 • 
















« 1 


• 


• 












m 


+ ^0 


-Pe 




• —Pofo 


+Po 




■^P^h 






. 


• 


« 










m 


• 






• 


+p,o-J 


'lO 


—Piofio 


+ Pio 


+P10A0 


^Piifn 


• 










t • 


• 






• 


• 1 




m 


+Pll 


Pufn 


+ P7 fl 


+P» 








' 




+ P»f3 


+ P6 


-Po . 


. -hptfb 


+Po -J 


»io'-+-po /"o 


+p,o-hjPioAo| 


+Pb fs 


+ P4 












-PJ. 


+P6 






-PoA 


+Pio 


PioAo 


H-Pii 


Piifn. 


+Pnfii 


+1>8 












Psfa 


-^Po 






Püfo 










1 






1 

t 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 



l. NUherungswerthe 1^ 


2. 


N'äherungswerthe J\^ der 


3. Ab- 
weichungen 


4. Pro- 


der Höhen. 




Höhenunterschiede. 


dukte p/*. 


Anfangs- 
punkt 




Zug 

Höhen- 
unter- 


j Zu be- 
stimmen- 

der Punkt 

i' 


• 1 

Ol 
ÖC 
£3 

N 

u 


j Anfangs- 
punkt 


Endpunkt 


73 o 


V u . 

a> w 'S 

CB *^ (U 


i? 


• 

a. 

«> 

o 


Vf' 


Nr. 


Höhe 


Nr. 


«irhipH 1 Höhe 

schied j^^ 16 = 


T3 

ulNr. 


Höhe 


Nr. 


Höhe 














h. 




^''- 1 Ä + /7/i 


2:'! 


6«. 




^u. 


3^ 


mac "^ 


mra 


O 




1 


58,73 1 


2,97 ! 2 

' 1 


61,70 


1 1 


58,725 


2 61,700 ' 2,9750 


2,9748 +0,2 


0,82 +0,16 


2 61,701 


7 1 X5,66 


3 1 57,36 


2 57 


61,142 


2 61,700 ' 0,5580 


0,5625 


-4,5 


0,44-1,98 


3 


57,36 11 


X9,65 , 7 1 57,01 


^57 


61,142 


4 


60,660 ' X9,5080 


X9,5052 


+2,8 


1,12+3,14 


7 


57,01 


10 


2,66 


i6 


59,67 


4 


4 


60,650 


58 61,1281 0,4780 


0,4815 


-3,5 


1,02 -3,57 


6 


59,07 


9 


1,76 


5 

1 


61,43 


5 


58 


61,128 


5 ! 61,430 


0,3020 


0,3038 


-1,8 


0,56; -1,01 


5 


61,43 


G 


X8,90 


591(60,33) 


i 


5 


61,430 


59! 60,325 


X8,8950 


X8,9010 


-6,0 


0,50 


-3,00 


57 


61,14 3 


x9,51 


4 60,65 


7 


2 


61,700 


3 


57,360 


X5,6600 


X5,6622 


-2,2 


0,64 


-1,41 


4 


60,65 


4 


0,48 


58.(61,13) 


8 


4 


60,650 


3 


57,360 1 X6,7l00 


X6,7038 


+6,2 


0,98 +6,08 














9, 


5 


61,430 


6 


59,670 x8,2400 


xS,2362 


+3,8 


0,70 +2,66 














lo' 


6 


59,670 


7 


57,010 X7,3400 


x7,3380 


+2,0 


0,92 


+1,84 


1 
1 






1 




11 

1 


7 


57,010 


3 


57,360 0,3500 


0,3545 ;-4,5| 


1,10 


-4,95 


1 

1 






,677 


,693 


,0160 


,0235 -7,5' 8,80 


r 


). Bildung der Faktoren u. s. w. d 


er Endgleichungen, Auflösung der Endgleichungen 


Pa-Q^' 


Pft:®3. 


P ' 


u 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


u 


« 


• 


« 


• 


• 


• 


b. [ 


• 


^ S:' « 


-o 


o 


"« 


^ 


ÖS 


N^ 




-o 


o 


'« 


*> 


Öi 


s^ 


•O Sj ü 


"tt 


.0' 


o 


o 


o 


o 


3 





• S3 


-o 


•o 


•« 


•«1 


-o 


►o 


'S\ ^ 


o 


L^N a. 


^ 


^ 


«^ 


s^ 


e. 


d. 


.!;n 


ex. 


s^ 


a. 


a. 


e. 


a* 


4;N a. 


a. 


■Z 

1 


""^ 




•"^ 


•-^ 


•"^ 


•— ' 




>:.^ 


1 


•-^ 


^■^ 


■■^ 


^ 


Z 




" 


1 
1 


0,82 












+0,16 


7 


0,64 










-1,41 


3 


1,12 




2 


0,44 












-1,98 


8 


0,98 


-0,98 








+6,08 


4 


1,02 




7 


0,64 


-0,64 










+1,41 


11 


1,10 








-1,10 


-4,95 


8 


0,98 






+1,90 


-0,64 ! . 


• 


. . 1-0,41 




+2,72 
-0,22 


-0,98 

• 


• 
• 


• 

• 


-1,10 

• 


-0,28 
-0,14 




+3,12 

• 
-0,38 




1 


+0,34 . 


• 


• 


• 


+0,22 

• 
• 






+2,50 -0,98 


• 


• 


-1,10 -0,42 


1 
1 




+0,39 1 . 


• 


+0,44 1 +0,17 


+2,74 














-3,70 








1 












• 

-1,40 














• 

• 

-0,59 








rf§2 = 


-1,18 


rf5.= 


= - 4,12 


1 








5, = ( 


51,7000 












5, = ! 


37,3600 
















H 


»=< 


31,6988 






Ih- 




57,3559 
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6. Wahrscheinlichste Werthe dll 
der Höhenunterschiede. 



7. Feh. 
1er V. 



8. Aenderungen dJ^ der 
NUherungswerthe der Höhen- 
unterschiede und Fehler v» 



9. Quadrat- 
summen. 



Anfangs- 
punkt 



Nr. 



Höhe 



Endpunkt 



Nr. 



Höhe 






3 '^*^ 

s-^ I 

^.2 



II 






mm 



Anfangs- 


End- 


dä\i 


punkt 


punkt 


d% 


Nr. 


d%a. 


Nr. 


<ih^ 


1 




mm 




mm 1 


1 

mm 1 



dJ^. 



pv. 



pff- 



pvv. 



1 

57 
57 

4 

58 
5 
2 
4 
5 
6 
7 



58,7250 
61,1420 
614420 

60,6485 
6MSS0 

61,4279 
61,6988 
60,6485 
61,4279 
59,6638 
57,0016 



,6540 



2 
2 
4 

58 
o 

59 
3 
3 
6 
7 
3 



61,6988 
61,6988 
60,6485 

61,1280 
61,4279 

60,3250 
57,3559 
57,3559 
59,6638 
57,0016 
57,3559 



,6601 



2,9738 

0,5568 

X9,5065 

0,4795 

0,2999 

X8,8971 

x5,657i 

X6,7074 

x8,2359 

X7,3378 

0,3543 



- 1,0 
-5,7 
H- 1,3 

- 2,0 

- 3,9 

- 3,9 
-5,1 
+ 3,6 

- 0,3 

- 0,2 

- 0,2 



1 

57 
57 

4 

58 
5 
2 
4 
5 
6 
7 



,0061 



-17,4 



- 2,1 

- 1,2 

- 1,5 
-2,1 

- 6,2 



2 
2 
4 

58 
5 

59 
3 
3 
6 
7 
3 



-23,0 



1,2'-1,2 

1,2-1,2 

I 

1,5 -1,5 

. ;+i,5! 

2,1 -2,ll 
. j+2,ll 
4,1 -2,9 
4,1-2,6 
6,2-4,1 
8,4 -2,2 
4,1+4,3 



-32,9:1-9,9 



- 1,01 
-5,7 
+ 1,3 

- 2,0 

- 3,9 

- 3,9 
■ 5,1 

+ 3,6 

- 0,3 
-0,2 

- 0,2 



-0,8-2 

-2,51 

+1,46 

-2,04 

-2,18 

-1,95 

-3,26l 

+3,53| 

-0,21 

-0,18 

-0,22 



-17,4 



0,03 
8,91 
8,79 

12,50 
1,82 

18,00 
3,10 

37,70 

10,11 
3,68 

22,28 

126,92 



0,82 
14,31 
1,90 i 
4,08, 
8,50 ■ 
7.60 ' 

n;,63 

12.71 
0,06 
0,04 
0,04 

66,69 



und Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe // der Höhen. 



©4. 












+3,14 
+3,57 
-6,08 



-0,43 



+0,63 



-0,16 



;-0,43{+0,47 



+K),16 



-0,17 
-1,35 



rf$4 = -l,52 
^ 4 = 60,6500 
//* = 60,6485 



P^:®b. 



«3 



'Q 
•« 
». 



0,56 
0,50 
0,70 









^ 

a. 



-0,70; 



-1,01 
+3,00 
-2,66 



P/.0 6. 



Nl 



^ 
«> 

a. 



ÖS 






9 0,70 



10 



0,92 



-0,92 



+2,66 
-1,84 



P,:©7. 



N 






Öi 
Öi 



öi 



\0i 
11 



0,92 
1,10 



+1,84 
+4,95 



10. Mittlere Fehler. 



[pvv] 

g 



:4- 



0. 



=±3,7 



mm 



^^- = ^"^/^ 






=-t3.'7/öi=-^7'^- 



+ 1,76-0,70 



-0,67 



+1,76-0,70 



+0,40 



. i-0,67 



+0,38 



-2,49 



166 = 61,4300 



Ä^5 = 6 1,4279 



+1,62 -0,92 



0,28 



+1,34 



+0,82 



-0,27 



-0,92 +0,55 



+0,69 



-0,41 
-5,8! 



rf5c = -6,22 
^ 6 = 59,6700 
He = 59,6638 



+2,02 



-0,48 
i-0,07 



-0,63 



+6,79 

• 

-0,18 
+-0,08 

• 
+0,38 



+0,84 +7,07 



rf57 = -8,42 
07 = 57,0100 



7/7 = 57,0016 



Probe. 



0,09 


+ 0,48 


0,07 


+ 1,16 


0,08 


- 0,96 


0,25 


-+ 1,41 


0,23 


- 5,10 


59,53 


-57,17 



-60,25 I -60,18 



11. Schlufsprobe. 



lpvv] = [pff] + S 

= 126,9 - 60,2 
= 66,7. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n. T. IV. A. 



7« Mit den Faktoren a, 6, . . . . ^ der umgeformten Fehlergleichungen, den 
Abweichungen f und den Gewichten p^, j7t, p^, .... p^ ergeben sich die 
Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen in vorstehender Tabelle (Seite 15G 
und 157) in gewohnter Weise. 

8« Die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen können aber auch in einfacherer 
Weise nach mechanischen Regeln gebildet werden. 

Bezeichnen wir in unserer Figur die neu zu bestimmenden Punkte mit 

Ä ^-' n. ^c, Pä^ P,, P, ent- 

Sprechend der Bezeichnung 

a, 6, c, rf, e^g der DifFeren- 
zialquotienten nach Qt, ^3, 
^i> ^57 %tt ^11 so ergeben 
sich durch Vergleichung der 
vorstehenden Tabelle (Seite 
156 und 157) mit der Figur 
die folgenden Regeln: 

sind gleich der Summe der Gewichte 

. . treffen. 




^c» ^d> 



Fig. 13. 

1. [paa], [vhb\, [pcc\, [pdd\^ 
der Züge, die die Punkte P^, P^, 

2. [pa&], [^<zc]9 [p<^d\^ ... 

[pÄc], \phd]^ ... 
[pcd], . .. 



^ i\Pö^ 






PcPä> 



sind gleich den 

negativen 

Gewichten der 

Züge 

3- [p^ßAp^f]^ lpcnApdf]y"- setzen sich zusammen aus den Produkten jn/" 
der Züge, die die Punkte P^, P^, P^, P^, .... treffen und zwar so, dafs bei Bildung 
der Summe die Produkte pf ftlr die ZUge, die auf den betreffenden Punkten 
endigen, im positiven Sinne und für die ZUge, die auf dem betreffenden 
Punkte anfangen, im negativen Sinne zu nehmen sind. 

9. Die Auflösung der Endgleichungen, die Berechnung des mittleren Fehlers 
und die Ziehung der Rechenproben erfolgt nach den Formeln (120») bis (129) 
in gewohnter Weise. 

10. Die Rechnung gestaltet sich für unser Beispiel in schematischer An- 
ordnung wie folgt: (Siehe Seite 158 und 159.) 

11. Die vorliegende Aufgabe kann auch in folgender Weise behandelt werden: 
Aus den im Felde erhaltenen Lattenablesungen können Höhen h^ und h^ des 

Anfangs- und Endpunktes des Zuges gebildet werden, die sich auf einen beliebigen 

Punkt Pals Anfangspunkt 
beziehen. Aus den wahren 
Werthen (A^) und (/i^) 
dieser Höhen werden 
dann die wahren Werthe 
(II J und (H^) der sich 
auf den Normal-Höhen- 
punkt ( NN) beziehenden 
Höhen gewonnen durch 
Zulegung des wahren 
Werthes (0) des Höhenunterschiedes zwischen dem fUr die Höhen h^ und /»^ ge- 
wlihlten Anfangspunkte und dem Normal- Höhenpunkte, so dafs wird: 

(««) = (*.) + («), oder (A«) = (tfJ-(o), 




Fig. 12. 
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(108) 



Zugl:(AJ ) 


-^ - 


-(o'), 


(a;] 


!-(«.)- 


-(0'), 


Zug2:(A^,] 


)— H - 


-(0*), 


(AJ] 


l = {^,)- 


-W). 


Zug3:(AJ,; 


)= H ' 

' 57 


-(O, 


(*:; 


!-(«)- 


-(0»), 


Zug4:(AJ 


)-(«,)- 


-(0*), 


^ 58 


»= "»- 


-(o*), 



Hiernach ergeben sich für unser Beispiel die folgenden Gleichungen fllr die 
Beziehungen zwischen den wahren Werthen (/i) der beobachteten Höhen, den 
wahren Werthen (H) der zu bestimmenden Höhen und den wahren Werthen (o) 
der Orientirungshöhenunterschiede: 

Zug5:(AJ^)= /^.g-(o'), 

(A» ) = (//^)-(o'), 
Zug6:(A; ) = (ff)-(o»), 

(A« )= H -(o»), 

^5 0' 5 ^ ■" 

Zug7:(AJ ) = (W )-(c.^), 

Zug8:(A; ) = (ff )-((.»), 
(a; )= (ff )-(<>'•), 

Hieraus ergeben sich folgende Fehlergleichungen (109) und (HO), die wir 
gleich zusammenfassen: 

'^ 1 1 1 ' 



Zug 9:(AJ 
(hl 
ZuglO:(/*J« 

(/*;« 

Zugll:(/i|' 



= (tfJ-(oM, 

= (/f^)~(t>M, 

= (ff«)-(o»°), 
= (tf^)-(o'o), 

= (//)^(o"), 
= (^3)-(o»'). 



(109) 

und 

(110) 









Zug2:t?« =^ — o»~A« , 

° 67 57 6t ' 

2 i a ' 



Zug3:v' =^ -o'» 

° 57 57 



/*» 



67 



= /i — o'-Ä» 



Zug4:v* =//, — 0* 

4 4 



/*♦ 



58 58 



/i* 



68 



Zug5:t?* =/^ — 0*— Ä* 

^ 58 58 58 



5 5 

ZugGiv« =// 



o'^ — h^ 

5 

0^ — h'' 
5 



50 



= ^ — 0» 



50 



50 



Zug7:v' =/i — o' — A' 



3 3 



A' 

3 



Zug 9:t?» =£r -0'» — A» 

5 6 5 

vj ==H^ — o^ —hl 
Zug 10 : t? • •* = //^ ~ »0 — Ä^" 

'^ 7 7 7 

©1»=//,— 0»'— A^' 
3 A 3 



Zug8:üJ =^^ — o8— AJ 
v» =/r — o» — A«» 

3 3 3 

Wie sich die Gleichungen zwischen den N'äherungswerthen 1^ der beobachteten 
Höhen, den N'äherungswerthen $ der zu bestimmenden Höhen und den Näherungs- 
werthen o der ebenfalls zu bestimmenden Orientirungshöhenunterschiede gestalten, 
ist nach den Gleichungen (108) leicht zu Übersehen. Da jene Gleichungen fUr das 
folgende aber bedeutungslos sind, schreiben wir hier ohne weiteres die Differenzial- 
quotienten nach den Gleichungen (108) an: 



(114) 



9^2 






ö$. 



+ 1, 



^ es - + ^' 



a* = 



öS. 



= + 1, 



»I = 



Kß7 



8 Ol 
95 



= -1, 



'•-e-j^ = + '. 



85" 

»" = - ■'- = -!-! 
•9 ö«), +' 



9*. 



+ 1, 



I I 






»» 



5 7 



9o* 



= -1, 






"^4 1 



w — — -?- 1 



Bilden wir nun die Summen [pav], [pAv], [per], .... und beachten wir, 
dafs diese Summen nach den Formeln (128) gleich Null sein müssen, so erhalten 
wir folgende Gleichungen: 

Koiu 11 
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[pav]=pl {H^-o^ -AJ ) + pJ (^,-0« -ÄJ )-hpl {U^'-o^ -ÄJ ) = 0, 
[pbv\^pl {H^-o' -hl )-hpl {H^-o' -Ä« )+p;'(Ä -o»»-AJ») = 0, 

lpuv] = ^p)^{H^ -o»>~Ä}i)-i>Ji(iy3-o»«-/iJ^) = o! 

Nach der ersten Gruppe dieser Gleichungen mufs die Summe der mit den 
Gewichten multiplizirten Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Werthen ü 
der Höhen und den durch Zulegung des Orientirungshöhenunterschiedes o oricn- 
tirten Beobachtungsergebnissen h oder die Summe der mit den Gewichten multi- 
plizirten wahrscheinlichsten ßeobachtungsfehler für jede Höhe oder fUr jeden 
Punkt gleich Null sein, und nach der zweiten Gruppe von Gleichungen mufs, da 
die Gewichte fUr die beiden Höhen eines jeden Zuges einander gleich sind, die 
einfache Summe der bezeichneten Abweichungen oder Beobachtungsfehler für 
jeden Zug gleich Null sein. 

Aus obigen Gleichungen folgt: 

> 

//, = -j^ (Pj» (Ajo + 0'») +!>} HAJ ' + ""))' 

o' =y((//, -AI) + (ir,-AJ )), 

"• =t((^,-*J,)+(^.-aJ)). 

••• • » 

''"=t((^, -a») + (ä,-a»)). 

Hiernach sind die wahrscheinlichsten Werthe H der Höhen je gleich dem 
mit Berücksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel 
der durch Zulegung des Orientirungshöhenunterschiedes o orientirten Beobachtungs- 
ergebnisse A eines jeden Punktes, und die wahrscheinlichsten Werthe der Orientirungs- 
höhenunterschiede o sind je gleich dem einfachen arithmetischen Mittel der beiden 
Unterschiede zwischen den wahrscheinlichsten Werthen H^ und H^ und den aus 
den Lattenablesungen gewonnenen Werthen A^ und A^ der Höhen des Anfangs- 
und Endpunktes eines jeden Zuges. 

Die hier gewonnenen Formeln und Regeln stimmen im wesentlichen Überein 
mit den im § 33, Nr. 16 und 17 und im § 34, Nr. 10 und 11 gewonnenen Formeln 
und Regeln, so dafs das dort behandelte Nhherungsverfahren auch hier ein- 
geschlagen werden kann. 

Als Beobachtungsergebnis für den Anfangspunkt eines jeden Zuges wird 
ha = ^fiOO und dementsprechend als Beobachtungsergebnis für den Endpunkt 
eines jeden Zuges h^ = Jh^ oder der beobachtete Höhenunterschied genommen. 

Da in der Regel viele Höhen H und Orientirungshöhenunterschiede o zu 
bestimmen sind, ist es, um möglichst rasch zum Ziele zu gelangen, wichtig, dafs 
die ersten NUherungswerthe bereits den wahrscheinlichsten Werthen nahe kommen. 
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Dies wird auch in einfacher Weise erreicht, indem das Netz erstens in Berechnungs- 
zUge zerlegt wird, die eine möglichst günstige Bestimmung der Höhen der einzelnen 
Punkte erwarten lassen, dafs dann zweitens die ersten Näherungswerthe l^i der 
Höhen in den BerechnungszUgen durch Addition der beobachteten Höhen- 
unterschiede gebildet werden, wobei von den Höhen der gegebenen Punkte oder, 
wenn solche fehlen, von einer beliebig angenommenen Höhe eines passend ge- 
wählten Punktes ausgegangen wird, dafs hiernach drittens die Verbesserungen Vi 
der einzelnen Höhen ^j berechnet werden, die aus den Abschlüssen der Berechnungs- 
Züge auf die Höhen der Endpunkte dieser ZUge folgen, und dafs endlich viertens 
das einfache arithmetische Mittel der Verbesserungen Vi fUr die Höhen Ig^ des 
Anfangs- und Endpunktes eines jeden Einzelzuges als erster Näherungswerth Oi 
der OrientirungshÖhenunterschiede genommen wird. Die Höhen der Endpunkte 
der BerechnungszUge, auf die abgeschlossen wird, sind, wenn der Endpunkt ein 
gegebener Punkt ist, die gegebene Höhe dieses Punktes, oder wenn der Endpunkt 
ein Knotenpunkt ist, das allgemeine arithmetische Mittel der Höhen 1^,, die sich 
für den Knotenpunkt in den einzelnen auf diesem endigenden BerechnungszUgen 
ergeben haben, oder wenn der Berechnungszug ein geschlossenes Polygon bildet, 
die Höhe des Ausgangspunktes. 




Fig. 14. 

Zur weitern Erläuterung des Verfahrens ist auf Seite 164 und 165 die im 
Jahre 1885 ausgeführte Berechnung der Höhen der Knotenpunkte des von den 
Studirenden der Geodäsie an der Landwirthschaftlichen Akademie Poppeisdorf 
nivellirten Höhennetzes von Bonn und Umgebung wiedergegeben. Das Höhennetz, 
wovon das vorstehend unter Nr. 1 bis 10 und im § 21 behandelte Netz ein Teil ist, 
ist angeschlossen an 4 Punkte der Landesaufnahme und an die Höhenmarke der 
Europäischen Gradmessung an dem alten mittlerweile abgebrochenen Bahnhofs- 

11* 
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geb'äude in Bonn. Es enthalt 15 Knotenpunkte, die durch 29 ZUge mit den ge- 
gebenen Punkten und untereinander verbunden sind. 

Die Berechnung der ersten Näherungswerthe der Höhen ^, und der ersten 
Verbesserungen Vi ist im wesentlichen nach dem im § 21 behandelten Verfahren 
durchgeführt mit den Vereinfachungen, dafs die durch die Ausgleichung der 
Fehler in den einzelnen Netzteilen bedingte Erhöhung der Gewichte unberück- 
sichtigt gelassen ist und dafs die Ausgleichung der Fehler nicht jedesmal auf 
die sämtlichen bereits berechneten Netzteile ausgedehnt, sondern auf die den 
betreffenden Knotenpunkten nUchstgelegenen Netzteile beschr'änkt ist. Die Be- 
rechnungszUge und deren Nummern, denen die Berechnung der Höhen ^i und 
der Verbesserungen Vi gefolgt ist, sind in der auf Seite 163 beigegebenen Ueber- 
sichtskarte dargestellt. 

Nachdem sich für die den Höhen 1^8 = ^0 + ^98 entsprechenden Orientirungs- 
höhenunterschiede o, nur noch sehr kleine Zahlenwerthe ergeben hatten, ist das 
Verfahren abgebrochen. 

Den Miltelwerthen ^q-H r ^ — aus den Höhen jj, ist jedoch noch eine im 

Kopfe berechnete Verbesserung -h i^ -y- hinzugefügt, deren Berechtigung aus den 

im § 33, Nr. 14 erhaltenen Formeln (l37) folgt, wenn diese Formeln durch Ein- 
führung der Gewichte verallgemeinert werden und wenn beachtet wird, dafs dort 
die in den der Entwicklung zu Grunde liegenden Formeln (108) mit anderm 
Vorzeichen vorkommen wie hier. 



§ 36. Rückwärtseinschneiden. 

Zur Bestimmung des g 9 durch Rück wUrtseinschneiden sind auf diesem 
Punkte die Richtungen nach den gegebenen Punkten ^3, 7, 8, 6 in 4 vollen 
RichtungssUtzen beobachtet worden. Die rechtwinkligen Koordinaten a;^ y^ der 
gegebenen Punkte und die arithmetischen Mittel r^ der vier für jede Richtung 
erhaltenen Beobachtungsergebnisse sind: 



Nr. der 
Punkte. 



Abscissen. 



Ordinaten. 



83 

87 

86 






5 432,4-2 
2 125,96 

5 086,94 

6 122,25 



y,=X8 013,62 
y, = x6 036,88 
*y8 = x4 914,53 
fy^ = x5 990,33 



Richtungen. 

I o 1 O 



tt 



»•4 



23 
154 
241 
294 



38 
45 
52 
17 



45 
05 
52 
05 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werthe x y der rechtwinkligen Koordinaten 
des §9 und der mittlere Fehler m, einer einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze bestimmt werden. 

1. Die beobachteten Richtungen r„ beziehen sich auf eine beliebige, nicht 
genau bekannte Anfangsrichtung. Um aus ihren wahren Werthen (r^) zunächst 
die wahren Werthe (v^) der Neigungen der einzelnen Strahlen gegen die Abscissen- 
achse zu erhalten, mufs ihnen der wahre Werth (0) eines aus den Beobachtungs- 
ergebnissen mit zu bestimmenden Orientirungswinkels hinzugefügt werden, so dafs 
also wird: 

(»'«) = (^)-»-(ö)5 oder 
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Der wahre Werth (j^^) der Neigungen steht nun zu den wahren Werthen der 
zu bestimmenden Koordinaten {x) (y) des §9 und den gegebenen, als wahre 
Werthe anzunehmenden Koordinaten x^t/^ in der Beziehung, dafs ist: 

'i7K)=^;^zr(^,oder: 

Somit ergeben sich für die Beziehungen zwischen den wahren Werthen (r^) 
der beobachteten Richtungen und den wahren Werthen der zu bestimmenden 
Größen {x)j (y)^ (o) fUr unser Beispiel die folgenden Gleichungen: 



(108) 



(»•.) = (.'.)-(o), 
{r,) = {y,)-{o), 



/ „ \ ^^ .„ Vi — (y) .r 



2. Hiernach erhalten wir die wahrscheinlichsten Werthe ß|, üi, üg, A4 der 
beobachteten Richtungen und die wahrscheinlichsten Werthe v^^ v,, v^, v« der 
Neigungen aus den wahrscheinlichsten Werthen Xy y^ nach: 



(109) 



Äi = vi — 0, 
Äj^i'a — 0, 
Äa = »'a — 0, 



*! — X 



Xa — X 



Ä4 = V4 — 0, 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach: 

(110) 7°n*~?' 

. Vi = A4 — r^. 
3. Die wahrscheinlichsten Werthe x^ y^ der zu bestimmenden Gröfsen 
zerlegen wir in die Naherungswerthe 5, 9, und die den letzteren beizufügenden 
Aenderungen (/$, (/t), do^ setzen also: 

Den NUherungswerthen 5, 9, der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen 
die Näherungswerthe r,, r,, tj, r4 der beobachteten Richtungen für die sich 
nach den Gleichungen (108) ergiebt: 



(U2) 



^4 



= n, — 



= tt. — 



«8 
«4 



0, 

0, 



= ttA— 



«1 


= 


arctg 


yi 

Xi 


-5^ ' 


tt. 




arctg 


y% 


9 M 


«8 


• 


arctg 


*8 


"9/." 
-x^' 


«4 


=r 


arctg 


y* 


-%". 



«4 — 5 
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Aus diesen NUherungswerthen werden die wahrscheinlichsten Werthe der 
beobachteten Richtungen durch Beifügung der den Aenderungen rfj, rf^, do 
entsprechenden Aenderungen rfti, rfti, rftg, dv^ erhalten nach: 

R% = r2 -f- rfr2, 

JR4 = t j + dVi. 

4. DifFerenziren wir die in den Gleichungen (112) für die N'äherungswerthe r^ 
erhaltenen Ausdrücke nach $, 9, 0, so ergeben sich die Differenzialquotienten 
zunUchst in allgemeiner Form wie folgt: 



(tl8) 



a. 



8s 



= + 



1 



--^(y,-t))(-i)(*„-^)-'(-i)e" 



1 + 



= + 






<-kO 



Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks führen wir die NUherungswerthe 5^ der 
Strahlenlunge und die Näherungswerthe n^ der Neigungen ein nach: 

Dann wird: 



dv. 



8inn 



"»=85^"^"^ 






Ebenso wird: 



1 



1 + 






(-i)e" = - 



«, — 5 



oder mit Einführung von S^ und n^: 

ör 



Endlich ist: 



cos n„ 






Damit ergeben sich für unser Beispiel die folgenden Ausdrücke fUr die 
Differenzialquotienten : 



(114) 



sintti ., 
ai = + -^Q > 

. sinn 2 „ 



«4 = + 



, COSXti „ 

b, = — g-e, 

. CO« ttg „ 

*. = — äT^' 

, CO« tt4 „ 



C\ = — 1, 
Ca = — 1, 

C8 = — I1 
C 4 = — 1 . 



Die Abweichungen zwischen den NUherungswerthen der beobachteten GrÖfsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

/ 2 = ^2 *'25 

/ 8 =^^8 ^81 



(115) 
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5. Hiernach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen wie folgt: 



(116) 



dT2 = a%d^~hb%dT^ — rfo, 
rfts = a j rfj -f- ^3 rft) — rfo, 
dXi = aid^-hb^dl) — do. 



(117) 



Vi=fi-hdv^, 



Wenn wir das Gewicht der gleich genauen Beobachtungsergebnisse r gleich 
Eins nehmen, können diese umgeformten Fehlergleichungen, indem nach den 
Formeln (135) 



f 4 -n l«l 



(135) 



^» = 02 — 



ylg = a3 — 1^, 






-^ _i/] 



f.=A 






^» — /» — -^» 

c. _/ in 

^4 = /* 7- 



gebildet wird, nach den Formeln (136) reduzirt werden auf: 



(136) 









»1 



F^ + rfti. 



Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergeben sich die Endgleichungen: 



(118) 



{ 



lAA]d;i + lAB]dr) + lAF]^0, 
lAB]d^-hlBB]d^-^[BF] = 0. 



Nachdem durch Auflösung dieser Endgleichungen die Zahlenwerthc von 
d^ und di^ erhalten sind, ergiebt sich do nach: 



(137) 



rfo = 4-^^/5 + ^:^ r/t). h 



4 



iß 
4 



6* Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier fUr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich zu: 



(125) 



m 



==tV.^-±l/]^ 



und danach der mittlere Fehler nti einer einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze, deren Gewicht Pi=0,25 ist, nach: 



m, 



= ±m|/i- = ±m|/5i3. 



7. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich mit Weg- 
lassung der Berechnung der NUherungswerthe 5 9 der zu bestimmenden Koordi- 
naten, die aus den Richtungen nach ^ 3, 7, 8 nach den Formeln (40) bis (60), 
für die Berechnung von Koordinaten aus RUckwärtseinschneiden, Seite 27 der 
Formelsammlung von Veitmann und KoU rund 5 = 4745,0 i) = x6 681,0 ergiebt, 
wie folgt: 
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1. Berechnung der Näherungswerthe n der Neigungen. 


2. Differenzial- 
quotienten a, ^. 




^n- 


Vn- 


% (-'S 4-^1)). 


logJX), 


log sinn. 


loga. 


Pn- 


s- 


9. 


%(^5 — ^9)- 


logJ^' 


log cos n. 


logb. 


^$ = ^„-5- 


^9-y,-9. 


%/^(46*»+n). 


logtgn. 


cpllog9. 


a. 




^S4-^9- 


^s— ^9- 


45* 4- n. 


n. 


logq\ 


b. 


83 




5 432,42 




X8 013,62 


3.30 536 


3.12 470 


9.94 88 


2.0S 73 






4 745,00 




X6 681,00 


2.80969, 


2.83 722 


9.66 13 


1.79 98, 




-f- 


687,42 


4- 


1 332,62 


0.49 567, 


0.28748 


6.8241 


4- 122,3 


87 


+ 


2020,04 


— 


645,20 


107M2'48" 


62«42'48" 


5.31 44 


— 63,1 




2 125,96 




X6 036,88 


3.51 364^ 


2.80896, 


9.37 81, 


1.26 16, 






4 745,00 




X6 681,00 


3.29 555, 


3.41 815, 


9.98 72, 


1.87 07 




— 


2 619,04 




644,12 


0.21 809 


9.39 081 


6.5691 


— 18,3 


88 


— 


3263,16 


— 


1 974,92 


238M9'02" 


193°48'59" 


5.31 44 


4- 74,2 




5 086,94 




X4 914,53 


3.15 367, 


3.24 711, 


9.99 20, 


2.05 13, 






4 745,00 




X6 681,00 


3.32 396 


2.53 395 


9.27 89 


1.33 82, 




+ 


341,94 


— 


1 766,47 


9.82 971, 


0.71 316, 


6.74 49 


— 112,5 


86 


— 


1 424,53 


+ 


2 108,41 


325« 57 '20" 


280° 57 '19" 


5.3144 


— 21,8 




6 122,25 




X5 990,33 


2.83 669 


2.83927, 


9.65 15, 


1.77 81, 






4745,00 




X6 681,00 


3.31 553 


3.13 901 


9.95 13 


2.07 79, 




4- 


1 377,25 




690,67 


9.52 116 


9.70026, 


6.81 22 


— 60,0 




+ 


686,58 


4- 


2 067,92 


18° 22' Ol" 


383°22'00" 


5.3144 


— 119,6 


8. Bildung der Faktoren A und D, 


4. Bildung der Abweichungen F. 

• 






A = 




Ä = 








m 


F — 


Pn- 


a. 


n 


b. 


n 


r = n— 0. 


r. 




r — r. 


' n 


83 


+ 


122,3 


-f- 


139,4 - 


- 63,1 




— 

30,5 


39 


04 


00 


1 

23 


38 


45 


4- 


3 




16,8 


23 


38 


48 


87 


— 


18,5 




1,2 4 


- 74,2 


4- 


106,8 


154 


44 


59 


154 


45 


05 


— 


6 


— 


25,8 


88 


— 


112,5 


— 


95,4 - 


- 21,8 


4- 


10,8 


241 


53 


19 


241 


52 


52 


4- 


27 


4- 


7,2 


86 




60,0 


— 


4-2,9 - 


- 119,6 


— 


87,0 


294 


18 


00 


294 


17 


05 


4- 


55 


4- 


35,2 




68,5 


— 


0,1 - 


- 130,3 


4- 


0,1 




35 


06 




38 


47 


4- 


79 


— 


0,2 


n 


— 


17,1 




[6] 

n 


- 32,6 
















n 


4- 


19,8 


\ 




5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichung 


en. 


Pn- 


p- 


A, 


B. 


F. 


pAA, 


pAB. 


pAF. 


pBB, 


pBF. 


83 


1 


+ 


139 




31 


- 16,8 




19 321 


—m. 


430 


9 — 


2 335 




961 


4- 


521 


87 


1 




1 


+ 


107 


25,8 




1 





10 


7 4- 


26 




11449 


— 


2 761 


88 


1 




95 


+ 


11 


+ 7,2 




9025 





104 


5 -- 


684 




121 


4- 


79 


86 


1 




43 


— 


87 


4- 35,2 




1849 


+ 


3 74 


1 — 


1514 




7 569 


— 


3062 
















- 0,2 


4- 


30196 - 


172( 


— 


4 507 


+ 


20100 


— 


5 223 
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6. Auflösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werthe x^ y, o. 


IpAA]. 


[pAB\. 


[pAF] 


. [pBB\, 


[pBF]. 


Probe. 


n 


4- 


2,8 

8,9 

19,8 


+ 


30196 


— 


1720 


— 


450 


7 4- 
9 


20100 
98 


— 


5 223 
257 




672 
1502 




744 
1430 




-f- 


0,057 


4- 


0,14 
0,01 


X 


6 + 


20002 


- 5480 

-f- 0,274 
X6 681,00 


+ 
47 


0,16 
45,0( 


5 

) 


rf9 
«1 

y 


— 2174 — 


2174 


do 
= 39 


+ 8,1 
• 04' 00" 


4745,l( 


• 


X6 681,27 




= 39^04' 08" 1 


7. Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe y der Neigungen. 1 


^«• 




y- 


^ogit/n—y)' 
logtgy. 


y. 




§3 
S7 

g6 


+ 


5 432,42 
4 745,16 

687,26 


+ 


X8 013,62 

X 6 681,27 

1 332,35 


3.12 462 
2.83 712 
0.28 750 


62« 42' 52" 






2 125,96 
4 745,16 
2 619,20 


_ 


X 6 036,88 

X 6 681,27 

644,39 


2.80915, 
3.41817, 
9.39 098 


193M9'18" 


+ 


5086,94 

4 745,16 

341,78 




X4 914,53 

X6 681,27 

1 766,74 


3.24 718, 
2.53 374 
0.71 344, 


280° 56' 55" 


+ 


6 122,25 
4 745,16 
1 377,09 


_ 


X 5 990,33 

X6 681,27 

690,94 


2.83 944, 
3.13 896 
9.70048, 


333^21' 19" 


8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 


9. Quadrat- 
summe. 


p.- 


R^y — o. 


V — 
Ä-r. 


Adi + Bdr^ — rfr. 


v = 
F-hdt. 


pFF, 


pvv, ! 


— 

g3 

87 
88 

86 


39 


04 


08 


4- 


1 

5 
5 

6 


-f- 


22,9 

0,2 

15,7 

7,1 


4- 
4 


8,5 
■ 29,3 

- 3,0 

- 23,8 


4- 
4- 


14,4 
29,1 
12,7 
30,9 


4- 

4- 


2,4 
8,3 
6,5 
4,8 


282 

666 

52 

1239 


6 

11 ; 

30 , 

18 


23 
154 
241 
294 


88 
45 
52 
17 


44 
10 
47 
11 




33 


52 


+ 


5 


— 


0,1 




0,0 




0,1 


— 


0,3 1 2239 


65 . 


10. Schlufsprobe und mittlerer Fehler. 1 






[;?t?t7] — [;?/J'i^] + -r— 2239 — 2174 — 65. 1 


1 


m-± 


r » ^ 


■*] 


// 


5 
-3 


.±8, 


l". 




m 


^1 = 


±n 


•/ 


1 
Vi 


= - 


fc8. 


■y 


f 1 
0,2J 


; = ±16,l 

> 


2". 



9 87. Vorwärtseinsctineiden. 

Zur Beslimmung des g 9 durch Vorwartseinsch neiden sind auf den 
gegebenen Punkten gg7, 8, 6 die Richtungen nach §9 und nach mehreren 
gegebenen Punkten je in 4 vollen RichtungssSizen beobachtet worden. Die 
Koordinaten x^ y^ der gg7, 8, 6, die arithmetischen Mittel r^ der vier fUr jede 
Richtung erhaltenen Beobachtungsergebnisse und die aus den gegebenen recht- 
winkligen Koordinaten abgeleiteten Neigungen f^ der gegebenen Strahlen gegen 
die Abscissenlinie sind: 



Neigungen. ' 


g6. i 


«5 900,33. 1 


-.. 


108 49 


35 


",« 


179 19 


.^»8 




226 05 


55 




336 41 


13 



hrscheinlichsten 

il winkligen Ko- 

id der mittlere 

imaligen Beob- 

Dng in einem 

;h aus den auf 

den gegebenen Punkten erhaltenen Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. 

IL Wir fuhren die Entwicklung der Formeln zunächst nur fUr die auf g7 

beohachieten Richtungen durch. 

Diese Richtungen r, beziehen sich auf eine nicht genau bekannte Anfangs- 
richtung. Um aus ihren wahren Werlhen(r„) die wahren Werthc (i-,) der Neigungen 
der einzelnen Strahlen gegen die Abscissenachse zu erhalten, mufs ihnen daher, ebenso 
wie in dem im g 36 behandelten Beispiele, der wahre Wenh (o,) eines aus den 
Beobachtungsergebnissen mit zu bestimmenden Orieniirungswinkels hinzugefügt 
werden, so dafs also ist: 

(!•) (•■J = (>-J-(-(o,)oder: 

(2*) (-■„) = (%)-(<")■ 

Der wahre Werth (fj) der Neigung des Strahles g 7 — g S) steht zu den 
wahren Wenhcn der Koordinaten (x) (y) des g9 und den gegebenen als wahre 
Werthe anzunehmenden Koordinaten x-, y, des §7 in der Beziehung, üafs ist: 



(3') l?((-'.)±180')-|^ 

(4*) (»',)±I80'' = arcl3 ■ 



liyJn 



Hiernach erhalten wir Hlr die Beziehungen zwischen den wahren Werthen (r,) 
der auf g7 beobachteten Richtungen und den wahren Werthen (x), {g), (o,) der 
zu bestimmenden Gröfsen die folgenden Gleichungen: 
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(5*) 



r (»•5) = (''ii)-(<>7), 
I ('•.) = (^.)-(o,), 

I ^r^) = (l'^) — (o^), 

IK) = (»'»)-(o,); 



(6») ( .',) ± 180° = arc tg ■^— j^^ (?' 



Für die wahren Werthe (v^), (»'7), («'s) der Neigungen der Strahlen nach 
gegebenen Punkten haben wir die aus den gegebenen Koordinaten abgeleiteten 
Neigungen v^^ y^^ v^ anzunehmen. 

2. Danach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe Ä^, Äq, ä-, R^ der 
beobachteten Richtungen und der wahrscheinlichste Werth v^ der Neigung für 
den Strahl §7 — §9 aus den wahrscheinlichsten Werthen j?, y, o-i der zu be- 
stimmenden GrÖfsen nach: 



(?•) 



rß6 = >'5 — 07, 

j Äe = ''e — O71 
I Ä, = r, — 07, 



(8*) 



180'' = «rc/r/^? — ^d", 
3:7 — X 



und die wahrscheinlichsten ßeobachtungsfchler nach: 



(9*) 



^6 = Ä5 — rs, 

l' 7 ^=^ Ä 7 "~" i'* 7 , 



3. Die wahrscheinlichsten Werthe jr, y, 07 der zu bestimmenden GrÖfsen 
zerlegen wir in die NUherungswerthe $, 9, O7 und die diesen beizufügenden 
Aenderungen </$, (/t), do-i^ setzen also: 



(lO*) 



[X =5 -f-rfj , 

07 = 07+</07. 



Den Näherungswerthen 5, t), O7 der zu bestimmenden GrÖfsen entsprechen 
die NUherungswerthe r^, r^, r,, r« der beobachteten Richtungen, wofür sich 
ergiebt : 



(II*) 




(12*) ttodbiSO° = arc/(/^' -^ q 

x-i 5 



Aus diesen Näherungswerthen werden die wahrscheinlichsten Werthe der 
Richtungen durch Beifügung der den Aenderungen f/^*, dx)^ do-i entsprechenden 
Aenderungen f/tg, f/te, dx-i^ dt^ erhalten nach: 



(13*) 



^5 = tj-f- dv^y 
R^ = ti -f- dV-j^ 

•ß8==^d~f-rfta. 



4. Differenziren wir die in den Gleichungen (11*) und (12*) für die 
NUherungswerthe r„ erhaltenen Ausdrücke nach 5, 9, O7, so ergeben sich die 
folgenden Differenzialquotienten:*) 



*) Vergl. die Entwicklung der Differenzialquoticnten im § 3G, Nr. 4. 
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(U*) 



«6 = 0, 

«e — H g Q , 






6» = 5 Q , 



Ä, = 0, 

*8 = 0; 



«• 



C6 = — 1, 

C5 = — 1, 

<?, = — 1, 
C8 = — 1. 



Die Abweichungen zwischen den NUherungswerthen der beobachteten GrÖfsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

fb = ^6 — '*6» 

fl'=ti — Tt, 

/« = r« — Tg. 
5. Hiernach ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 



(15») 



(16') 



dti= — düi^ 

^dt8= — rföi» 



(17*) 






Nehmen wir die Gewichte p«, po, p?« Ps <ler gleich genauen Beobachtungs- 
ergebnisse gleich Eins, so können diese umgeformten Fehlergleichungen nach 
Formel (145) reduzirt werden auf: 

4-1 



(18*) rfn5==aörfs+Aer/9» 



(19*) »•-/'.- 1^3^ + rfno, 



Gewicht = 



Wenn wir nun als NUherungswerth O7 des Orientirungswinkels für die auf 
§7 beobachteten Richtungen das arithmetische Mittel der Differenzen v — r, also 

(20*) n__t:r^ 



o, = 



nehmen, so wird {f\—f^^=0 und damit aus den Gleichungen (18*) und (19*): 

3 



(21*) rfn8 = a«rf5-+-Äerf9. 



(22*) tJ«=/e + dtto 



Gewicht = 



4' 



was sich wie folgt ergiebt: 

Zunächst ist: [/"]—/"« = AH- A ^/'a* Für diese Summe erhalten wir, indem 
wir in die Formeln (15*) für tj, Tt, tg die in den Formeln (11*) erhaltenen 
Werthe setzen: 

A = ''5 — »•a — o?» 

/", = y, — -r, — O7, 

/'8 = >'8 — ^8 — 07l 



und dies wird gleich Null für 07 = 



_ [^-r\ 



, wie behauptet ist. 



6. Die Formeln, die wir hier für die auf §7 beobachteten Richtungen ent- 
wickelt haben, gelten allgemein, so dafs, wenn wir als Nähern ngswerth o der 
Orientirungswinkel für die auf einem gegebenen Punkte beobachteten Riebtungen 
allgemein: 



(23*) 

nehmen, immer 

(•2i») 



[y-r\ 

» »—1 



n— 1 



= 0, 
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und damit für diese Richtungen nur die eine reduzirte Fehlergleichung: 



(25*) d«_ = a,rf5 + *.<i9, 



(26^) ö,==/-,-rftt„, 



Gewicht == 



n-1 



n 



erhalten. 

Wenden wir dies auf unser Beispiel an, so erhalten wir zuerst die Naherungs- 
werthe o,, Og» ö« ftlr die auf ^7, 8, 6 beobachteten Richtungen nach: 



(sr?») 


°' 3 ' 


(28») 0.= 


Jy-r] 
" 4 ' 


(2J 


n o.-[-^i 


und dann die reduzirten Fehlergleichungen: 




r dn« =a5 rfs-H*« ^^^ 




ÖS =ffi -^dn^. 


Gewicht == ^ , 

4 


(SO*) 


cfitii = ai, rfj + Än rf9, 


(81») 


^ii^'fn-hdttn. 


4 




c?ni5=:ai5 dj + 6 15^15, 




Öi5 = /'u4-rfni5, 


4 

5' 



(82*) 



Hieraus ergeben sich die reduzirten Endgleichungen: 

[paa] dl + [pah] dr^ + [paf] = 0, 
[paÄ] rfS + [pÄÄ] d9 + [Vhf] = 0, 

woraus die Zahlenwerthe von d^ und cf 9 durch Auflösung erhalten werden, wöhrend 
sich allgemein für do,, wenn beachtet wird, dafs [f]^f^ ist, nach Formel (146) 
ergiebt: 

«« *« fn ^n 



(83*) 



n n 

Demnach ist in unserm Beispiele: 



n 



n 



(84») rfo,=^, 



{85») do» = ^ 



5' 



(se») rfo,=?i* 



Nach den Bemerkungen zu den Formeln (143) bis (146) im §80, Nr. 10 ist 
dem Betrage ^,, der sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach For- 
mel (127) ergiebt, noch der Betrag 



(37») 



-r / 6 /• / II /► MB r 

-«1 = r/O c^'n K~/ 1» 



4'" 5 '" 5 
hinzuzusetzen, um nach Formel (129) den richtigen Werth von [pvv] zu erhalten. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen 
Mittels aus den vier fUr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen 
ergiebt sich nach Formel (125) zu: 



(88») 



m 






und danach der mittlere Fehler tn, einer einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze, deren Gewicht p,=0,25 ist, nach: 



(89') 



ttti = db ui 



Ir'^'^iw 



8« Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich mit Weg- 
lassung der Berechnung der Näherungswerthe 5 9 der zu bestimmenden Ko- 
ordinaten, der N'äherungswerthe n der Neigungen und der Differenzialquotienten 
a, bj wofür die im §36, Nr. 7 erhaltenen Zahlenwerthe benutzt werden, wie folgt: 
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1. Berechnung der N'äherungswerthe o 
der Orientirungswinkel. 


2. Abweichungen 


3. N'äherungswerthe $ i) 
der Koordinaten. 


Ziel- 
ipunkte. 


1 
Neigungen 

y. 


Richtunge 
r. 


n 

y — r. 


x = y — o. 


/- 
c — r. 


Die Berechnung erfolgt, 
wenn nicht bereits 
brauchbare Näherungs- 
werthe bekannt sind, 
nach den Formeln (20) 
bis (39), Seite 26, der 
Formelsammlung von 
Veitmann u.Koll. Wir 
nehmen wie im § 36: 

5= 4 745,00, 
9 = X6 681,00. 


§8 
§3 


339 

30 

302 


14 1 28 ' 
52:23 
12 13 


73 

125 

36 


Standpunkt: 87. 

39 45 ; 265 ' 34 43 
17 42 265 34 41 
37 40 1 265 34 33 


73 

125 

36 


39 49,0'! +4,0 
17 44,0 +2,0 
37 34,0, —6,0 




19 


04 1 35 ; 07 1 43 57 

f»' — rl 
07—^-^—265 34 39,0 
o 




35 


07,0 


0,0 


§6 
|3 
§7 


46 

83 

159 

243 


05 
38 
14 
43 


55 
20 

28 
45 


108 
145 


Sta 

10 (X 
42 34 


ndpunki 

D 1 297 5 
ö 297 5 
D' 297 5 
G 297 5 


: 88. 

5 55 
5 50 
5 58 
5 49 


108 
145 
221 
305 


10 02,(y +2,0 
42 27,(^1—3,0 
18 35,0' +5,0 
47 52,01 —4,0 


221 ! 18 3( 
;305i47 5 


4. Näherungswerthe n 
der Neigungen. 




42 


28 |58 56 4 

\y — r] 
08 — ^-7-^—297 5 
4 


3 32 
5 53,0 




58 


56,0| 


0,0 


Aus Abtheilung 1 der 
Rechnung im §36 folgt: 

n7= 13^8' 59" 
n« — 100° 57' 19" 
n«- 153'' 22' 00" 


g3 
§7 
88 
85 


108 
179 
226 
236 


49 
19 
05 
41 


35 
58 
55 
13 


124 
195 
242 
252 


Sta 

58 5. 
29 H 
15 0) 
50 3 


indpunk 

3 , 343 5 
3!i343 5 
B 343 5 
8 343 5 


t: 86. 
40 
48 
47 
35 


1 

124 
195 
242 
252 


'58 

l29 

15 

50 


52,5 —2,5 
15,5 +5,5 
12,5 +4,5 
30,5, -7,5 


5. Differenzial- 
quotienten a, b. 




56 


41 1 ;33 51 2 

0, I"-''' 343 5 
4 


2 50 
42,5 




33 


51,0 


0,0 


Nach Abtheilung 2 der- 
selben Rechnung ist: 


6. Ab 


weichungen / für die reduzirten Fehlergleichungen. 


Pn 


Neigungen n. r = n — o. 


Richtungen r. 


/-r-r. 


07 = — 18,3 
«8 = - 112,3 
aö = - 60,0 


O7 = -t- '4,^ 

Ä8 = - 21,8 
*5 = - 119,6 


§7 
88 
§6 


13 
100 
153 


48 
57 
22 


59 
19 
00 


108 

163 ( 
169 ; 


14 20,0 
31 26,0 
31 17,5 


108 
163 
169 


14 
Ol 
30 


33 
05 
42 


+ 
+ 


13,0 
21,0 
35,5 


^ 


17 03,5 


1 
1 


46 


20 


+ 43,5 


1 


7. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 


Pn 


P- 


a. 


b. 


A 


paa. 


pab. 


paf. 


pbb. 


pbf. 


87 
§8 
86 


0,75 
0,80 
0,80 


— 


1{ 

in 

6( 


5 + 
l — 
) — 


74 

22 

120 


— 13,0 
+ 21,0 
+ 1 35,5 


10 
2 


243 
035 
880 


+ 
+ 


991 

197 

I5 76( 


J + 
1 — 
[) — 
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1 882 
1704 




4 107 

387 

11520 


— 


722 

370 

3 408 


— 190 — 68 + 43,5 1 4- 13158 4- 6 732 — 3 410 


+ 


16 014 


— 


4 500 


8. Au 


flösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werthe xy. 


[paa 


]. 


[pab]. [paf]. 


[pbb]. 


[P*/]. 


Probe. 


+ i: 


3 358 


+ 6 732 




3410 


+ 


16 014 
3 444 


— 4 500 
+ 1745 




884 
604 


— 


501 
986 


1 

p 


— 0,512 


+ 


0,259 
0,112 


+ 1 12 570 


+ 


2 755 
0,219 
U,00 




< 


-+- 0,147 
5 — 4 745,00 


J 

1 


9 


•■^ 


1488 — 
= -2^1. 


1487 




._ — 


a: = 4 745,15 | 





3 


^ — X6 681,22 


_ 


. _ 











1 
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9. Bildung der wahrscheinlichsten Werthe o der Orientirungswinkel. 


13. Zusatzes. 


Pn- 


arfj + Ärf^ = rfn. 


/. 


© = 


, 


o = o4-rfO. 


ff^ 


ff 






/+rfn. 


n 






n 


§7 




2,6 


+ 


16,2 


+ 


13,6 


_„ 


13,0 ■ 


4- 


0,6 


4- 


0,2 


265 


34 


39,2 


169 




42 


i» 


— 


16,5 


— 


4,8 


— 


21,3 


+ 


21,0 - 


— 


0,3 


— 


0,1 


297 


55 


52,9 


441 


— 


88 


|6 


— 


8,8 


— 


26,3 


— 


35,1 


+ 


35,5 -+- 


0,4 


+ 


0,1 


343 


> 50 


42,6 


1260 


— 


252 




27,9 


— 


14,9 


1 — 


42,8 , + 


43,5 


4- 0,7 




382 


10. 


Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe v der 


14. Schlufsprobe und 




Neigungen. 


mittlere Fehler. 


Pn- 


^n- 


.V«- 


%(y«-.v)- 




[t?t7l=[/-/l4--3f,4--r2= 




X, 


y. 


%(*!» — ^)- 




2092 — 1488 — 382 = 222. 




x^-x. 


Vn .y- 


%<^(y±180*'). 


^±180°. 


m- ±1/1-1 






)i 1 








g7 




2 125,96 




X6 036,88 


2.80 912n 




(T n q 






4 745,15 




X6 681,22 


3.41 817« 




. / 222 , . ^.. 


g8 


— 


2 619,19 


1 


644,3^ 


9.39 095 


193° 49' 14" 


/ 1 




5 086,94 




X4 914,53 


\ 3.24 716„ ' 








4 745,15 




X6 681,22 


\ 2.53 376 




nti — dtmi/Tr 


86 


-f- 


341,79 




1 766,69 


» 0.71 340« 


280° 56' 58" 


Ml 

— z^hSSV ^,—±10,0". 




6 122,25 




X5 990,33 


\ 2.83 941 n 








4 745,15 




X6 681,22 


! 3.13 896 




' ^ 0,25 




+ 


1 377,10 


— 


690,89 


1 9.70 045« 


333° 21' 24" 




11. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 


12. Quadrat- 
summen. 


Ziel- 


Neigungen 


Ä==y — 0. 


Richtun- 


t? = 


c/r — 


/•. 


r = 


/■/*. 


vv. 


punkte. 


v. 




gen r. 


ß-r. 


rfn— rfo. 




f-\-dx. 








Standpunkt: g7. 






§8 


339 


14 


28 


73 


39 


48,8 


73 


39 


45' + 


3,8 


— 


0,2 


4- 


4,0 


4- 


3,8 


16 


14 


i» 


13 


49 


14 


108 


14 


34,8 


108 


14 


33, + 


1,8 


4- 


13,4 


— 


13,0 4- 


0,4 


169 





§3 


30 


52 


23 


125 


17 


43,8 


125 


17 


42 


+ 1,8 




0,2 


+ 


2,0 -h 


1,8 


4 


3 


§0 


302 


12 


13 ,i 36 


37 


33,8 


36 


37 


40 


— 


6,2 


— 


0,2 


- 6,0, - 


6,2 


36 


38 




08 


18" 
ii 


49 


41,2 




49 


40 ' + 

1 


1,2 


-+- 


12,8 


— 


13,0 


__l 


0,2 




Standpunkt: §8. 


$6 


46 


05 


55 


108 


10 


02,1 


108 10 


00 


+ 


2,1 


4- 


0,1 ! 4- ! 2,0 


4- 


2,1 


4 4 1 


§3 


83 


38 


20 


145 


42 


27,1 


145 42 


30 




2,9 


4- 


0,1 — 3,0 


— 


2,9 


9 


8 


8^ 


100 


56 


58 


163 


Ol 


05,1 


163 ' Ol 


05 


+ 


0,1 


— 


21,2 4- 21.0 


— 


0,2 


441 





§7 


159 


14 


28 


221 18 


35,1 


221 18 


30 


+ 


5,1 


4- 


0,1 4- 


5,0 


4- 


5,1 


25 


26 


gö 


243 


43 


45 


305 


47 


52,1 

1 


305 , 47 


56 


— 


3,9 


+ 


0,r — ! 4,0 


— 


3,9 


16 


15 




39 


26 




00 


01,5 




00 Ol 


+ 0,5 


*«^ 


20,8 


4- 


21,0 4- 


0,2 




Standpunkt: §6. 


§3 


108 


49; 35 


124 


58 


52,4! 


124 ! 58 


55' - 


2,6 




0,1 - 


2,5 


— 


2,6 


6 


7 


§9 


153 


21^ 


24 


169 


30 


41,4 


169 


30 


42 


1 __^ 


0,6 




35,2 


4- 


35.5 


4- 


0,3 


1260 





87 


179 


19 


58 


195 


29 


15,4 


195 


29 


10 


-h 


5,4 


-: 0,1 


4- 


5,5 


4- 


5,4 


30 


29 


§8 


226 


05 


55 


242 


15 


12,4 


242 


15 


08 


4- 


4,4 


: - 0,1 


4- 


4,5 


4- 


4,4 


20 19 1 


iö 


236 


41 


13 


252 


50 


30,4 


252 


50 


38 


t"" 


7,6 




0,1 


— 


7,5 


— 


7,6 


56 58 1 






18 


05 


04 


32,0 

'1 


04 


11 
33 j — 


1,C 


) — 


35,6 


4- 


35,5 




0,1 


2 092 


221 1 



KoIL 



12 
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IL T. IV. A. 



§ 88. Kombinirtes Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden. 

Nachdem die Koordinaten des § 9 im § 36 lediglich aus den auf dem zu be- 
stimmenden Punkte beobachteten Richtungen und im § 37 lediglich aus den auf 
den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen abgeleitet worden sind, sollen 
jetzt die Koordinaten des §9 nochmals aus allen Air die Bestimmung dieses 
Punktes durch kombinirtes Vorwärts- und RUckwSrts'einschneiden 
vorliegenden Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. Hierbei sollen einige 
Vereinfachungen des im § 87 und einige Aenderungen des im § 86 eingeschlagenen 
Verfahrens durchgeführt werden, die zweckmUfsig sind, wenn es sich darum 
handelt, die wahrscheinlichsten Werthe der Koordinaten eines trigonometrischen 
Punktes möglichst einfach zu erhalten und darauf verzichtet werden kann, die 
Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler und der 
mittleren Fehler in vollem Umfange durchzuführen. 

1. Aus den Richtungen r, die auf den gegebenen Punkten beobachtet sind, 

\ y " rl 
können zuerst durch Hinzufügung des Orientirungswinkels o^= -— — j^orien- 
tirte Richtungen 

abgeleitet werden und zwar in unserm Beispiele wie folgt: 



Ziel- 


Endgültige 


Beobachtete 


T 

y — r 
und 


Orientirte 


V = 


punkte. 


Neigungen 


Richtungen 


[y-r] 


Richtungen 


y — (p. 


♦ 


V. 


r. 


0=1 -i. 

« — 1 


9 = rH-o. 






Standpunkt: §7. | 


g8 


.139 


14 


28 


73 


39 


45 


265 


34 


43 


339 


14 


24,0 


+ 4^ 


g9 








108 


14 


33 








13 


49 


12,0 




83 


30 


52 


23 


125 


17 


42 


265 


34 


41 


30 


52 


21,0 


+ 2,0 


85 


802 


12 


13 
[r] 


36 


IL 


40 


265 


34 


33 


302 


12 


19,0 


— 6,0 




49 


40 






117 




08 


16,0 


0,0 






= l<p] 




18 


36,0 


265 


34 


89,0 


-0^ 








08 16,0 




Standpunkt: §8. | 


g« 


46 


05 


55 


108 


10 


00 


297 


55 


55 


46 


05 


53,0 


+ 2,0 


83 


83 


38 


20 


145 


42 


30 


297 


55 


50 


83 


88 


23,0 


-3,0 


89 








163 


Ol 


05 








100 


56 


58,0 




87 


159 


14 


28 


221 


18 


30 


297 


55 


58 


159 


14 


23,0 


+ 5,0 


85 


243 


43 


45 
Ir] 


305 


47 


56 


297 


55 


49 


243 


ü 


49,0 


-4,0 




00 


Ol 






212 




39 


26,0 


0,0 










39 


25,0 


297 


55 


53,0 


= 08 










89 26,0 




Standpunkt: §6. | 


83 


108 


49 


35 


124 


58 


55 


343 


50 


40 


108 


49 


37,5 


-2,5 


89 








169 


30 


42 








153 


21 


24,5 




87 


179 


19 


58 


195 


29 


10 


343 


50 


48 


179 


19 


52,5 


+ 5,5 


88 


226 


05 


55 


242 


15 


08 


348 


50 


47 


226 


05 


50,5 


+ 4,5 


85 


236 


41 


13 
[r] 


252 


50 


38 


343 


50 


35 


236 


41 


20,5 


-7,5 




04 


33 






170 




18 


05,5 


0,0 


1 








J3 


82,5 


348 


50 


42,5 


=ö« 










18 


05,5 
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Hierbei ergeben sich die beiden Proben, dals [r] -h no =» [9)] und 
[o] = [i/ — ^]=:0 sein mufs. 

2, Sodann können allein die orientirten Richtungen (p Aür die Strahlen von den ge- 
gebenen Punkten nach dem neu zu bestimmenden Punkte als Beobachtungsergebnisse 

in die weitere Rechnung eingeführt werden, während alle 



mit dem Gewichte 



»— l 



n 



übrigen orientirten Richtungen in der weitern Rechnung unberücksichtigt bleiben. 
Demnach können in unserm Beispiele allein die orientirten Richtungen 

für den Strahl §7 — ^9:^2= 13* 49' 12,0", Gewicht p« = f , 



(2*) 



» 



79 



g8 — g9: 93=100 56 58,0 , 



" ^^^"b' 



P4=5, 



» « « §6-^9:94 = 153 2124,5, „ 

als Beobachtungsergebnisse in die weitere Rechnung eingeführt werden. 

3, Die Richtungen 9 können als endgültig orientirte Richtungen angesehen 
werden, weil damit ohne weitere Aenderung der Orientirung die wahrscheinlichsten 
Werthe der gesuchten Koordinaten xy des §9 erhalten werden, was später be- 
wiesen werden wird. 

Danach ergeben sich für die Beziehungen zwischen den wahren Werthen (9) 
der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und den wahren Werthen {x) (^) der 
gesuchten Koordinaten die Gleichungen: 



(3') 



f (»"«) = ("1), 
{9»)=' {"1)1 
{9i) = {''i)i 



(4*) 



lK)d=l80- = «rc<,|i^e". 



4* Weiter ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe 4>2, 4>8i '''4 ^^^ 
orientirten Richtungen aus den wahrscheinlichsten Werthen xy der zu bestimmenden 
Koordinaten wie folgt: 



(&•) 



*i = >' 



89 



*4=»'4» 



(6*) 



Xi — X 
*g ~"" X 

,y^±lSO'' = arctg ^^^JZ^^", 



Xa — X 



und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach den Formeln (HO): 
(7*) 



I «'««^s — ya^J's — ^89 



5« Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werthe x y der zu bestimmenden 
Koordinaten in die NSherungswerthe $ 9 und die diesen beizufügenden Aenderungen 
d^^ di)^ setzen also: 

Dann ergeben sich die den NUherungswerthen s 9 cler Koordinaten ent- 
sprechenden NUherungswerthe r = n der orientirten Richtungen nach: 



(9*) 



^» = «2 



ta = na^ 



l «4 = «*; 



(lO») 



n, 
na 
n4 



180« 
180*» 
ISO«» 



arc tg ^ e , 

*8 ~"0 
a?8 — 5^ 

12* 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 



1. Näherungswenhe 5 9 der Koordinaten. 


Die Berechnung erfolgt, wenn nicht bereits brauchbare Näherungswerthe be- 


kannt sind, wie im § 36 oder 37 angegeben ist. Wir nehmen wie im § 36: 


5-4745,00, 9 — X6 681,00. 


2. N'dherungswerthe n der Neigungen. 


3. Differenzialquotienten a, 6. 


Nach Abtheil. 1 


n,= 62«* 42' 48" 


Nach Abtheil. 2 


03-4-122,3 


Ä, = - 63,1 


der Rechnung 


n7 = 193 48 59 


der Rechnung 


«T — — 18,3 


6, = + 74,2 


im § 36 ist: 


11^ — 280 57 19 


im § 36 ist: 


«H = — 112,3 


*8 — — 21,8 




no = 333 22 00 




ao = — 60,0 


60 — —119,6 


4. Bildung der Faktoren A, B, 


5. Bildung der Abweichungen F. 




a) nir die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen. | 


^-. 












1 




/= 




M 


a. 


A=a. 


b. 


B = b. 




1 


n. 


/ 


F-f- 


S7 




18,3 




-f 


74,2 




1 
13 49 


12,0 


48 


59 




13,0 




g8 


— 


112,3 




— 


21,8 






100 56 58,0 


57 


19 


4-21,0 




g6 




60,0 






119,6 


1 




153 21 


24,5 


22 


00 


4-35,5 




— ' 190,6 




- 67,2 






07 34,5' 08 18 

1 '1 1 


4-43,5 


b) fUr die auf dem neu zu bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen. | 






A — 




B — 




•1 

1 


/• 


F= 




a. 


[«] 


b. 


b 1*1. 

n 


r. 


7) — r-f-o. 


n. 


/ — 


' n 


g3 




a 

n 






1 


1 


tt — 75. 


+ 


1-22,3 


H- 


139,4 




63,1 




30,5 


23 


38 



45 


39 


04 


00 


42 


48 


4- 


3 




16,8 


! 62 42 


45 


g7 




18,3 


— 


1,2 


+ 


74,2 


+ 


106,8 


154 


45 05 ' 193 49 


05 


48 


59 


— 


6 




■ 25,8 


88 


— 


112,3 


— 


95,2 


— 


21,8 


+ 


10,8 


241 


52 52 


280 


56 


52 


57 


19 


4- 


27 


4- 


• 7,2 


86 




60,0 


— 


42,9 


— 


119,6 


— 


87,0 


294 


17 05 


333 


21 


05 


22 


00 


4- 


55 


4 


- 35,2 


— 


68,3 


+ 


0,1 


— 


130,3 


H- 


0,1 




33 


47 




49 


47 


51 


06 


4- 


79 




0,2 


71 


— 


174 




n 


— 


32,6 








— 4o 




16 


00 


1 
1 


n 


4- 


19,8 








33 47 


6. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 


^.• 


P- 


A, 


B. 


F. 


pAA. 


pAB. pAF. 


pBB. pBF, 


87 


0,75 


_- 


18 


+ 


74 


— ' 13,0 




243 


— 


999 


4- 


176 


4107 


— . 


722 


88 


0,8 


— 


112 




22 


4- 21,0 




10035 


-h 


1971 


— 


1882 




387 




370 


86 


0,8 


— 


60 


i 
1 


120 -h 35,5 




2 880 
19 321 


+ 


5 760 
4309 




1704 
2 335 




11520 
961 


4- 


3 408 
521 


83 


1,0 


4- 


139 


1 

' 1 


31 


— 


16,8 


87 


1,0 


— 


1 


H- 


107 




25,8 




1 




107 


-h 


26 




11449 


— 


2 761 


88 


1,0 


— 


95 


+ 


U 


4- 


7,2 




9 025 


— 


1045 


— 


684 




121 


4- 


79 


86 


1.0 


* 


43 


— 


87 


+ 


35,2 




1849 


+ 


3 741 


— 


1514 




7 569 


— 


3 062 
















+ 


43 354 + 


5 012 


— 


7 917 


+ 36 114 — 


9 723 
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6. Auflösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werthe j:, y, o. 1 


[pAA], 


[pA/i]. 


[pAF]. 


[pBBY [pHF], 


Probe. 1 


.w.,'- 
-'>•- 


2,6 

8,1 
19,8 


+ 43 354 


+ 


5 012 


7 917 


-f- 


36114 
581 


4- 


9 723 
918 


1 


1449 
2184 


— 


1219 
2 411 







0,116 


4- 


0,183 
0,029 


^5- 


+ 


35 533 


4- 


8 805 
0,248 


n 


4- 


4- 


0,154 


rft,= 


— 


3 683 


-| 3630| 


(/0 = 


4- 9,1 1 




5- 
X — 


4 745,00 


9 = 

y = 


X6 681,00 


= X 


= 
= 


39^ 04' 00" 


4 745,15 


X6 681,25 


39 04 09 


7. Berechnung der wahrscheinlichsten Werlhe y der 11. Schlufsprobe und mittlere | 


Neigungen. 


Fehler. 


^«• 


*»• 


Vn- 


^ogiyn—y)' 








X. 


y- 


log(x^ — x). 


y. 


[pvv]^[pFF] + 2 




x^ — x. 


Vn-y- 


log tg V . 




— 3727 — 3632 — 95. 


83 


+ 


5432,42 ' ; X8 013,62 


3.12 462 

2.83 713 
0.28 749 


62^2' 50" 






4 745,15 
687,27 


+ 


X6 681,25 
1 332,37 


/ 95 
n-3 


87 




2 125,96 
4 745,15 




X6 036,88 
.X6 681,25 


2.80 914„ 
3.41 817^ 




= ± 4,9". 




— 


2 619,19 


— 


644,37 


9.39 097 


193 49 17 


m,-±mj/^^ 


88 




5 086,94 




x4 914,53 


3.24 7 17 „ 








4745,15 




X6 681,25 


2.53 376 




-=^^'Vö,25 ^^'^'' 




4- 


341,79 


— 


1 766,72 


0,71 341 „ 


280 56 57 


86 




6 122,25 




X5 990,33 


2.83 943, 








4 745,15 




X6 681,25 


3.13 896 








4- 


1 377,10 


— 


690,92 


9.70047, 


333 21 21 




8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 


9. Quadrat- 
summen. 




a) für die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen. 






P^' 










t? = 


pFF. 


pvv» 


n 


y. 


1 


V — V — (f. 


Adi^ 4- Bdx^ — rfn. 


F4-dtt. 




1 


87 


18 


49 


12 


49 


17 ! 

1 


4- 


5 


— 


2,8 


4- 


18,4 


4- 


15,6 


4- 


2,6 


127 


5 


88 


100 


56 


58 


' 56 


57 


— 


1 


— 


17,3 




5,4 


— 


22,7 


— 


1,7 


353 


2 


86 


153 


21 


24 


21 


21 




3 


9,2 


— 


29,7 




38,9 


— 


3,4 


1008 


9 




07 


34 


07 


35 


4- 


1 


— 


29,3 


— 


16,7 




46,0 


— 


2,5 


b) für die auf dem neu zu bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen. 





* — r-f-o. 


V. 


V — r — «1». 


Ad^ 4- Bdi) = dn. 


V — 

F4-rfn. 




1 
1 


39 


04 


09 




1 














1 






83 


62 


42 


54 


42 


50 


— 


4 


4- 


21,5 


— 


7,6 


4- 


13,9 


— 


2,9 


282 


8 


87 


193 


49 


14 


49 


17 


4- 


3 


— 


0,2 


4- 


26,5 


4- 


26,3 


4- 


0,5 


666 





88 


280 


57 


Ol 


56 


57 


— 


4 


— 


14,7 


4- 


2,7 


— 


12,0 


— 


4,8 


52 


23 


86 


333 


21 


14 


21 


21 


4- 


7 


— 


6,6 


— 


21,6 -, 


28,2 


4- 


7,0 


1289 


49 


50 


23 


50 


25 


4- 


2 




0,0 




0,0 


0,0 i 


— 


0,2 


3727 


96 


— 4o 
= [r] 


16 


36 




1 






1 




1 


1 
1 

1 I 








1 




33 


47 


1 


_^ 






i 




_. 






i 
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Vermittelnde BeobachtuDgen. 



n. T. IV. A. 



Aus diesen NUherungswerthen werden die wahrscheinlichsten Weithe der 
orientirten Richtungen durch Beifügung der den Aenderungen d^ d^ entsprechen- 
den Aenderungen dn erhalten nach: 

*, = i., = tts + rfn3, 
^»^rrs^y^^n^-^'dn^. 

Durch DifTerenzirung der für die NSherungswerthe r = n erhaltenen Ausdrücke 
nach s und 9 ergeben sich wie im § 36, Nr. 4 die DifTerenzialquotienten : 



(12*) 



^ _ . sintt^ ,. 



(13») 



*. = — e;-e 

6. j^9 



Die Abweichungen zwischen den N'äherungswerthen der orientirten Richtungen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

/a == if« — Vi = «1 — 9*1 
(W) 



{/«==*« — Vi = "1 — 9* j> 
/» = ts — 93 = n, — 9»8> 
/■^ = r^ — 9 4 = tt4 — 94. 



6« Hiernach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen (116) und 
(117) wie folgt: 



rfnj^aarfj + Ägrf^j 



{an8=»aaa5-t-0aa9, 
dn^==a^di + htdT9, 
dn^ = a^d}; + b^d^^ 



(16 



♦) t;,=/, 

U4=/4 



Gewicht p^ = */^^ 

P4 = V6. 






+ <^n4, 

Diese Fehlergleichungen stimmen Uberein mit den reduzirten Fehler- 
gleichungen (30^ und (31^) im § 37, Nr. 6, liefern also auch, da die Gewichte 
gleich angenommen sind, dieselben Beiträge zu den Endgleichungen wie die 
Gleichungen (30*) und (31*) a. a. O.; denn die DifTerenzialquotienten a, 6 in den 
Gleichungen (15*) sind dieselben wie die in (30*) im § 37 und nach (1*) und 
(14*) stimmen die Werthe 

Uberein mit den Werthen von / nach (11*) und (15*) im § 37, denn diese sind: 

/= r — r = n — 0, — r. 

7« Das im § 36 dargelegte Rechnungsverfahren für die auf dem neu zu 
bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen wird nur soweit formell geändert, 
als die wUnschenswerthe Uebereinstimmung mit dem vorstehend dai-gelegten Ver- 
fahren für die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen dies bedingt. 

Demnach werden die Abweichungen / gebildet nach: 



(17*) 



94 = r44-0, 



(18*) 



und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v nach: 



(19*) 



*4 = r4 + o, 



(20*) 



/*« = «2 — 9*8» 
/'8 = «B — ^8, 

/4 = n4-- ^4, 

ri^vi — *a» 
rt^i^t — *«, 

«4 = ^4 — *4, 



was, wie ohne weiteres zu übersehen ist, zu denselben Ergebnissen führt, wie die 
Rechnung nach den Formeln (118) und (115), (109) und (HO) im § 36. 
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8« Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen 
Mittels aus den vier fUr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen 
kann dann berechnet werden nach: 



(21*) 



m 



r » — J f 7 — ! 



] 



und der mittlere Fehler m, einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht f)i=0,25 ist, nach: 



(22*) 



m 



,=±m^i- = d=m|/^ 



9. Die Rechnung nach dem entwickelten Verfahren gestaltet sich wie folgt: 
(Siehe die Tabellen auf Seite 180 und 181.) 



§ 89. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

In einem Walde sind an einer verdunkelten geraden Grenzstrecke 5 Punkte 
Pi, P„ Pa, P4, P5 aufgefunden worden, die Punkte der Grenzlinie sein sollen. 
Die Interessenten haben sich dahin geeinigt, dafs die gerade Linie, die sich möglichst 
gut an die aufgefundenen Punkte anschliefst, als Besitzgrenze festgesetzt werden soll. 

Zur Lösung der sich hieraus ergebenden Aufgabe ist an der Grenze im 
Anschluis an bereits bestimmte Polygonpunkte ein Polygonzug gelegt worden und 
die Punkte P, bis P5 sind von diesem Polygonzuge aus eingemessen worden, wo- 
nach die Koordinaten fUr sämtliche Punkte im allgemeinen Koordinatensystem be- 
rechnet worden sind. Diese Koordinaten sind dann auf eine Abscissenachse 
transformirt worden, die ungefähr parallel der zu bestimmenden Grenzlinie liegt, 
wodurch die folgenden Koordinaten erhalten sind: 



Pn- 


Abscisse. 


Ordinate. 


P, 
P, 
P, 
P4 
P5 


a, — 0,00 
«2= 712,58 
«, — 1318,42 
«4—1731,04 
«5 — 2026,50 


o,=-l,10 
0, = — 0,24 
0, = + 2,95 

04 — + 2,18 

05 = + 4,63 


[«1 = 5 788,49 


[o]=-|-8,42 



y 75000 



xvtooo 




s 



Fig. 1&. 
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VermiUelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



1. Die zu suchende gerade Linie ist bestimmt, sobald aus diesen Mafsen der 
wahrscheinlichste Werth x der Richtungstangente der Linie und der wahrschein- 
lichste Werth y der Ordinate im Anfangspunkte der Linie ermittelt ist. Bei 
Ermittlung dieser Werthe können die gegebenen Abscissen a als fehlerfreie wahre 
Werthe angesehen werden, da bei der gewählten Lage der Abscissenachse ein in 
den zulässigen Grenzen liegender Fehler der Abscissen die Lage der zu be- 
stimmenden Geraden nicht wesentlich beeinflussen kann. Demnach können die 
Zahlenwerthe der Ordinaten o als die einzigen vorliegenden Beobachtungsergeb- 
nisse angesehen werden. 

2« Für die Beziehungen zwischen den wahren Werthen (o^) der beobachteten 

Gröfsen und den wahren Werthen (ar), (y) 
der zu bestimmenden Gröisen ergeben 
sich nach Figur 16 die Gleichungen: 

«5r(n) = (ar) = -— 




W (y)\ 

Fig. 16. 



oder 



(^y«) = ön(*)i ""^ demnach: 

oder auf das vorliegende Beispiel angewendet: 

!(o,) = a,(a7)-h(y), 
(o,) = a,(a?)H-(y), 
(ot) = a^{x)-\'(y). 

3. Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten 
Ordinaten aus den wahrscheinlichsten Werthen x, y der zu bestimmenden Gröfsen 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v nach: 



(109) 



0, =a^x-\-y^ 
Oi = aiX-\'y^ 



(110) 



Vi =0, —Ol, 
t?a = öj — oj, 

V6 = Ö5 — 05- 



4. Die zu bestimmenden Gröfsen x^ y werden zerlegt in die Näherungs- 
werthe $, ^ und in die diesen beizufügenden kleinen Aenderungen (/$, (2t), so 
dafs ist: 

Die den Näherungswerthen $, t) der zu bestimmenden Gröfsen entsprechenden 
Näherungswerthe o der beobachteten Ordinaten ergeben sich nach: 

06 = 055 + 97 

womit die wahrscheinlichsten Werthe der Ordinaten durch Beifügung der den 
Aenderungen d^^ d^ entsprechenden Aenderungen do erhalten werden nach: 

(Ol = 0, H-rfo,, 
08 = o,4-rfOa, 

Die Näherungswerthe j, 9 werden hier am einfachsten gefunden, indem für t| 
ein abgerundeter Werth von oi genommen und 5 nach einer der Gleichungen (11J8), 
beispielsweise der letzten dieser Gleichungen gerechnet wird aus: 
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5. Differenziren wir die in den Gleichungen (112) für die N'äherungswerthe o 

erhaltenen Ausdrücke nach $ und 9, so ergiebt sich für die Differenzialquotienten 
öo . do 



(114) 






«ft = a 



61 



*i = + l, 
*i = + l, 

» 

65= + !. 



Die Abweichungen / zwischen den Näherungswerthen der beobachteten 
GrÖfsen und den Beobachtungsergebnissen sind: 



(115) 



f /i = o, — 0,, 

) A = Oj— 0,, 
l /■6 = 05 — O5. 



6. Hiernach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 



(116) 



» 

rf05 = a5rf5 + rfi), 



(117) 



«1 ==/*i 4-rfOi, 
1 



Diese umgeformten Fehlergleichungen können, indem 



(135) 



A -a I«J 
^« = a* — V^i 



^» 



= a.-I?i 



gebildet wird, reduzirt werden auf: 
(136) { rfo,= ^3rfj, 



i'6-A--5- 



V, =Fi-+-do,, 
ü, = Fb4-</0s, 

1 

«^5 = Fk-^-cIOk . 



wonach 



7. Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich die Endgleichung: 

[AA]di-h[AF\==0, 



dl 



\AA] 



.,.-W.,-m 



und weiter: 

(137) 

ist. 

8. Der mittlere Fehler in = m der als gleichgewichtig angenommenen Beob- 
achtungsergebnisse wird erhalten nach: 



(W5) 



in 






9. Die Zahlen werthe der Abscissen a, die in den Formeln (109), (112), (116) 
als Faktoren von ar, 5, rfj auftreten, sind für die auszuführenden Rechnungen 
unbequem. Es empfiehlt sich daher, dafür in die Rechnung die Werthe « = 



a 



1000 



einzuführen, wonach statt a:, 5, d^ in den angeführten Formeln lOOOar, IOOO5, 
lOOOrfj zu setzen und auch in den Formeln (135) bis (137) « und lOOOrfj statt 
a und (fy zu nehmen ist. Hiernach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 



1. NUherungswerthe s, 9 der zu bestimmenden Gröfsen. 


9 1,0. lOOOs-"»^ '-'^^'%i ''"^- + 2,8. 


2. NUherungswerthe der beobachte- 


3. Abweichun- 


4. Bildung der Faktoren u. s. w. 


ten Ordinaten. 


gen f. 


der Endgleichungen. 




a = 






— 0. 


A — 


F- 






p»- 


a 
1000" 


«•100054- 9=0- 


0. 


n 




AA. 


AF, 


Px 




0,000 




0,000 


^.^ 


1,1 


) — 


1,000- 


- 1,100 


4- 


0,100 


«_ 


1,158 - 


0,457 


1,341 4- 0,529 1 


p. 


+ 


0,713 


4- 


1,996 


— 


1,1 


14- 


0,996 - 


- 0,240 


4- 


1,236 


— 


0,44^ 


)4- 


0,679 


0,198 - 


- 0,302 1 


p* 


4- 


1,318 


+ 


3,690 


— 


1,1 


>4- 


2,690- 


4- 2,950 


— 


0,260 


4- 


0,160 


0,817 


0,026- 


- 0,131 1 


P4 


+ 


1,731 


+ 


4,847 


— 


1,1 


)4- 


3,847- 


¥ 2,180 


4- 


1,667 


4- 


0,57J 


14- 


1,110 


0,328 4- 0,636 | 


p. 


4- 


2,026 


4- 


5,673 


— 


1,1 


^4- 


4,673- 


4- 4,630 


4- 


0,043 


4- 


0,86e 


J — 


0,514 


0,753- 


- 0,446 1 


4- 


5,788 


4- 


16,206 


— 


5,C 


>4- 


1 1,206 - 


4- 8,420 


4- 


2,786 


— 


0,002 


»4- 


0,001 4- 2,646 4- 0,286 | 


n 


+ 


1,158 














n 


4- 


0,557 














5. Wahrscheinlichste Werthe o;, y der zu bestimmenden Gröfsen. 


1000(/5= [^^}= +2'646=~^'^^® ^^= f;^000(/5- 1^ = 4-0,125 0,557 = -ö,432 
1000 5 = ' + 2,800 y= - 1,000 


1000 X = +2,692. 


y= -1,432.1 


Gleichung der geraden Linie: = — 1,432 -f-TQQQ 2,692. 


6. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 


7. Quadrat- 
summen. 


Pn- 


«•lOOOx -f. y = 0. 


t7 = — 0. 


il.lO0O(/s. 


F4-c?o. 


FF. 


vv. 


P. 




0,000 


_ 


1,432 


_ 


1,432 


^_^ 


0,332 


4- 


0,125 


.^.^ 


0,332 


0,209 


0,110 


Pt 


4- 


1,919 


— 


1,432 


4- 


0,487 


4- 


0,727 


4- 


0,048 


4- 


0,727 


0,461 


0,529 


P, 


4- 


3,548 




1,432 


4- 


2,116 




0,834 


— 


0,017 




0,834 


0,667 


0,696 


P4 


4- 


4,660 


— 


1,432 


4- 


3,228 


4- 


1,048 


— 


0,062 


4- 


1,048 


1,232 


1,098 


Pt 


4- 


5,454 


— 


1,432 


4- 


4,022 


— 


0,608 


— 


0,094 


— 


0,608 


0,264 


0,370 


4- 


15,581 




7,160 


4- 


8,421 


4- 


0,001 




0,000 


4- 


0,001 


2,833 


2,803 


8. Schlufsprobe und mittlerer Fehler m. 


^ — |j3][^^l--S«'^««- '^'- 


[vv]^ [FF] + 2^ 2,888 — 0,031 = 2,802. 


.-.-±/M-±^M,.±<«.7* 
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§ 40. Bestimmung der Multiplikationskonstanten eines Distanzmessers. 

Behufs Bestimmung der Multiplikationskonstanten k eines Reichenbach^schen 
Distanzmessers, dessen Additionskonstante a = 0,408m ist, sind in einer nahezu 
horizontalen Linie 16 Punkte in Entfernungen von ungefähr 15 m bis 100 m vom 
Instrument scharf bezeichnet worden. Sodann Ist die Entfernung D der Punkte 
von der Vertikalachse des Instruments durch zwei sorgfältige in verschiedener 
Richtung ausgeführte direkte Messungen bestimmt worden. P'erner sind die 
Lattenstucke A, die die distanzmessenden Fäden auf einer in Centimeter ein- 
geteilten auf den einzelnen Punkten lothrecht aufgestellten Nivellirlatte abschneiden, 
durch zwei unabhängige Beobachtungen bestimmt worden. Die durch Abzug der 
Additionskonstanten erhaltenen Entfernungen D — a, sowie die arithmetischen 
Mittel l der Lattenablesungen sind: 



Nr. 


D — a. 


A. 


Nr. 


D — a. 


A. 


Nr. 


D^a. 


X. 


Nr. 


D — a. 


A. 


1 
2 
3 
4 


14,847 
20,742 
26,292 
31,422 


0,1490 
0,2080 
0,2640 
0,3160 


5 
6 

7 
8 


37,332 
43,262 
49,452 
54,372 


0,8750 
0,4335 
0,4960 
0,5465 


9 

10 
11 
12 


60,057 
66,312 
71,012 
76,872 


0,6025 
0,6665 
0,7140 
0,7720 


13 
14 
15 
16 


83,562 
88,977 
94,152 
99,412 


0,8395 
0,8940 
0,9480 
0,9995 



1. Die Entfernung D ergiebt sich mit den Konstanten a und k aus den 
Lattenablesungen l nach der Formel 

D^a + kk. 

Demnach sind die Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren 
Werthen (A) der beobachteten Gröfsen und dem wahren Werthe (k) der zu be- 
stimmenden Multiplikationskonstanten unter der Voraussetzung, dafs die ermittelten 
Werthe von D und a als die fehlerfreien wahren Werthe dieser Gröfsen angesehen 
werden können,: 



(108) 



Ui) = (/),-a) 
(^i) = (Z>,-a) 



(AJ = (Z>„-a) 



1 

(ky 
• • » 



%, Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe L der beobachteten 
Gröfsen und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfefaler v mit dem wahrschein- 
lichsten Werthe k der Multiplikationskonstanten nach: 



(109) 



L, = (i),-a)-i-, 
ii = (D.-a)l, 

» 



(110) 



t7, = Li — ii = (/>! — a)y — Ai, 



^ii='^n-^ii = (^»-a)-r-"^n- 



3. Die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse l können proportional 
den Entfernungen D — a, also zu m = (/) — a)m angenommen werden. 



188 Vermittelnde Beobachtungen. II. T. IV. A. 

Wird dann als Gewichtseinheit das Gewicht eines Werthes X für /)— a=l,000ni 
genommen, so sind nach Formel (34) die Gewichte V^ t p.__ x t **) 
Mit diesen Gewichten folgt weiter: 

— 1 X 



«.Vp".-- 5f-:5^ 



ä' 






und: 



•••••••••• • 1 

woraus sich durch Differentiation nach k ergiebt: 

Wird dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, so folgt daraus für den Werth 
von ^*, wofür die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beob- 
achtungsfehler ein Minimum wird, also für den wahrscheinlichsten Werth von ki 

i=ir_A_i 

k nlD'-ay 

Indem dieser Ausdruck für -r in die obigen Formeln für v \p eingesetzt und 
alles addirt wird, folgt, dafs: 

[«V7i]=o 

sein mufs, womit eine Probe für die richtige Berechnung von -r gewonnen wird. 
Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird erhalten nach: 



m 



_.,/ [pt7ol 



4« Die Rechnung wird zweckmäfsig logarithmisch in der Weise durchgeführt, 
dafs gerechnet wird nach: 

und: 



J 



*) Daft die in die Rechnung eingeführten Zahleowerthe von X als arithmetisches Mittel aus zwei 
Ablesungen erhalten worden sind ist hier und im folgenden nicht weiter berücksichtigt, weil beide Ab- 
lesungen fast immer genau übereinstimmen und die zweite Ablesung kaum anders als Kontroiablesung 
anzusehen ist. 
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Werden die Zahlenwerthe von v\^ dann in Einheiten der letzten Stelle der 
Logarithmen von -j- oder -r angesetzt und damit die Zahlenwerthe von pvv 

gebildet, so wird auch der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit in Einheiten 
der letzten Stelle dieser Logarithmen erhalten, woraus sich m in Metern nach 
den Tafeldifferenzen der Logarithmen oder durch Division mit 0.434 A; ergiebt, 
wo 0.484 der Modul der gemeinen Logarithmen ist Aus dem Werthe von m in 
Metern ergiebt sich dann weiter der Werth von m in Sekunden durch Multiplikation 
mit q" = 206 000. 

Die mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse iL ergeben sich nach 

m = =fcmi/J_ mit den Gewichten p = 7-f^ ri zu: 

y y (D — ay 

ms = zfc(D, — a)m, 


m^ = ±(D^-fl)m. 

5« Nach den für v }fp und -p erhaltenen Formeln können die Werthe -n 

als direkte gleich genaue Beobachtungsergebnisse mit dem Gewichte Eins an- 
gesehen werden, woraus der wahrscheinlichste Werth von -r als einfaches arith- 
methisches Mittel erhalten wird. Demnach kann noch gleich der mittlere Fehler 
M^ von T- nach Formel (55) und (56) berechnet werden nach: 

k ' 

womit sich der mittlere Fehler Jtf^ der Multiplikationskonstanten ^ = ^3r_j nach 
Formel (88) ergiebt zu: 

Ifjt = ± Jb« Jl/j = db ik« mj/^ . 

Weiter ergiebt sich dann fUr den mittleren Fehler Mj^ einer mit dem be- 
nutzten Distanzmesser bestimmten Distanz D = a + kl nach Formel (33): 



if^ = ±V(/i/,)«H-(Am)S 



oder da lMj^ = ±.lk^mv - und m = zt (D — a) m = ± it/m, demnach lMj^ = 
|/I ist: 



d: km 



^/) = =t l/(^' V«)^ "^ ^^''"^* 



= dbTO^y 1 + -. 



6. Hiernach gestaltet sich die Berechnung des wahrscheinlichsten Werthes^ 
der Multiplikationskonstanten und der mittleren Fehler wie folgt: 
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Ent- 


Latten- 








t^Vp= 








fernun- 


ab- 






X 


; 1 




f» = ± 


Nr. 


gen 
D — a. 


lesun- 
gen X. 


log(D — a). 


log A. 


^^D^a 




jpüv. 


(Z>-a)itt. 




m 


m 










mm 


1 


14,847 


0,1490 


1.17 164 


9.17 319 


8.00 155 


-+- 


36 


12 96 


±0,19 


2 


20,742 


0,2080 


1.31 685 


9.31806 


8.00121 


+ 


70 


4900 


±0,26 


3 


26,292 


0,2640 


1.41 982 


9.42160 


8.00178 


+ 


13 


169 


±0,83 


4 


31,422 


0,3160 


1.49 724 


9.49 969 


8.00245 


— 


54 


2916 


±0,39 


5 


37,832 


0,3750 


1.57 208 


9.57 403 


8.00 195 


— 


4 


16 


±0,47 


6 


43,262 


0,4835 


1.63 611 


9.63 699 


8.0O088 


+ 


103 


10609 


±0,54 


7 


49,452 


0,4960 


1.69419 


9.69 548 


8.00 129 


+ 


62 


38 44 


±0,62 


8 


54,372 


0,5465 


1.73 538 


9.73 759 


8.0O221 




30 


900 


±0,68 


9 


60,057 


0,6025 


1.77 857 


9.77 996 


8.00 139 


-+- 


52 


27 04 


±0,75 


10 


66,812 


0,6665 


1.82 159 


9.82 380 


8.00 221 


— 


30 


900 


±0,83 


U 


71,012 


0,7140 


1.85 133 


9.85 370 


8.00 237 


— 


46 


2116 


±0,89 


12 


76,872 


0,7720 


1.88577 


9.88 762 


8.00185 


+ 


6 


36 


±0,96 


13 


83,562 


0,8895 


1.92 201 


9.92 402 


8.00201 


— 


10 


100 


±1,05 


14 


88,977 


0,8940 


1.94 928 


9.95 134 


8.00206 


— 


15 


2 25 


±1,11 


15 


94,152 


0,9480 


1.97 383 


9.97 681 


8.00298 


— 


107 


1 1449 


±1,18 


16 


99,412 


0,9995 


1.99 744 


9.99 978 


8.00 234 




43 


1849 


±1,24 
±54,2 


918,077 


9,2240 


2 318 5 866 


3053 


+ 


3 


440 29 


'^4-ihz>-J-'-^^'^- 


m^dbi/ 


15 








%* = 1.99 809. 


= db 0,000 012 5n 


1 








^• = 99,56. 


- db 2,6". 








■«i/i- 


db99,62^( 


),000012 5.l/j 


^ = ±0,031. 
b 

— ifclOSm, 




.»j/i+j 


J9,6.|/l + ;^ 


._ „. 




oder rund ==fcl00m. 





I 4L Bestimmung einer Distanzteilung für den Okularauszug eines 

Femrohrs. 

1. Bekanntlich ergiebt sich in einem Fernrohr nur dann ein völlig scharfes 
und bei Bewegung des Auges vor dem Okular gegen das Fadenkreuz feststehendes 
Bild von einem in der Entfernung D von der Objektivlinse befindlichen 
Objekte, wenn die Fadenkreuzebene einen Abstand d von der Objektivlinse hat, 

der mit der Entfernung D des Objektes von der Objektivlinse und der Brenn- 

111 
weite f der Objektivlinse in der Beziehung steht, dafs 7T + "j""=7r- ist. Da die 

Brennweite / der Objektivlinse nun fUr jedes Fernrohr eine feststehende kon- 
stante Gröfse ist, so kann aus dem Abstände d der Fadenkreuzebene von der 
Objektivlinse die Entfernung D des Objektes von der Objektivlinse bestimmt 
werden, das Fernrohr also durch Anbringung einer entsprechenden Teilung an 
dem Okularkopfe zu einem Distanzmesser eingerichtet werden oder es kann um- 
gekehrt eine solche Teilung benutzt werden, um den Okularkopf für ein in 
bekannter Entfernung befindliches Objekt ohne weiteres richtig einzustellen. Die 
Bestimmung der Teilung erfolgt in der Weise, dafs der Okularkopf zunächst mit 
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o: i». 



^ 



H fi 

d ^ 

Flg. 17. 



einer empirischen Teilung, beispielsweise einer Millimeterteilung versehen wird, 
dafs dann fUr eine Reihe verschiedener bekannter Entfernungen der Okularkopf 
auf ein Objekt scharf eingestellt und die Stellung des Okularkopfes durch Ablesung 
an der empirischen Teilung bestimmt wird, hiernach aus den so gewonnenen 
Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Einstellungen für verschiedene Ent- 
fernungen berechnet und endlich nach den erhaltenen wahrscheinlichsten Werthen 
die Distanzteilung ausgeführt wird. 

2* Bei den Ablesungen zur Bestimmung des Abstandes d der Bild- und 
Fadenkreuzebene BB von der Ob- 
jektivlinse 00 wird am einfachsten 
der Rand RR des Hauptrohrs als 
Marke genommen, so dafs durch die 
Ablesungen an dieser Marke ein 
Mafs A Hir den Abstand der Bild- 
ebene BB von dem Rande RR ge- 
wonnen wird, das mit dem zu berechnenden Mafse x ftir den Abstand des Randes RR 
von der Objektivlinse 00 zusammen dem Abstände d der Bildebene BB von der 

Objektivlinse 00 gleichkommt. Führen wir demgemäfs in die Formel 77 + 4 
= ^ für d den wahren Werth (ar) des zu bestimmenden Abstandes OR sowie den 
wahren Werth (A) der beobachteten Gröfsen ein und bezeichnen wir den wahren 
Werth der Brennweite /", deren wahrscheinlichster Werth ebenfalls zu berechnen 
ist, mit (y), so wird: 

woraus sich nach einigen einfachen Umformungen die folgenden Gleichungen für 
die Beziehungen zwischen den wahren Werthen der beobachteten Gröfsen und 
der zu bestimmenden Gröfsen ergeben: 

(A,)--(*)+ß__(j,), 

ß.(y) 



(108) 



(Ai) = -(*) + 
U.)=-(*) + 



(.KY- — (*) + 



ß.-(»)' 

i>.(y) 
ß.-(y)' 



3. Hieraus folgt für die Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe L,, Lj 
. . , L^ der beobachteten Gröfsen aus den wahrscheinlichsten Werthen «, y 
der zu bestimmenden Gröfsen, sowie fUr die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 



'S1 



1 "«: 



"i» "n "«» • • • 



(109) 



L,=-a: + 
/;, = — a;-|- 






^.y 



L, = — ar-f- 






/)- — 



(110) 



r, = Lj — Aj, 



«^n = ^i,-^n- 



K ^ Wir bcscliränl«.n uns auf die Behandlung eines Fernrohrs mit Ramsden'schem Okular und 
bemerken, dafs für «internrohr mit Huyghens'schcm Okular nur die Formelentwicklung etwas weniger 
cmfach ist, die Ausgleichungsrechnung aber dieselbe ist. 
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4. Die zu bestimmenden Gröfsen x,y werden zerlegt in die Näherungswerthe 
S, 9 und in die diesen beizufügenden kleinen Aenderungen d;;^ dy^ so dafs ist: 



(111) 



Aus der Formel -Tr + -r'=-7 wird für ein sehr weit entferntes Objekt, wofür 

D a f 

/)=eo, also 77 = gesetzt werden kann,:-T = y oder d^f. Wenn wir daher 

den Okularkopf fUr ein sehr weit entferntes Objekt richtig einstellen, so erhalten 
wir durch Abmessung der Entfernung der Objektivlinse von der Fadenkreuzebene 
ein Mals für die Brennweite /*, das ein genügender Näherungswerth 9 ist. Da nun 
weiter x-\-l = y ist, so erhalten wir auch einen genügenden Näherungswerth ;, 
indem wir fUr die bezeichnete Einstellung des Okularkopfes den entsprechenden 
Werth von l an der Teilung des Okularkopfes ablesen und von 9 subtrahiren. 

5. Werden die nach (111) für o;, y gesetzten Werthe in die Gleichungen 

(109) eingesetzt und die dadurch entstehenden Ausdrücke für die wahrschein- 

dF dF 

liebsten Werthe L zerlegt nach F(5 4- r/y, 9 4- rfi)) = F(5, 9) + ^- ^5 -4- ^— ^9, so 



öS 
ergeben sich zunächst die DifTerenzialquotienten a = -— , ^ = -— zu: 



Ö9 



(114) 



a, = — 1, 

a, = — 1, 

«3 = — 1, 
...... , 

a, = — l, 






(/>.-9)' 



während sich fUr die Naherungswerthe I:=F(s,9) der beobachteten Grölsen 
ergiebt: 



(118) 












I,= -5 + -T: 



^«9 



woraus die wahrscheinlichsten Werthe L der beobachteten Gröfsen durch Beifügung 
der den Aenderungen (/$ und dx^ entsprechenden Aenderungen dl erhalten werden 
nach: 

L, =I,4-rflM 



(113) 



Z^- = I. + (/I 



n* 



Die Abweichungen / zwischen den NUherungswerthen I der beobachteten 
Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen A werden erhalten nach: 
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(115) 



[A 


r— 


I. 


-i., 


h 


= 


U 


-As, 


• • 


• 


I3 

a • 


^3) 
• • •» 


\fn 


= 


K 


-V 



Hiermit ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 



(116) 



rfl2= — dT^ + h%dti^ 
dl^ = — ^5 + ^3 c?i). 



••••■■•• 



rfL = — d5-+-Ä-rf9- 



(in) 



»2=/8 + <'Iä> 



6. Die Gewichte der Beobachtungsergebnisse nehmen wir sämtlich gleich 
Eins, wonach die umgeformten Fehlergleichungen reduzirt werden können auf: 



(134) 



»I 


= A 


+ *i 


dl). 


Gewicht 


^: — 


1, 


»» 


=/. 


+ 63 


rf9, 


>» 





1, 


Os 


-/. 


+ *s 


rfi), 


j> 




1, 


»« 


»Z'« 


+ *« 


• • > 
d9, 


n 


=r= 


1, 


«» 


+ !-[/]+ [A]rf»), 


n 


— ■ • 


1 

n 



Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich, indem 



«. = [A*]-^[*], 



n 



Ss=[*/-i-^m, 



n 



gesetzt wird, die reduzirte Endgleichung: 



wonach 



und weiter nach Formel (137) 



»2^9 + 32 = 0, 






n n 



ist. 



Die Rechenproben ergeben sich hier dadurch, dafs nach den Formeln (127) 
und (129) 

{^^] = ([//] - ^ [/]) - 1^ ??« = [//l - I/l '^S + [bf] dt) 

und dafs nach den Formeln (140) 

[ü] = und [bv]=0 
sein mufs. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird erhalten nach 



m 






Wenn, wie im vorliegenden Falle, das Gewicht der in die Rechnung ein- 
geführten Beobachtungsergebnisse iL als Gewichtseinheit genommen worden ist, 
und diese Beobachtungsergebnisse A als einfaches arithmetisches Mittel aus r 
Koll. 13 
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Lattenablesungen gewonnen sind, so ist das Gewicht einer Lattenablesung Pi= — 

r 

und demnach der mittlere Fehler einer Lattenablesung 

ntj = dzmy — = ±myr. 

8. Die Zahlenrechnung wird wesentlich vereinfacht, wenn an Stelle der 
oben entwickelten Formeln andere Formeln benutzt werden, die sich wie folgt 
ergeben: 

An Stelle der Differenzialquotienten b = {j-^ 1 , deren Zahlenwerthe wenig 

von Eins verschieden sind, wird gerechnet mit: 

Mit den Zahlenwerthen von b — 1 werden ohne weiteres in gewöhnlicher 

Weise der Faktor ^^ = [bb]-^-^ [h] und das Absolutglied 3f8= [i/J - ^^ [f] 

71 n 

der reduzirten Endgleichungen erhalten, denn es ist: 



und ferner: 



= [1 - 2A + 441-1*1^--"- (lb]-n) 
= n-2lÄ] + IA6]-(^^l-l)([6]-«) 

-»-2[4] + [Ai]-f^[Ä] + [A] + [Ä]-n 

n 

[/,(*- l)/] = [(A-l)/]-i^^[/-l 

= [*/-l-L*-ll/l = 3,. 

7» 

Weiter ergiebt sich für die Näherungswerthe I der beobachteten Gröfsen: 

und ebenso für die wahrscheinlichsten Werthe L der beobachteten Gröfsen: 

Endlich ergeben sich mit den Zahlenwerthen von i — 1 die wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler v nach: 

= f+{dr)-'dT;) + (b — \)dx). 

9. Hiernach gestaltet sich die Rechnung in einem Falle, wo die in Abtheilung 1 
der folgenden Tabelle mitgeiheilten Beobachtungseigebnisse erlangt sind, wie folgt: 
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1. Beobachtungsergebnisse. 


• 




Ent- 






Abweichungen t; vom 






Nr 


fernung 


Ablesungen 


Mittel 


Mitte 


l 






l^ l . 


D. 


I. 


IL 


III 


. IV. 


A. 


A-I. 


l IL 


k- 


-IIL 


k-lV. 


[v]. 


[vv]. 




m 


mm 


mm 


mm mm 


1 mm 


mm 


mm 


1 


mm 


mm 


mm 




1 


5 


26,2 


25,6 26,2 25,9, 


25,98 


„— 


0,22 -l-| 0,38 


^— 


0,22 


+ 


0,08 


-h ( 


3,02 


0,248 


2 


10 


17,9 


18,1 17,5 17,5 


17,75 


— 


0,15- 


0,35'-+- 


0,25 


+ 


0,25 


0,00| 


0,270 


3 


15 


14,6 


15,0 14,9 14,9 


14,85 


+ 


0,25-10,15'- 


0,05 


—1 0,05 


( 


),0q 0,090 1 


4 


20 


13,5 14,0 


13, 


3 13,9 


13,68 


+ 0,18'-! 0,32j+ 


0,38 


— 0,22 


-+- 0,02| 


0,328 


5 


30 


12,2 


12,1' 12, 


1 12,2 


12,15 


- 0,05 -1- 


0,05-i- 


0,05 




0,05 


( 


),00 


0,010 


6 


40 


11,9 


11,81 11, 


9 11,5 


11,78 




0,12- 


0,02- 


0,12 


-h 


0,28 


4- 0,02 


0,108 


7 


50 


11,6 11,3( 11, 


5 11,2 


11,40 


— 


0,20 -h 


0,10 


— 


0,10 


+ 


0,20 


0,00 


0,100 


8 


60 


11,4 


11,2 11, 


1 11,2 


11,22 


— 


0,18 -f- 


0,02 


-4- 


0,12 


-f- 


0,02 


- 0,02 


0,048 


9 


80 


11,1 


11,0 


10, 


9 10,9 


10,98 


— 


0,li 


2- 


0,02 


+ 


0,08 


-+- 


0,0^ 


4- 0,02 


0,028 


10 


100 


10,9 


10,9 


10, 


7 10,7, 


10,80 


— 


0,1( 


)- 


0,10 


4- 


0,10 


+ 


0,10; 


jO,00 


0,040 


11 


120 


10,8 


10,7 


10, 


6 10,^ 


10,68 




0,11 


J- 


0,02 


+ 


0,08 


4- 


0,08 4- 0,02 


0,028 


151,27 


1,298 
















1 






ntj 


= dbT/i'|^^ = ± 0,20mm. 


2. Näherungswerthe 5, i). 


Die Brennweite ist durch Abmessung am Fernrohr 


genähert bestimmt zu 1 


267mm und das zugehörige Jl ist— llmm, so dafe genommen werden kann: | 


y — 270inm, j — 270 — 10 = 1 


260mm. 


3. Berechnung der Differenzialquotienten b. 


4. Abweichungen /. 










I 


i-l = 


1=10-^ 






Nr. 


D. 


D — I). 


ti 


i^d'- 


2/5 


^ 1 


Z> — n' 


/=I-X. 


v 


— • 

5 


^ *^ 


Z>-i 


O i; 




mm 


mm 








mm mm 


mm 


1 


5000 


1 
4 730 


t 

0,057 08 0.003 26 


0,117 42 


25,41 


25,98 


1 

1 


0,57 


2 


10000 


9 730 


0,027 75 I 0,000 77 


0,056 27 


17,49 


17,75 


— 


0,26 


3 


15 000 


14 730 


0,018 33 


0,000 34 


0,037 00 


14,95 


14,85 


4- 


0,10 


4 


20000 


19 730 


0,013 68 


0,00019 


0,027 55 


13,69 


13,68 ; -1- 


0,01 


5 


30000 


29 730 


0^009 08 


0,000 08 


0,018 24 


12,45 


12,15 


'4- 


0,30 


6 


40000 


39 780 


0,006 80 


0,00005 


0,013 65 


11,84 


11,78 


4- 

1 


0,06 


7 


50000 


49 730 


0,005 43 


0,00003 


0,01089 


11,47 


11,40 


|4- 


0,07 


8 


60000 


59 730 


0,00452 


0,00002 


0,009 06 


11,22 


11,22 




0,00 


9 


80000 


79 730 


0,003 39 


0,000 01 


0,006 79 


10,92 


10,98 


— 


0,06 


10 


100000 


99 730 


0,002 71 


0,00001 


0,005 43 


10,73 


10,80 


— 


0,07 


11 


120000 


1 19 730 

1 


0,002 26 0,00001 " 0,004 53 | 


10,61 


10,68 — 


0,07 


0,151 03 


0,004 77 


0,306 83 


0,78 


1,27 




0,49 


i 








0,302 06 




















1 
1 






0,306 83 






J_ 














o» 



13 
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5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 



Nr. 



1 
2 
8 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 



12 



Nr. 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 



6-1. 



+ 



0,117 42 
0,056 27 
0,037 00 
0,027 55 
0,018 24 
0,013 65 
0,01089 
0,00906 
0,006 79 
0,005 43 
0,004 53 



/. 






0,57 
0,26 
0,10 
0,01 
0,30 
0,06 
0,07 
0,00 
0,06 
0,07 
0,07 



0,306 83 



0,49 



p{b-iy. 



p(Ä-l)/. 



4- 
+ 

+ 



+ 






0,013 79 
0,003 17 
0,001 37 
0,00076 
0,00033 
0,00019 
0,00012 
0,00008 
0,00005 
0,00003 
0,00002 

0,00856 



+ 






+ 



-+- 



0,01135 
= 93, 



0,066 93 
0,01463 
0,003 70 
0,00028 
0,005 47 
0,00082 
0,000 76 
0,00000 
0,00041 
0,00038 
0,00032 

0,01367 



0,057 97 



Pff' 



4- 



4- 

+ 

+ 
4- 



0,325 
0,068 
0,010 
0,000 
0,090 
0,004 
0,005 
0,000 
0,004 
0,005 
0,005 

0,022 



4- 0,494 



8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 



Z) — 



y« 



4725 
9 725 
14725 
19 725 
29 725 
39 725 
49 725 
59 725 
79725 
99725 
119 725 



L = 9,90 

y* . 



/>-y 



25,92 
17,68 
15,04 
13,74 
12,45 
11,81 
11,42 
11,17 
10,85 
10,66 
10,53 



t? = 



4- 

+ 
4- 



1,27 



0,06 
0,07 
0,19 
0,06 
0,30 
0,03 
0,02 
0,05 
0,13 
0,14 
0,15 



/-0,10 + (6-l)rf9 



= ü. 



4- 



+ 



0,00 



0,67 
0,36 
0,00 
0,09 
0,20 
0,04 
0,03 
0,10 
0,16 
0,17 
0,17 



4- 

4- 

+ 



0,60 
0,29 
0,19 
0,14 
0,09 
0,07 
0,06 
0,05 
0,03 
0,03 
0,02 



■+- 
4- 



1,59 



4- 



1,57 



0,07 
0,07 
0,19 
0,05 
0,29 
0,03 
0,03 
0,05 
0,13 
0,14 
0,15 



vv, 



0,02 



0,005 
0,005 
0,036 
0,002 
0,084 
0,001 
0,001 
0,002 
0,017 
0,020 
0,022 



6. Wahrscheinlichste 
Werthe x^y. 



0,195 






y = t)-f-cZi) 



4-5,11 
270,00 



275,11 1 



^ = 54-^5 



5,25 
-0,04 



4-5,21 
260,00 



265,21 



7. Proben. 



im- 



Stcv 

"SB»®' 
[vv] 



■4 



0,494 
0,296 



0,198 



[ff] 

+ [(6-l)/]dt) 
-hindi) 

[vv] 



+ 
4- 



0,516 
2,553 
0,866 
2,504 



0,199 



9. Mittlere Fehler. 



\ n — g 
= ±0,15 mm, 




= ± 0,30mni. 
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V. Abschnitt. 



Bedingte Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwicklung des Verfahrens. 

' § 42. Einleitung. 

Im III. Abschnitte haben wir uns bereits mit bedingten Beobachtungen be- 
schuftigt. Die dort gewonnenen Formeln sind anwendbar in dem einfachen 
Falle, wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der direkt beobachteten 
Gröfsen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. Es kommen nun aber vielfach 
Fülle vor, wo die direkt beobachteten Gröfsen mehr als eine Bedingung erfüllen 
mUssen und wo die Bedingungen auch nicht so einfach sind, wie in dem besonders 
behandelten Falle. Nach unserm im § 13 aufgestellten ersten Grundsatze, die 
gesuchten Gröfsen als einheitliches Endergebnis aus sämtlichen vorliegenden 
Bestimmungen zu gewinnen, mUssen wir daher fUr diese Fälle ein weiteres Rechnungs- 
verfahren aufstellen, wonach wir solche Werthe der beobachteten Gröfsen finden 
können, die gleichzeitig allen Bedingungen genUgen und zwar auch dann, wenn 
die Bedingungen nicht mehr ganz einfacher Art sind. Diese Werthe der beob- 
achteten Gröfsen mUssen dann weiter auch unserm im § 13 aufgestellten zweiten 
Grundsatze entsprechen, dafs zugleich die Quadratsumme der sich ergebenden, 
auf die Gewichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Werthe der Beob- 
achtungsfehler ein Minimum wird. 

Beispiel 1: Auf den Punkten P^, P^, P^, P^ sind sämtliche Winkel direkt 
und unabhängig von einander mit gleicher Genauigkeit 
beobachtet worden. Das Ergebnis dieser Beobachtungen 
ist: 



Standpunkt P^. 


Standpunkt P^. 


LPb^c' 39^ 48' 55", 


LPc^d' 52*» 04' 30", 


^LP.P^: 33 37 34, 


LPä^a' 58 52 04, 


Li'd^b' 286 33 15 . 


L^a^c' 249 03 13 , 


Standpunkt P^. 


Standpunkt P^. 


LPd^a' 84^ 04* 07", 


LPa^b' 47Ml'12", 


LPa^b' 29 14 02, 


^P,P,: 64 37 15, 


LPb^d' 296 42 15 . 


L^c^a' 247 41 14 . . 




Die beobachteten Winkel sollen die Bedingungen erfüllen, 

1. dafs auf jedem der 4 Punkte P^, P^, P^, P^ die Summe der Winkel 
gleich 360** ist, 

2. dafs in jedem Dreieck oder Viereck die Summe der Winkel gleich 180® 
oder 360 ** ist, 

3. dafs die Dreiecksseitenberechnung ohne Fehler abschliefst, wenn dabei von 
einer der Seiten ausgegangen und auf dieselbe Seite abgeschlossen wird. 

Demgemäfs haben wir nun die wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten 
Winkel so zu bestimmen, dafs allen diesen Bedingungen genUgt und daüs zugleich 
die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum wird. 
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§ 43. Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen. 

Bei Anwendung des Rechnungsverfahrens fUr die Ausgleichung bedingter 
Beobachtungen werden uns in der Regel die zu erfüllenden Bedingungen nicht von 
vornherein bekannt sein. Auch wird meistens nicht ohne weiteres angegeben 
werden können, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen sind. Wir mUssen 
dies aber bei Beginn unserer Arbeit in erster Linie feststellen, da wir sonst 
sogleich Fehler begehen können, indem wir zu wenig oder zu viel, oder indem 
wir überflüssige Bedingungen aufstellen, dagegen aber nothwendig zu erfüllende 
Bedingungen aufser Acht lassen. 

Für die Feststellung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen gelangen 
wir zu einer allgemeinen Regel wie folgt: Die Beobachtungsergebnisse, die wir 
als bedingte Beobachtungen behandeln, liefern in erster Linie direkte Bestimmungen 
der beobachteten Gröfsen, in zweiter Linie Bestimmungen für andere gesuchte 
Gröfsen, die aus den beobachteten Gröfsen abzuleiten sind. Die beobachteten 
Gröfsen sind entweder unabhUngig von einander, oder sie sind abhängig von ein- 
ander, so dafs sie in einem bestimmten mathematischen Zusammenhange stehen. 
Wenn die Anzahl der von einander unabhängigen Gröfsen, wofür Beobachtungs- 
ergebnisse vorliegen, gleich der Anzahl der gesuchten Gröfsen ist, so wird nur 
eine einfache nicht versicherte Bestimmung der gesuchten Gröfsen erreicht und 
demnach sind dann auch keine Bedingungen zu erfüllen. Erst wenn noch Beob- 
achtungsergebnisse für weitere Gröfsen hinzutreten, die überschüssige Bestimmungen 
liefern, ergeben sich aus dem Zusammenhange der beobachteten Gröfsen unter 
sich und aus dem Zusammenhange der andern gesuchten und der beobachteten 
Gröfsen Zwangsbedingungen für die beobachteten Gröfsen, und zwar ergiebt sich 
aus jeder überschüssigen Bestimmung eine zu erfüllende Bedingung. Hiernach ge- 
langen wir zu der allgemeinen Regel: 

(147). Die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen ist gleich der 
p Anzahl der vorliegenden überschüssigen Be- 

ß^ Stimmungen der beobachteten und derandern 

/SÖSK gesuchten Gröfsen. 

/ / \ Beispiell: Die mitgeteilten 12 Winkel sind 

/ I \ beobachtet zur Bestimmung der gegenseitigen Lage 

^(^ / ^y^ der 4 Punkte P^, P^, P^, P^. Zur einfachen nicht 

/ versicherten Bestimmung der Punkte genügen 4 von 

/ einander unabhängige Winkel, beispielsweise die in 

Figur 19 mit A^ B^ C und D bezeichneten Winkel. 

/ /' Jeder der übrigen 8 Winkel liefert eine weitere über- 

dp schüssige Bestimmung für die Lage der Punkte und 

p. damit auch eine zu erfüllende Bedingung. 

§ 44. Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen. 

1« Nach Bestimmung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen sind die 
Bedingungen selbst festzustellen. Meistens können mehr Bedingungen aufgestellt 
werden, als nothwendig sind. Dann kommt es darauf an, unter den überhaupt 
möglichen Bedingungen die richtigen und die besten auszuwählen. 
"^ Für die Auswahl der richtigen Bedingungen ist als Richtschnur der Grund- 
satz festzuhalten: 

(148). Die zu erfüllenden Bedingungen müssen von einander 
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unabhängig sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach 
in verschiedener Form vorkommen kann. 

(149). Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen können wir in 
jedem Falle feststellen, indem wir zuerst die beobachteten Gröfsen auswählen, 
die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen noth- 
wendig sind, und indem wir dann fUr jede der übrigen beobachteten Gröfsen 
nacheinander feststellen, welche unabhängige Bedingung durch Hinzutritt der- 
selben zu den bereits betrachteten beobachteten Gröfsen entsteht. 

Z. Bei diesem Verfahren werden sich in manchen Fällen verschiedene 
Bedingungen ergeben, je nach der Auswahl der beobachteten Gröfsen, die die 
einfache nicht versicherte Bestimmung der gesuchten Gröfsen liefern sollen. 
Diese verschiedenen Bedingungen können in Bezug auf das zu erreichende End- 
ergebnis mehr oder minder gut sein, indem sie die zu stellenden Forderungen 
mehr oder minder zuverlässig zum Ausdruck bringen. Die besten Bedingungen 
werden dann gefunden, wenn die Bedingungen aufgestellt werden fUr die beob- 
achteten Gröfsen, die die günstigsten Bestimmungen der gesuchten Gröfsen liefern; 
denn die Elemente, die die zuverlässigsten Werthe der gesuchten GrÖisen liefern 
werden auch den zuverlässigsten Ausdruck für die zu erfüllenden Bedingungen 
liefern.*) 

Beispiel 1: Nehmen wir -wieder die Winkel A^ B^ C, D als die Winkel, 
die uns die einfache nicht versicherte Bestimmung der 
gegenseitigen Lage der Punkte P^i ^t-» ^ct ^d liefern, 
so erhalten wir durch Hinzutritt 

1. des Winkels e die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel auf P^ gleich 360® sein mufs, 

2. des Winkels / dieselbe Bedingung für Punkt P^ , 

3. des Winkels g die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel im Dreieck P^ P^ P^ gleich 180** 
sein mufs, 

4. des Winkels ^ dieselbe Bedingung für Drei- 

ferner erhalten wir durch Hinzutritt der beiden 
Winkel i und l 

5. dieselbe Bedingung wie zu 3 für Dreieck P^P^P^ und 

6. die Bedingung, dafs im Dreieck P^ P^ P^ die aus der Seite P^ Pf^ berechneten 
Seiten P^Pc ""^ ^a^d ^^^^ verhalten mUssen wie die Sinus der 
gegenüberliegenden Winkel, 

7. des Winkels / dieselbe Bedingung wie zu 1 für Punkt P^, 

8. des Winkels m dieselbe Bedingung wie zu 1 für Punkt P^. 

3. Zu diesen 8 Bedingungen können wir auch ohne Benutzung der auf- 
gestellten allgemeinen Regeln in folgender, aber weniger einfacher und sicherer 
Weise gelangen: 

Für die beobachteten Winkel können im Ganzen 16 verschiedene Bedingungen 
aufgestellt werden, nämlich: 

a) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel in jedem der 4 Dreiecke 

PaPtPc^ Pa^c^d^ Pa^tPdy ^b^c^d gleich 180» sein mufs, 

b) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel auf jedem der 4 Punkte 
P^, Pj, Pp, P^ gleich 360** sein mufs, 

' •) Vergleiche § 56, Nr. 4. 
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c) die 2 Bedingungen, dafs die Summe der Innenwinkel und die Summe 
der Aufsenwinkel des Vierecks P^ P^ P^ P^ gleich 360"* bezw. 1080** 
sein mufs, 

d) die 6 Bedingungen, dafs wenn wir von einer der 6 Seiten oder Diagonalen 
ausgehend dieselbe Seite. oder Diagonale aus den anschliefsenden Dreiecken 
berechnen, die Berechnung ohne Fehler abschliefsen mufs. 

Diese 16 Bedingungen sind aber nicht unabhängig von einander und ein 
Teil derselben ist UberflUssig, was sich wie folgt ergiebt: 

Durch Erfüllung zweier der unter a angeführten 4 Bedingungen, dafs die 
Summe der Winkel in den vorhandenen Dreiecken 180° sein mufs, fUr 2 an einer 
Diagonale liegende Dreiecke, z. B. für die Dreiecke P^ P^ P^ und P^ P^ P^ , wird 
auch die eine der unter c angeführten 2 Bedingungen erfüllt, dafs die Summe der 
Innenwinkel des Vierecks P^P^P^P^ gleich 860** sein mufs, da die Winkel der 
beiden Dreiecke die Innenwinkel des Vierecks bilden. 

Sodann wird durch Erfüllung einer weitern der unter a angeführten 4 Be- 
dingungen auch die letzte erfüllt; denn wenn in einem dritten Dreieck, z. B. im 
Dreieck P^P^ P^-, die Summe der Winkel 180* wird, mufs, nachdem die Erfüllung 
der Bedingung sichergestellt ist, dafs die Summe der Winkel in dem Viereck 
P^ -Pft -Pc ^d gleich 360** wird, auch die Summe der Winkel in dem vierten Dreieck 
Pj P^ P^ gleich 180** werden. 

Ferner wird durch die Erfüllung der unter b angeführten 4 Bedingungen, dafs 
die Summe der auf einem jedem Punkte beobachteten Winkel gleich 360° sein mufs 
auch die zweite der unter c aufgestellten Bedingungen erfüllt, dafs die Summe der 
Aufsenwinkel des Vierecks gleich 1080** sein mufs; denn wenn es sichergestellt ist, 
dafs die Summe der Innenwinkel des Vierecks gleich 360** wird, und die Summe 
der Winkel auf jedem Punkte ebenfalls 360° wird, mufs auch die Summe der 
Aufsenwinkel 4*360** — 360**= 1080** werden. 

Endlich werden durch Erfüllung einer der unter d angeführten 6 Bedingungen 
auch die übrigen 5 Bedingungen erfüllt; denn durch Erfüllung der einen Bedingung 
werden die Dreiecksseiten in dreien von den vorhandenen 4 Dreiecken einheitlich 
festgestellt und in den betreffenden 3 Dreiecken sind die sämtlichen überhaupt vor- 
handenen Dreiecksseiten enthalten, so dafs diese also sämtlich nach der einen Be- 
dingung einheitlich erhalten werden. 

Von den 16 überhaupt möglichen Bedingungen fallen also als überflüssig und 
in den übrigen Bedingungen mit enthalten aus: 

eine von den unter a angeführten, die 

zwei unter c angeführten und 

fünf von den unter d angeführten, im 

ganzen also 8, so dafs 8 nothwendig zu erfüllende Bedingungen übrig bleiben, die 

mit den vorher von uns unter 1 bis 8 bezeichneten übereinstimmen. 

§ 45. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 

1. Nachdem festgestellt ist, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen 
sind, müssen diese Bedingungen durch Gleichungen ausgedrückt werden. Da 
wir es nun aber im folgenden in der Regel mit einer gröfsern Anzahl beobachteter 
Gröfsen zu thun haben werden, so führen wir für die in diesen Gleichungen und 
in den weitern Entwicklungen häufig vorkommenden Gröfsen statt der bisher 
angewendeten Bezeichnungen einfachere ein, die uns den Ueberblick erleichtern. 
Wir bezeichnen mit: 
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I, II, III 9 IV, ... . die wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten Gröfsen, 
I, 2, 3, 4, .... die vorliegenden Beobachtungsergebnisse, 
(i), (2), (3), (4), .... die Verbesserungen, die wir den Beobachtungsergebnissen 

I, 2, 3, 4, ... . beilegen mUssen, um ihre wahrschein- 
lichsten Werthe I, II, III, IV, .... zu erhalten. 

Z. Die Gleichungen, durch die die zu erAüllenden Bedingungen ausgedrückt 
werden mUssen, werden zweckm^fsig in der Form angesetzt, dals bestimmte aus 
den Bedingungen sich ergebende Funktionen der wahrscheinlichsten Werthe der 
beobachteten Gröfsen gleich den Soll betragen S^, jS>^, 5^, . . . . gesetzt werden, 
die sie erfüllen mUssen, wonach wir allgemein erhalten: 

( F^ (I, II, III, IV, ) = 5„, 

F, (I, II, III, IV, ....) = 5„ 



(150) 



F, (I, II, III, IV, ) = Ä 



c » 



Wir bezeichnen diese Gleichungen als Bedingungsgleichungen. 

Die Anzahl der Bedingungsgleichungen ist immer gleich der Anzahl der zu 
erfüllenden Bedingungen und somit nach § 43 auch immer gleich der Anzahl der 
vorliegenden überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Gröfsen oder der vor- 
liegenden Überschüssigen Beobachtungsergebnisse. Demnach ist die Anzahl q der 
zuerst zu suchenden wahrscheinlichsten Werthe I, II, III, IV, ... . der beob- 
achteten Gröfsen immer gröfser als die Anzahl r der Bedingungsgleichungen. 

Beispiel 1: Wir nummeriren die vorliegenden Beobachtungsergebnisse 
nach der unter Nr. 1 eingeführten Bezeichnung fort- 
laufend mit I, 2, 3, .... 12 und schreiben diese 
Nummern als Bezeichnung der betreffenden Winkel 
in unsere Figur ein zum Anhalt für die Aufstellung der 
Bedingungsgleichungen. 

Dann erhalten wir nach den im § 44 unter 1 bis 8 
aufgestellten Bedingungen, für die wahrscheinlichsten 
Werthe I, II, III, ... . XII der beobachteten Winkel 
die folgenden Bedingungsgleichungen: 

a) nach den Bedingungen unter Nr. 1, 2, 7, 8, 
dafs die Summe der Winkel auf den Punkten 
Pay A' Pc^ Pä <iie Sollbeträge S^ = S, = S, 




= 5^ = 360** erfüllen mufs: 



Fig. si. 



I + II + 111=360°, 
IV -h V 4- VI =360% 
VII 4- VIII 4- IX = 360°, 

X -h XI 4- XII = 360% 

b) nach den Bedingungen unter 3, 4, 5, dafs die Summe der Winkel in 
den Dreiecken P„ P, P,, P^ P, P^, P„ P, P^ die Sollbeträge S, = S^ = S^ 
= 180° erfüllen mufs: 

1 + IV 4- V 4- VIII = 180°, 

II4-VII4-X4- XI =180% 

I4- II 4-V4- X =180% 

c) nach der Bedingung unter 6, dafs im Dreieck P^ l\ P^ die aus der Seite 
P^ P5 berechneten Seiten P^ P^ und P^ P^ sich verhalten müssen wie die 
Sinus der gegenüberliegenden Winkel: 
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PaPc 


.m(IV + V) 

8in VIII ^« ^ * «Vi ( X + XI ) ^ j^^. 


^aPä 


stnX «^ 
sin (IV + V) 8tn VII «m X _ 



«mVIII«/«(X + XI)«ÄV 

oder in der Air die folgenden Entwicklungen und Rechnungen bequemeren 
logarithmischen Form: 

logstn (IV + V) ~ log 8in V lll -h log sin W II — log sin {X-i- XI) 

•+- log sin X — log sin V = 0, 

wonach der Solibetrag f\lr die letzte Bedingungsgleichung jSj=0 ist. 
Stellen wir sUmtliche Gleichungen zusammen, so haben wir: 



(150) 



I 4- 11 -4- III. = 360% 
IV +V +VI =360% 
VII + VIII 4- IX =360% 



I 4- IV + V -h VIII = 180% 

II + VII + X + XI =180% 
I 4-11 4-V-hX =180% 



X 4- XI 4- XII = 360% 

log sin (IV 4- V) - % sin VIII 4- log sin VII - log sin (X 4- XI) 

4-/o^*wiX — logsinV = 0, 

Die Anzahl ^ = 12 der beobachteten GrÖfsen ist gröfser als die Anzahl r = 8 
der Bedingungsgleichungen, wie es sein mufs. 



§ 46. Widersprüche zwischen den Sollbeträgen und den Beobachtungs- 
ergebnissen. 

Die Bedingungsgleichungen (150) werden in der Regel durch die vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse nicht streng erflillt werden, und wenn wir in die Be- 
dingungsgleichungen statt der wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten GrÖfsen 
I, II, III, IV, .... die wirklich vorliegenden Beobachtungsergebnisse 1,2,3,4,.... 
einfuhren, so werden wir auf der rechten Seite der Geichungen statt der Soll- 
betr'äge <S^, 5^, S^ .... andere Beträge Jf^, Jfj, 2"^, .... erhalten, so dafs sein wird: 

^o(^ 2, 3, 4, ....) = -r^, 
^6(»i 2» 3, 4, ....) = 2'^, 
^c(^ 2, 3, 4, .,..) = 2-^, 



(151) 



.... 



Die Beträge -2"^, 2"^, Jf^, .... bezeichnen wir als die Beobachtungs- 
ergebnisse für die SollbetrUge. Zwischen diesen Beobachtungsergebnissen 
der Sollbeträge und den SollbetrUgen bestehen Widersprüche /^, /j, /g, 
die wir berechnen nach: 



(152) 



l 



Beispiel 1: Nach unsern fiedingungsgleichungen (150) erhalten wir folgende 
Formeln zur Berechnung der Beobachtungsergebnisse X^, £^, S^, ....Xf fUr die 
Soll betrage: 



§46. 
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(151) 



14- 24- 3 = -r„, 
44- 54- 6 = -?^, 
74- 8+ 9=^e^ 



14-44- 54- 8 = -^^, 

2 4-7+ »0+ I» "=^^9^ 
14-2+ 54- 10=-^;^, 



104- 11 + i2Ti-Z^, 

iog sin (4 + 5) — log sin ö + log sin 7 — log sin {10 -\- 1 \) -{- log sin 10 

— log sin 5 == JS^, 

Hiernach ergeben sich die Zahlen werthe von .T^, Jf^, ^^, . . . ^,. wie folgt: 



1 


39 


48 


55 


4 


52 


04 30 


7 


34 


04 


07 


10 


47 


41 12 1 


1 

2 


33 


37 


34 


5 


58 


52 


04 


8 


29 


14 


02 


11 


64 


37 


15 


3 


286 


33 


15 


6 


249 


03 


13 


9 


296 


42 


15 


12 


247 


41 


14 


359 


59 


44 


359 


59 


47 


360 


00 


24 


359 

1 


59 


41 



1 

4+5 

8 

V 
^9 


39 

110 

29 


48 
56 
14 


55 
34 
02 


log sin (4 + 5) 
cpl log sin 8 

log sin 7 
cpl log sin {10 -i- 1 1) 

* 

log sin 10 
cp/ log sin 5 


9.97 032 
0.31 124 

9.74 833 
0.03 378 

9.86 892 
0.06 754 


179 

• 


59 


31 


2 

7 
10 + II 

^9 


33 
34 

112 


37 
04 
18 


34 
07 
27 


180 


00 


08 


1+2 
10 
5 


73 
47 
58 


26 
41 
52 


29 
12 
04 


179 


59 


45 


0.00013 
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Weiter ergeben sich die Zahlenwerthe der Widersprüche /*^, /"^, f^, 

f^=S^-£^ = 360*00' 00" — 359° 59' 44" = + 16", 
/^ =: 5^ - .Tj = 360 00 00 - 359 59 47 = + 13 , 
/•^ = Ä^ - .T^ = 360 00 00 — 360 00 24 = — 24 , 
/•^ = 5^ - -Srf = 360 00 00 — 359 59 41 = + 19 , 
f^ =S^ -2-^ = 180 00 00 - 179 59 31 = + 29 , 



. ff zu 



f.-^o 



-?„ = 180 00 00 - 180 00 08 = - 8 , 



/•^ = Ä^ - -Jj^ == 180 00 00 — 179 59 45 = + 15 , 
f. =Si— 2. = 0.00 000 - 0.00 013 = — 0.00 013. 



§ 47. Umformung der Bedingungsgleichungen. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsergebnisse I, II, III, IV, ... . 
erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen i, 2, 3, 4, .... durch Hinzulegung 
der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... Demnach ist: 

I=i+(i), 

II = 2 + (2), 

III = 3 + (3), 

IV = 4 + (4), 



(153) 
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Fuhren wir diese Ausdrücke für die wahrscheinlichsten Werthe der Beob- 
achtungsergebnisse in die Bedingungsgleichungen (150) ein, so gehen diese über in: 

^aO+(0, 2 + (2),3 + (3), 4 + (4), '"')^S^, 

^60+(0, 2 + (2), 3 + (3),4 + (4), "") = S,, 
^cO+(0., 2 + (2), 34-(3), 4 + (4), ....) = Ä„ 



Die Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... sind immer verhältnismäfsig 
kleine Gröfsen, so dafs allgemein 

F(n-(i), 2 + (2), 34-(3), 44-(4), ....) = F(i,2, 3, 4, ....) + |^(i) 



ist, womit obige Gleichungen Übergehen in: 






^a(>> ^» 3, 4, ••••)-f--ö7-(0+-9— 



(2)+-^(3) + -,-^(4) + ...- = Ä., 



a3 



04 



FA\, 2, 3, 4, ....) + 



d\ ^'' ' 32 
^F^ dF„ 

F (1,2,3,4,. ...)-*-^(o+ " 



dF. dF. aF. aF. 

(0 + -^(2) + -^(3)-l-^(4) + S,, 



83 



d4 



dl 



82 



(^) + ^(3) + -^(4)+---- = 5„ 



83 



84 



FUr die partiellen Differenzialquotienten Hlhren wir die folgenden einfacheren 
Bezeichnungen ein: 



(154) 



/ 


3^<. 


a, 


81 


*i 


dl 




»n 


^ • . 


dl 

.... 



a,= 



ft>=' 



C, s= 



82 

82 

^^ 

82 



0« = 






*»="8r' 

"•"■er' 



«4 = 



*♦ = 



Ci = 



84 
84 
84 



• • • 



Beachten wir nun, dafs allgemein nach den Formeln (151): F(i , 2, 3, 4, ....) = JT 
und nach den Formeln (152): f=S — S ist, so gehen damit unsere obigen Gleichungen 

über in: 

ai(0 + ai(2) + aB (3) 4-04(4) H ==/«> 

Äi(i)+Ä,(2)-h6,(3) + 64(4)-f-----=/5, 
öi(i)+c,(2)-hc,(3)-hc4(4)4- f,. 



(155) 



(154) 



Diese Gleichungen bezeichnen wir als umgeformte Bedingungs- 
gleichungen. 

Beispiel 1 : Zur Aufstellung der umgeformten Bedingungsgleichungen haben 
wir nur noch die partiellen Differenzialquotienten a, 6, c,...t zu bilden. Wir erhalten: 

öl = -h 1, a% = -\--ly a8 = +l, 04 = 05 = 00 = 07 = 09 = 09 = 010 = 011 = 011 = 0, 

^1 =^2 = ^3 = 0) ^4 = 4- 1, ^5 = + 1, ftg = + 1, 67 =6a = ÄQ = ftlO = ill ==^11 = 0, 

d = cj = C3 = C4 = Cs = Co = 0, C7 = + 1, Ca = + 1, Cö = 4- 1, Cio =» Cn = Cn = 0, 

rfj =^2 = ^S = ^4='^6 = ^6 = ^1==^8'='^0='O, rfio = 4- 1» rfii = 4- 1, C?ll«=4- 1, 

«I =+ 1, e, = Ca = 0, «4== + I5 «5 = 4-l,«o = «7 = 0»«8 = H- 1, «q = «io=«ii =«ii' 

i?l =0,^2=4- l,Ps = P4=^6=yfl = 0, ^7 = 4- l,^8=Pö = 0,p,o = + 1,^11 =4-1,5' II 

Ai = 4- 1, A2 = 4- 1, Äa = A4 = 0, Äs = 4- 1, /i6 = Ä7 =/i8=A8 = 0, Aio = 4-l, Aii=Äi, 
*i=ti = «a = 0, «4 = 4-ifco<^ (44-5), i^^-h Mcotg {4'h5) — McoigSy to = 0, 
«7 = 4- Mcotg 7, «a = — McotgS, ig = 0, »,o = — Mcotg {io-{- 1 1) 4- Mco^ 10, 
•11 = — Mcoty ( 10 4- 1 1), «ii = 0. 



0, 
0, 
0, 
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Unter Heranziehung der im § 46 berechneten Zahlenwerthe fUr die Wider- 
sprüche /^, /^, f^^ »-"fi ergeben sich hiernach die folgenden umgeformten Be- 
dingungsgleichungen : 

(i)+ (2)+ (3) = +16", 

(i) + (4)+ (5)+ (8) = + 29", 
(4)+ (5)+ (6) = 4-13", ,.,.,.,. 

(7)+ (8)+ (9) 24", ,c^ , X 

(i) + (2)4- (5)4-(io)=.-hl5", 

(,0) + (ll)-h(j2) = +19", 

+ M cotg (4 + 5) - (4) + (+ Mcotg (4 + 5) - Mcotg 5) - (5) 4- Mcolg 7 - (7) - ^cotg 8 - (8) 

Q ^ 1 ^ ^ 

+ (— Mcotg{io-i- ii)-i- Mcotg 10) - {10) — M cotg (10 + ii)-(ii) = — 0,00013. 

In diß letzte Bedingungsgleichung mUssen wir noch die Zahlenwerthe für Af, 
für die Cotangenten und für—*) einführen. Die Zahlenwerthe sind: 



i/ = 0.484 294, 
1 ^ 1 
q" 206 265 ' 

co/5f(4-4-5) = — 0,383, 



cotg 5 
cotg 7 
cotgS 



= + 0,604, 
= + 1,479, 
= + 1,787, 



cotg (10 + 1 1) = — 0,410, 
cotg 10 = + 0,910, 



mX = 0,000 002 105 



1 



M-=T.cotg (4 + 5) = - 0,000000806, 



M-r.cotg5 
1 



= + 0,000001271, 
= + 0,000003113, 
= + 0,000 003762, 



M-^. cotg 7 
M-ncotgS 
MXcotg{io+ II) = — 0,000000 863, 

M^cotg 10 = + 0,000001916. 

Da die Zahlenwerthe der Differenzialquotienten für die weitern Rechnungen 
unbequem sind, multipliziren wir die ganze letzte Gleichung mit 100 000, wonach 
wir alle darin vorkommenden Gröfsen in Einheiten der fünften Stelle der 
Logarithmen erhalten. Hiernach sind unsere umgeformten Bedingungsgleichungen: 

r 0)+ (2)+ (3) = + 16", 



(155) ^ 



(4)+ (5)+ (6) = + 13", 
(7)+ (8)+ (9) = -24", 



(i)-h(4)+ (5)+ (8) = + 29", 
(2) + (7) 4- (10) + (!!) = - 8", 
(i) + (2)+ (5) + (10) = +15", 



(155) 



^ (10) + (II) + (12) = + 19", 
- 0,081 (4) - 0,208 (5) + 0,311 (7) - 0,376 (8) + 0,278 (10) + 0,086 (i 1) = — 13 



§ 48. Korrelatengleichungen und Endgleichungen. 
1. Nach den umgeformten Bedingungsgleichungen 

Oi(0 + öi(2) + a,(3) + a4(4) + --- = r«. 

61 (0 4- 6,(2) + 63(3) + *4(4) + ••••=/», 
ci ( + c,(2) + c» (3) + C4 (4) + • • • • =/e^ 



*) Die Düferenzialquotienten Meotgn stellen die Aenderungen dar, die die to^r «t» n für eine Einlieit 
des Bogens n erleiden und Mcotgn'(n) die Aendcrungen, die die log »in n erleiden, wenn dem Bogen n 
die Verbesserung (n) in Bogenmafs hinzugefügt wird. Da wir nun unsere Rechnung im übrigen nicht 

in Bogenmafs, sondern in Winlcelmafs durchführen, so mufs der Faktor — zur Umwandlung der Ver- 
besserungen (11) von Winkelmafs in Bogenmafs hinzugefügt werden. 
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müssen wir nun die Verbesserungen (i), (2), (3), (4),...., die zugleich die 
wahrscheinlichsten Werthe der Beobachtungsfehler darstellen, derart bestimmen, 
dafs erstens diesen Bedingungsgleichungen genügt wird und dafs zweitens die 
Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Werthe 
der Beobachtungsfehler (i)Vpi, (2)yp,, (^)\p6y {4)\pl'> ••••j ^^^ 

[p(n)(n)] = pi(i)(i)4-p,(2)(2)+ps(3)(3) + p,(4)(4)+--. 
ein Minimum wird. 

2» Um diese Werthe der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... zu finden, 
nehmen wir /^, /^, Z^,, .... auf die linke Seite, der Gleichungen (155) und multi- 
pliziren die Gleichungen dann mit den vorläuftg noch unbestimmten Koeffizienten 
— 2^•^, — 2A:^, — 2^^, ...., womit wir erhalten: 

-2a,^•«(I)-2aa^•„(2)-2as^•a(3)-2a,^•^(4) 4-2^-„4 = 0, 



-2c,^- (i)-2ca- (2)-2c.a- (3)-2c,^• (4) 



+ 2^- ^,=0, 



Addiren wir diese Gleichungen zu 

[p(n)(n)]=;>,(i)(i)-hp,(2)(2)-hp.(3)(3) + P4(4)(4) + . 
so erhalten wir: 

[p(n)(n)]=i>,(i)(i)-2a,A„(i)-2i,itj{i)-2c,i,(i)- 
+ ;',(2)(2)-2«,*„(2)-2A,A(,(2)-2c.i,(2)- 
+P3(3)(3)-2a,A„(3)-2A,t,(3)-2c,A,(3)- 
+ p4(4)(4)-2a,A„(4)-2i4*4(4)-2c,*j4)- 



3. DifTerenziren wir diesen Ausdruck nach (i), (2), (3), (4), so er- 
geben sich die folgenden partieUen Dtfferenzialquotienten: 
d[p(n)(n)] 



8(1) 



2p,(i)-2a,*„-2A,Aj-2c,i^- 



t • • • 



8M^]J£)] = 2p.(2)-2a,A„-26,A,-2c,*, , 

^-j-]f"-^' = 2p,(3)-2a,*„-2A,i,-2c.A-, , 

^M5i(iO] = 2p,(4)-2«,*,-2Ä,t,-2c,A, , 



Nr. 


a. 


b. 


c. 


d. 


0. 


9- 


h. 


i. 


ua 
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ab 
P 


ac 
P 
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P 
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bb 
P 


6c 
P 


bd 
P 


be 
P 


P 
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H-1 
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H-8 
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-0,289] 
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Setzen wir diese partiellen Oifferenzialquotienten gleich Null, so erhalten wir 
»Ausdrücke fUrdie »Verbesserungen (i), (2), (3), (4), ...., die der Minimums- 
bedingung genUgen: 



(156) 



*. 






(3)=^A„ + ^*» + ?*c + 



PZ "* PZ ^ P9 

/>4 " P4 ^ P* "" 



Die Koeffizienten k^y ^^, k^y ...., wodurch in diesen Gleichungen die Ver- 
besserungen (1), (2), (3), (4), .... ausgedrückt sind, bezeichnen wir als Kor- 
relaten und die Gleichungen (156) als Korrelatengleichungen. 

4. Setzen wir die in den Korrelatengleichungen (156) erhaltenen Werthe von 
(1), (2), (3), (4), .... in die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein, so 
erhalten wir: 



(157) 



[y]*.+[7]^»+[7]*'-^ 









Die Anzahl dieser Gleichungen, die wir als Endgleichungen bezeichnen, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingungsgleichungen und gleich der Anzahl der 

Korrelaten ^*^, ^j,, k^ Durch Auflösung der Endgleichungen erhalten wir 

demnach bestimmte Werthe der Korrelaten ^'^, A;^, A;^, und zwar solche, die den 
Bedingungsgleichungen (155) entsprechen. 

Berechnen wir dann mit diesen den Bedingungsgleichungen entsprechenden 
Werthen der Korrelaten k^^ A;^ , A;^, ... nach den in den Korrelatengleichungen (156) 
erhaltenen, der Minimumsbedingung genügenden Ausdrücken der Verbesserungen 
(i), (2), (3), (4), .... die Zahlenwerthe dieser Verbesserungen, so erhalten wir 
solche Zahlenwerthe, die sowohl den umgeformten Bedingungsgleichungen (155) 
als auch der Minimumsbedingung genügen. 
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+1 












+1 
4-1 




4-1 
4-1 


4-1 


4-0,278 
4-0,086 










4-1 

4-1 


-+-1 


4-0,278 
4-0,086| 


4-1 


4-0,278 


4-0,0773 
4-0,0074 














4-1 




























H-3 




+1 


4-1 




-0,065 4-3 




4-2 


4-1 


4-0,364 


4-4 




4-2 


—0,665 


4-4 


4-2 


4-0,6751 4-4 


4-0,070 


-H),3727 
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Die Faktoren der Eqdgleichungen (157) werden ganz in gleicher Weise ge- 
bildet wie die Faktoren der Endgleichungen (118) fUr vermittelnde Beobachtungen. 

Beispiel 1: Wie im § 42 angegeben ist, sind sUmtliche Winkel mit gleicher 
Genauigkeit beobachtet worden. Wir setzen daher fUr die folgende Rechnung 
die Gewichte sämtlicher Winkel = 1. Hiermit und mit den im § 47 erhaltenen 
Faktoren a^, 6^, c^y •••-(!• der umgeformten Bedingungsgleichungen, ergeben sich 
die folgenden Korrelatengleichungen: 



(156) 



(i) = + k^ + k,+kf^, 
(^) = + k^-\'k^-hk^, 

(3) = + ^-«, 

(4) = + ^'6 4- k^ — 0,081 k. , 

(5) = + ^'64-A;,4-A:a- 0,208 k ,. , 

(6) = +^, 



(7) = + ^•,^-Ä:^-^(V3ll^•,., 

(8) = -f-fc, + i-,-0,376*,, 

( 10) = + ^•rf + Ä:^ -f ^•;k 4- 0,278 1:, , 
{ii) = 'hk^'hk^ + OfiSßki, 
{i2) = -hk^. 



Die Faktoren der Endgleichungen ergeben sich wie folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 206 und 207.) 

Damit erhalten wir die Endgleichungen: 

r+3A„ . . .4- k^-h k^-h^k^ . =4-16, 



(157) 



4-3Ä: 



4-2^- 



4- it^- 0,289ifc^ = 4-13, 



. 4-3^•^ . 4- k^-h k^ , — 0,065 Ä:. = — 24, 

4-3ifc^ . 4-2*^4- A;i4-0,364it^ = 4-19, 

4- ika4-2^•^4- k^ . 4-4it^ . 4-2^•^ — 0,6G5^•,. = 4-29, 

k^ . 4- k^ + 2k^ . 4-4A;^4-2^-4 4-0,675A;,. = — 8, 

4- ^•^4-2it^ f 2^•^4-4A:^4-0,070^•i = 4-15, 



4-2A„4- ^^ 



0,289 kf, — 0,065 k^ 4- 0,364 k^ — 0,665 k^ + 0,675 k^ 4- 0,070 k^ 

4-0,373^•,.= -13. 



( 49. Auflösung der Endgleichungen, Rechenproben und mittlere Fehler 
der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse.*) 

1. Fuhren wir für die Faktoren der Endgleichungen und die Widerspruche 
einfachere Bezeichnungen ein, indem wir setzen: 



[aa-\ 



(158) 






.=[7] 
«=[7] 



f. — /., 

18= / c ' 



SO gehen die Endgleichungen Über in: 

0l^„4-b|^•ft4-Cl^•^4- 

(159) ß ö,^•^4-B,A:J4-c,^•^4- 

^ c, ^„4-c,Är^4-c.^,4- 



• • * • 



fi=0, 

f« = o, 
f.==o. 



Diese Gleichungen haben genau dieselbe Form wie die Endgleichungen (121); 
wir lösen sie daher auch auf nach den Formeln (120b), (122), (123) oder nach 
dem Schema (124). 

•) Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten Gröfsen 
und der Funktionen von diesen werden im Vil. Abschnitte besonders behandelt. 
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2. Hierzu ergeben sich Rechenproben durch dreifache Berechnung des 
Werthes von [p(n)(n)]. Zuerst erhahen wir, indem wir die Ausdrücke für die 
Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... in den Korrelatengleichungen (156) 
quadriren, mit den Gewichten p^ p^, ps, p^j .... multipliziren und dann alles 
addiren: 

Pl Pl Pl Pl Pl 

Pl * "^ 
rsv /\ / p^ a a * p^ Pt c e * Pt Pt 

-^.....2il£i-^.^^. +•••• 
P2 

Ps Pa P» Ps Pz 

+ ....2^1^* 1. ^ 



+ ....2[A£]fc,*,+ 



• • • • 



bc 

p 

Multipliziren wir sodann die Cndgleichungen (157) mit den Korrelaten 
^*a' ^b^ ^*c' *"* ^^^ addiren alles, so erhalten wir: 

ah 

p J *• ••LpJ " "Lp 



[T]*<.^a+[T]*<.*» + [^]i<.*.+-..=*,r., 






P 



c + 



Der oben fUr [p(n)(n)] erhaltene Ausdruck stimmt Uberein mit dem hier 
fUr [kf] erhaltenen Ausdruck und demnach folgt: 

(160) [p(n)(n)] = [Ä:/] = -[Ä:f]. 
Berücksichtigen wir nun ferner, dafs nach (158) 

[kf] = -Uk^-f,k,^Uk, 

ist und dafs nach Formel (127) 

sein mufs, so ist auch: 

(161) [p(„)(n)J = lLf, + |jg, + |-«gi, + .... 

KolL 14 
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Zu diesen beiden Werthen von [p(n)(n)], die wir gleich bei Auflösung der 
Endgieichungen bilden, und die uns zugleich eine Probe für die richtige Durch- 
führung der Auflösung liefern, erhalten wir endlich einen dritten Werth, indem 
wir nach den Korrelatengleichungen (156) die Zahlen werthe der Verbesserungen 
(i), (2), (3), (4), .... berechnen und mit diesen Werthen 

(162) b(n)(n)J = ;>i(i)(i) + p,(2)(2)+p3(3J(3)+p,(4)(4) 



raa- 






1 

ra/n , rar 

l pl Ipl 

1 


- /•«• 


rbb- 
Ipl' 


rAcT rbdi 

• • ' - — — • 

IpJ IpJ 


[y]- 


+ 3,000 


• 


• 


• 


+1,000+1,000 + 2,000 


1 
. - 16,000 


+ 3,000 

• 


• 
• 


• 

• 


+-2,000 

• 




• 


• 


■ 


-0,333 


- 0,333 


0,667l . 


+ 5^3 


1 
1 




• 

+ 3,327 

— 1,789 

- 1,176 

■ 
• 
» 
• 


-4-3,00 


• 


+-2,(X)0 




1 




*a- 




• 


• 


1 
— 0,667! 

1 


1 
i 




+ 5,695 



rdd- 
Ip.' 


rrfe-i 
Ipl 




LyJ- 


rrfn 

— « 


-fä' 


[yl- 




re/n 

— . 

LpJ 


IpA 


-fe' 


F/]- 


+3,000 




+2,000 


+1,000 


+0,364 


—19,000 


+4,000 


• 


+2,000 


-0,665 


-29,000 


+4,000 


« 




• 


• 


• 


■ 


-0,333 


-0,333 


-0,667 


• 


+ 5,333 


-0,333 


• 




■ 


• 


• 


• 


-1,333 


« 


-0,667 


+0,193 


+ 8,667 


• 


• 




• 


• 


• 


■ 


-0,333 


-0,333 

• 


• 
• 


+0,022 

• 


- 8,000 

• 


-0,333 
-1,333 
-0,222 


+3,000 




+2,000 


+1,000 


+0,364 -19,000 






- 0,GG7 


-0,333 


-0,1213 


+ 6,333 
+ 6,159 
+ 1,663 


+2,000 


—0,667 


+0,067 


—0,450 -23,000 




+0,333 


-0,333 


+0,225 


+11,500 
-11,425 


+1,778 




1 

1 








- 3,577 










+ 1,663 










1 


■ 






K- 


+ 1,789 




1 
1 


+10,57 8 






+ 3,527 



§49. 



Auflösung der Endgleichungcn, Rechenproben und mittlere Fehler. 



211 



bilden, wodurch wir eine Probe für die richtige Bildung der Faktoren der End- 
gleichungen erhalten. 

(163). Weiter erhalten wir dann eine Probe filr die richtige Bildung und 
Umformung der Bedingungsgleichungen, indem wir zuerst feststellen, ob die 
erhaltenen Verbesserungen ( i ), (2), (3), (4), .... den umgeformten Bedingungs- 
gleichungen (155) genügen, indem wir sodann nach den Formeln (153) durch 





ipl' 




-fö- 


rcci 

L;; J 








rcA-i 


rc/'i 
IpA 


-fc 


• 

• 


+ 1,000 

• 


- 0,289 


-13,000 

• 


+ 3,000 

• 
• 




+ 1,000 

• 
• 


+ 1,000 

■ 


• 
• 


- 0,065 

• 


+ 24,000 

• 
• 


• 


+ 1,000 


0,289 


18,000 


1 

• • 




- 0,333 


+ 0,0963 


+ 4,333 

- 4,890 
+ 1,663 

. 

— 2,351 

• 
• 


1 
1 
1 

1 
1 


+ 3,000 


. +1,000+1,000 


• 


- 0,065 


+ 24,000 






- 0,333 


- 0,333 


• 


+ 0,0217 


— 8,000 

— 1,102 

• 

— 1,789 
1,176 


- 1,245 


- 12,067 



LpJ- 


LpJ 


-f.' 


m 


rh n 

— - ft 

IpJ 


-fn- 


• • 


-fr 


Probe. 


1 
+2,000 


+0,675 


+ 8,000 


+4,000 


+ 0,070 


-15,000 


+ 0,3727 


+ 13,0000 






—0,667 


. 


+ 5,333 


—1,333 


• 


+ 10,667 


• 




• 


+ 85,333 


+ 1)1,120 


. 


. 


. 


-0,333 


+ 0,096 


+ 4,333 


— 0,0278 




1,2519 


+ 56,833 


16,185 


. 


+0,022 


— 8,000 


• 


• 


. 


— 0,0014 


+ 


0,5208 


+ 192,000 


+ 289,608| 


—0,667 


-6^243 


+ 12,667 


0,333 


— 0,121 


+ 6,333 


— 0,0442 


+ 


2,3053 


+ 120,333 


+ 200,982 


+0,222 


—0,150 


— 7,667 


0,222 
—0,444 


+ 0,150 
0,152 


+ 7,667 
5,167 


-0,1012 

0,0520 

- 0,0014 




5,1750 
1,7668 
0,2849 


+ -264,500 
+ 60,055 
+ 58,521 
+ 373,084 


+ 102,283 

42,928 

— 74,850 

+ 660,101 


+0,889 


+0,304 


+ 10,333 


—0,500 


0,171 


5,812 
+ 8,683 
+ 2,495 


+1,333 


+ 0,043 


+ 8,833 




— 0,0322 


6,625 
+ 1,635 


+ 0,1447 + 


7,3475 


^•~ 


..i.-. 


50,777 


+1210,159 


+1210,131 


+ 5,366 


1 ^•^— 


4,990 



14' 
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HinzufUgung der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), zu den Beobachtungs- 
ergebnissen I, 2, 3, 4, .... die verbesserten Werthe I, II, III, IV, bilden und 

danach feststellen, ob diese verbesserten Werthe den Bedingungsgleichungen (150) 
genügen. 

3. Die Anzahl der überschüssigen Beobachtungen, wodurch wir die Quadrat- 
summe der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler zu dividiren 
haben, um das Quadrat des mittleren Fehlers m der Gewichtseinheit zu erhalten, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingungsgleichungen, so dafs also ist: 



(164) 



m 



^±Jlp{n)[n)] 



Hiermit erhalten wir die mittleren Fehler m,, W2, Wa, w*, .••• der Beob- 
achtungsergebnisse I, 2, 3, 4, .... nach: 



(165) 



fit 



, = zhm|/— , fn, = zhml/— , ma^dbrnT/— , »it4 = dbml/ -, 
V Pi V Pi V P^ f P* 



Beispiel 1: Die Auflösung der Endgleichungen (157) gestaltet sich nach 
dem Schema (124) wie folgt: (Siehe die Tabellen auf Seite 210 und 211.) 

Die Berechnung von [p(n)(n)] nach den Formeln (160) und (161) ist in 
den beiden letzten Spalten des Schemas ausgeführt und hat ergeben: 



[p(n)(n)] = lLf.+|^g. + |^g.4- 



1210,16, 



(161) 

(160) [p(n)(n)] = [A/] = [-*f] 1210,13, 

welche beiden Werthe genügend übereinstimmen und somit die richtige Auf 
lösung der Endgleichungen sicherstellen. 

Mit den erhaltenen Zahlenwerthen der Korrelaten k^, k^, k^, fc,. ergehen 

sich nach den Korrelatengleichungen (156) die folgenden Zahlenwerthe der Ver- 
besserungen (i), (2), (3), .... (12): 



(156) 



(' 

(2 

(3 

(4 

(5 

(6 

(7 

(8 

(9 
(10 

('■ 
(12 



= + *„ + k, + i» = + 5,70 + 3,53 - 4,99 = + 4,24", 

= + *« + *, + ** = + 5,70 + 5,37 - 4,99 = + 6,08", 

= + *„ = + 5,70", 

= + *«, + *, — 0,081 kf = - 1,24 + 3,53 — 0,081 ( — 50,78) = + 6,40", 

= + Aj + k^ 4- A» - 0,208 A,. = - 1,24 + 3,53 - 4,99 — 0,208 (- 50,78) = + 7,86", 

■= + *» = - 1,24", 

= + A, + A^ + 0,31 1 A, = - 1-2,07 + 5,37 + 0,31 1 ( - 50,78) = - 22,49", 

= 4. i^. + k^ - 0,376 A, = - 12,07 + 3,53 — 0,376 (- 50,78) = + 10,55", 

= + A^ = - 12,07", 

= +i.^ + i^ + A.^ + 0,278A,. = + 10,58 + 5,37 -4,99 + 0,278(-50,78) = - 3,16", 

= + 1^ + k^ -1- 0,086 A, = + 10,58 + 5,37 + 0,086 ( - 50,78) = + 11,58", 

== + A^ = + 10,58". 



Die Quadratsumme dieser Verbesserungen ergiebt sich zu: 
[p(n)(n)]=/»,(')(')+Pj(»)(2) + P5(3)(3)+--p..(i»)(i2) = 1210,53, 

welcher Betrag mit den nach den Formeln (160) und (161) erhaltenen Beträgen 
genügend übereinstimmt. Setzen wir die Zahlenwerthe der Verbesserungen in 
die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein, so erhalten wir: 
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(155) 



-h 4,2+ 6,14- 5,7 = 4-16,0", 
-h 6,4+ 7,9- 1,2 = + 13,1", 
— 22,5 + 10,6 - 12,1 = - 24,0", 



+ 4,2 + 6,4 + 7,9 + 10,6 = + 29,1", 
+ 6,1 — 22,5-3,2 + 11,6 = — 8,0", 
+ 4,2+ 6,1+7,9- 3,2 = +15,0", 



— 3,2 + 11,6 + 10,6 = + 19,0", 

— 0,081 (+ 6,4 ) - 0,208 (+ 7,9 ) + 0,3 1 1 (- 22,5 ) - 0,376 (+ 10,6 ) + 0,278 (- 3,2 ) 
+ 0,086 (+ 1 1,6) = - 0,5 — 1,6 — 7,0 - 4,0 — 0,9 + 1,0 = - 13,0. 

Die erhaltenen BetrUge stimmen bis auf eine Einheit der Dezimalstelle mit 
den Widersprüchen Z*^, Z^, f^^ .... f^ überein, die umgeformten Bedingungs- 
gleichungen werden also genügend scharf erfüllt. 

Fügen wir nach den Formeln (153) den Beobachtungsergebnissen i, 2, 3, ... 12 
die Verbesserungen (i), (2), (3), ... (12) hinzu, so erhalten wir die wahrschein- 
lichsten Werthe I, II, III, . . . XII der beobachteten Winkel wie folgt: 



(153) 



1= 1+ (1 

11= 2+ (2 

111= 3+ (3 

IV= 4+ (4 

V= 5+ (5 

VI= 6+ (6 

VII= 7+ (7 

VIII = 8+ (8 

IX= 9+ (9 

X=io + (io 

XI=ii+(ii 

XII =12 + (12 



= 39' 48' 55"+ 4,2"= 39° 48' 59,2" 

= 33 37 34 + 6,1 = 33 37 40,1 

= 286 33 15 + 5,7 = 286 33 20,7 

= 52 04 30 + 6,4 = 52 04 36,4 

= 58 52 04 + 7,9 = 58 52 11,9 

= 249 03 13 - 1,2 =249 03 11,8 

= 34 04 07 — 22,5 = 34 03 44,5 

= 29 14 02 +10,6 = 29 14 12,6 

= 296 42 15 — 12,1 = 296 42 02,9 

= 47 41 12 — 3,2 = 47 41 08,8 

= 64 37 15 +11,6 = 64 87 26,6 

= 247 41 14 + 10,6 = 247 41 24,6 . 



Wie nachstehende Zusammenstellung zeigt, erfüllen diese verbesserten Winkel 
nunmehr auch die Bedingungsgleichungen (150) genügend scharf: 



I 

II 
III 


39 
33 

286 


48 
:^7 
33 


59,2 
40,1 
20,7 


IV 
V 
VI 


52 

58 

249 


04 
52 
03 


36,4 
11,9 
11,8 


VII 

VIII 

IX 


34 

29 

296 


03 
14 
42 


44,5 
12,6 
02,9 


X 
XI 
XII 


47 

64 

247 


41 
37 
41 


08,8 
26,6 
24,6 


360 


00 


00,0 


360 


00 


00,1 


360 


00 


00,0 


360 


00 


00,0 



1 
I 

IV + v 

VIII 


39 

110 

29 


48 
56 
14 


59,2 
48,3 
12,6 


%«m(IV + V) 
cp/%«m VIII 

log sin VII 
cpl log sin ( X + XI ) 

log sin X 
cpl log sin V 


9.97 031 
0.81 120 

9.74 826 
0.03 379 

9.86 892 
0.06 753 


180 


00 


00,1 


II 

VII 

X + XI 


33 

34 

112 


37 
03 
18 


40,1 
44,5 
35,4 


180 


00 


00,0 


I+II 

X 

V 


73 
47 

58 


26 
41 
52 


39,3 
08,8 
11,9 


180 


00 


00,0 


0.00 001 
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Die Richtigkeit der Rechnung ist hiermit nach allen Seiten sichergestellt. 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ergiebt sich zu: 



(164) 



m 



= ±|/bMIna^±^mO^±12,3., 



Da sämtliche Beobachtungsergebnisse das Gewicht 1 haben, stimmt der mittlere 
P'ehler m derselben mit dem mittleren P^ehler m der Gewichtseinheit Uberein. 



§ 60. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 
Bedingungs- und Korrelatengleichungen. ''^ 

1. Die Faktoren der Endgleichungen ergeben sich bei dem Verfahren für 
bedingte Beobachtungen aus den Faktoren der Bedingungs- und Korrelaten- 

eleichungen a, b» c, .... und den reziproken Werthen — , — , — , — , der 

Pl P9 Pz P4 

Gewichte in ganz ähnlicher Weise wie sich diese Faktoren bei dem Verfahren 
fUr vermittelnde Beobachtungen aus den Faktoren a, 6, c, .... der Fehler- 
gleichungen und den Gewichten /^i, pt, Ps, .... ergeben. Daher können wir 
auch in ähnlicher Weise wie wir bei dem letztern Verfahren die reduzirten End- 
gleichungen in geeigneten Fällen direkt aus reduzirten Fehlergleichungen gebildet 
haben, bei dem Verfahren für bedingte Beobachtungen die reduzirten End- 
gleichungen direkt aus reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen bilden. 

2« Sind die Faktoren a^ at, a^, a«, •••• der ersten Bedingungsgleichung 
sämtlich gleich -\- 1 , liegen also die Gleichungen 

(0+ (2)+ (3)+ (4)-*-----=/a7 

^1 (0 + ^.(2) + ^8 (3)-i-i4(4)H =/6, 

Ci(i) + c,(2)-hc,(3)-hc4(4)H =/'c, 



(155) 



vor, so ergeben sich daraus die folgenden Korrelaten- und Endgleichungen: 

Pi ' Pi " Pi ' 



(156) 



(2) = lil„H-*^A-j+^fc,+ 
' Pt " P% " Ps ' 

A'a /'a P3 



P4 



Pt 



P* 



(157) 









Aus der ersten Endgleichung folgt: 

b 






+ -7-/"«. 



a 



•) Vergleiche: Schleier macher's Methode der Winkelausglcichunß in einem Drclecksnetze 
von Professor Neil in Darmstadt. Zeitschrift für Vermessungswesen, 1861, Heft 1 und 3, 1883, Heft 12. 
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Wird dieser Ausdruck für k^, in die beiden letzten Gleichungen eingesetzt, so 
ergeben sich die folgenden reduzirten Endgleichungen: 

b■^^b^. . r* 






[.][P-]V../[^C^_[P\,^ 






*.+ 






4- 






a 



-/.- 



[7] 



I 



^ _| = 






3. Dieselben reduzirten Endgleichungen ergeben sich aus den folgenden 
reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

[-1 

*((4))+- + [^]({n + l))=/.--f-/'„ 

LdJ 



(166) 



*.((0) + *.((2)) + A.((3)) + * 



[-1 

c.((>))+c,((2))+c,((3))+c,((4))4-- + [J]((n + l))=/,-pfr/„, 

LnJ 



(167) 



((')) 
((*)) 
((3)) 
((4)) 



|i A, + £!*.+ 



• • • • 






Ca 



-*6 + ;^^-c + 



cs 



= :i5^ +-^. + 



• • • • 



Ps 









((n + l)) = -'-i'Jit,-!:f^*,-.... 

Denn wenn die in den reduzirten Korrelatengleichungen für (( i )), ((2)), ((3)), 
((4))i * ' " gegebenen Ausdrucke in die reduzirten Bedingungsgleichungen eingesetzt 

werden, so liefern sie die Beiträge [ — 1, [—1, [~~1> ^" ^^^ Faktoren 

der reduzirten Endgleichungen und wenn der Ausdruck für ((n + l)) in dieselben 

Gleichungen eingesetzt wird, so liefert er die Beiträge ^ , ^ , ^ , ^ , 



p- 



a ' 



• • • • 



, so dafs also die Ausdrücke für ((1)), ((2)), ((3)), ((4)), 



((n+l)) zusammen die Faktoren der obigen reduzirten Endgleichungen liefern. 

Nachdem k^^ k^^ durch Auflösung der reduzirten Endgleichungen 

berechnet sind, ergiebt sich k^ nach der bereits angeführten Formel: 

(168) ^.^=--^^.,--i^^.^ 4. l/-^=.((n+ 1 ))+-!- /^^. 



[i] 



[i] 



[^] 



p 



[-] 
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Bedingte Beobachtungen. 



II. T. V. A. 



Ferner ergiebt sich für die wahrscheinlichsten Werthe der Verbesserungen 
(i), (2), (3), (4), aus den Korrelatengleichungen (156) und (167): 

(0 = ((i)) + ^*,, 

1 



(169) 



(3) = ((3))+l*„ 

(4) = ({4)) + J-*„ 



Dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 
s^Si + ^SaH ist nach Formel (161) der Betrag — f i , oder da hier 

Oi = [-], fi = — /"o ist, der Betrag —r-fa hinzufügen, um [p(n)(n)] zu erhalten. 

L p J 

4. Die Formeln (166) bis (169) vereinfachen sich, wenn die Gewichte pi, 
Ps9?89 P4j ••• sUmtlich gleich 1 sind, wie folgt: 

Äi((i)) + *«((2)) + Ä.((3)) + 6,((4))+-.-.4-m((n+l))=/,-.l^/„, 



(170) 



Ci((i))-l-c,((2))-i-c,((3))4-C4((4)) + -----l-M((n+l))=/ 



-/ ^t£l 



n 



/a. 



(171) 



((i))=6,ij + c,i-„ + 
((2)) = A,*j + c,*,4- 
((3))=A,*j + c.fc,+ 
((4))=*4*» + c«i-.+ 



» * n 



((n + 1))^ i^t^-iTii^ 



(17») 



*a = 






+!/'.=((•» + 1))+|/'-. 



(173) 



(l)= ((!))+*„, 
(2) = ((2))+A„ 

(3) = ((3)) + *„ 

(4) = ((4)) + Aa. 



Dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 

Ä-5a-*-^ SsH ist in diesem Falle der Betrag —f hinzuzufügen, um [(n)(n)l 

zu erhalten. 

5. Bei Anwendung der Formeln (166) bis (169) oder der Formeln (170) 
bis (173) ist zu beachten, dafs bei Bildung der Zahlenwerihe von [— ]i ["] ' 

[ — J, .... und von n, [6], [c], .... nur diejenigen Zahlenwerthe von 6, c, p 

anzurechnen sind, die in Korrelatengleichungen stehen, worin die Faktoren 
a = + 1 vorkommen und dafs hierbei alle Korrelatengleichungen unberücksichtigt 
bleiben, worin die Faktoren a = sind oder nicht vorkommen, da diese letztem 
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Korrelatengleichungen keine Beiträge zu den Faktoren [— ]? [-— ]' [""]' 

der Endgleichungen, woraus die Gröfsen [— 1 , [—1 ? [— ] , , n, [*] , [c], 

in der vorstehenden Formelentwicklung hervorgegangen sind, liefern. 

[-] [-] 

6. Die Widersprüche {^ ?- /"«» fc \~ ^ a-* ^" ^®" reduzirten Be- 

dingungsgleichungen (166) können in der Weise gebildet werden, dafs den Beob- 
achtungsergebnissen I, 2, 3, 4, .... zunächst Verbesserungen v,, v^^ v^^ r^, .... 
beigefügt werden, die nach dem Verfahren für direkte Beobachtungen mehrerer 
Gröfsen, deren Summe einen bekannten Sollbetrag erfüllen mufs, aus der ersten 
Bedingungsgleichung berechnet werden und dafs dann die Widersprüche mit den 
so verbesserten Beobachtungsergebnissen i-hci, 2-|-üa, 3-f-V8i.4 + ^4» •••• 
berechnet werden. Die Verbesserungen r,, Wg, üj, V4, .... ergeben sich nach 
den Formeln (10)S) wie folgt: 

JL 1 J_ ± 

(102) ""^-vbJa. ^'=jft^«' '"^i?i^-' '^^Ä'^"' •■•• 

L|9 J LpJ LpJ LpJ 

Mit diesen Verbesserungen ergeben sich die Widersprüche nach den Formeln 
(151) und (152) zu : 



^6 



((-r)'('4'-)'('il'-)'('4'")'-) 

h\ h% bz 64 

= F. (i, 2, 3, 4, ....) + ll-f +-^/ -i-J^/ +-2i-/ H 

[i] [i] [i] [^] 

_ LpJ ^ - _ 

= ^b-^ZY.fa^ SO dafs 

LpJ 



pj - Lp 

b-i rb 



[-] [-] 

LpJ LpJ 

und ebenso 



S. - F. 



((■4'')'(-|'")-Ct'-)'04^> 






wird. 
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Bedingte Beobachtungen. 



IL T. V. A. 



Die Verbesserungen (1) = (1) — »,, (2) = {2) — t?,, (3) = (3) — v^, (4) = 
(4) — V4, .... die an den bereits durch Zusatz von v^ &t, v^, t^^, verbesserten 
Beobachtungsergebnissen noch anzubringen sind, ergeben sich nach den unver- 
änderten Korrelatengleichungen, wenn k^ nach der Formel berechnet wird, die 
sich aus der Formel (168) durch Weglassung des letzten Gliedes ergiebt, wenn 
k^ also gerechnet wird nach: 



''""[i]''"[i] 



*e- 



= ((»+«))• 



Sind die Gewichte p,, f^,, />.,, p^, .... sämtlich = 1, so ergiebt sich die den 
ßeobachtungsergebnissen beizufügende Verbesserung v nach Formel (93) zu: 

n *^ 
wonach mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen >+ — /a» ^'^zrfay 



n 



n 



3 + !/„ , 4 + i/„, . . . . die Widerspruche f, - I^/",, f, - 1^/„ .... der redu- 



n 



zirten Bedingungsgleichungen (170) erhalten werden. 

Zur Erlangung der Verbesserungen (1) = (1) — 1?,(2) = (2) — r,(3) = (3) — r, 
(4) = (4) — r, .... ist k^ dann zu rechnen nach: 



a V*»-^*« = ((«+l))- 



Beispiel 1: Die in unserm Beispiele erhaltenen Bedingungs- und 
Korrelatengleichungen sind, wenn wir zur Gewinnung einer bessern Uebersicht, 
für alle Faktoren, die nicht =0 sind, die Bezeichnungen a, 6, c, .... wieder 
einftihren: 



(155) 



Ol (0 +01 (2) -has (3) =/„, 
*. (4) +*. (5) -{-b, (6)=f,, 
Ol (7) +c« (8) +Co (9) =/",, - 
fl^io('o) + r/„(ii)-|-rf„(i2)=/'^, ^ 

'4(4) + *6(3)4-H(7)-i-t8(«) + Mo(i 



(156) 



(0 = fli^« + «i^-«4-Ai^-A» 

( 2 ) = a , A„ + ^ , ^' ^ 4- Ä 8 A ;i , 

(3) = as^a» 

(4) = 64Aj,+ «4^e4-«4^'o 

( 5 ) = 6 6 i- j, 4- e 6 ^' , 4- Ä 5 ^• j^ 4- 1 5 ^ £ 7 
l(6) = 6c^•,, 



ei(0-f-ß4(4)-l-«6 (5)+ß8 (8)=/^, 
9t (^)-^9i (7) +i7io ( 10) 4-^n ( 1 1 ) =/j, , 
Ä,(0-*-Ä.(2)-l-Ä5 (5) +Äio(io)=/^, 

0)4-1,, ( 11 ) = /'i, 

(8) =C8 ^•c^-«8 ^'« + »8 *o 

(9) =C9 ^cy 

( 10 ) = c?io ^'rf + .9 10 k^ 4- /* 10 ^A 4- «10 ki , 
( 1 1 ) = c?i, k^+gn k^ 4- «II ^\ , 
(i2) = rfi2Ä;^. 



In diesen Gleichungen ist aj = 01 = 03 = + l und sämtliche Gewichte sind 
ebenfalls =1. Wir können die Gleichungen also nach den Formeln (170) und 
(171) reduziren. Zu diesem Zweck bilden wir zuerst n, [6], [c], ...., wobei wir 
nach Nr. 5 nur die drei ersten Korrelatengleichungen berücksichtigen, da nur 
in diesen die Faktoren a vorkommen. Wir erhalten: 

n = 3, [6] = 0, [c] = 0, [rf]=0, [e] = 4-ei, [^^1=4-^7«, lh] = h,'{-h,, [0 = 0, 
und damit die reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 
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(170) 



^4 (4) +*6 (5) 4-io (6)=/^,, 



ci (7) +C8 (8) -i-cj, (9) =/",, 



c?io ( lo) 4- (/n ( n ) -I- rf,3 ( 12) = /•. , 



+ ß.(('3))=/^,-"^/'^, 
fl'sCC^)) 4- <77 (7) +^io*( 10) 4- //u ( 1 1 ) 

+ ^i(('3))=/-,-f^«, 
Äi((0) + Ä2((2)) + A5(5) + /mo(io) 

+ (Ä,+M((i3))=A-'^4^V„, 



»\(4) + «6(5)H-.-, (7)H-tB(8) + i,n(«o)4-t,,(ii) = /",, 



(Hl) 



((!)) = c,A, + /i,^-;^, 

((3))=0, 
(4) =*4^-6 + e4^-^H- l4^•,., 

(5) =Ä6^•^ + c5^•^+Ä5l•^4-«5^^•, 

(6) =*6^-,, 



(7) = Ct ^•c + ^7 *«-*-«7 ^*n 



(8) = Ca ^-^^ Ca ^•, + «8 ^ 

(9) = Co ^* 



t ' 



c» 



(172) *. = ((i3)) + l/„. 



{ 10) = rfio i-^ + Pio *y + A 10 *» + «" 10 *,• . 
(11) =rfll*<,+^ll*,+ «u*,-, 

(12) =rf„id, 
((•3)) = -*ff.-^'*,-i^*,. 

f (I) = ((•)) + *«. 
(173) { (a) = ((2)) + A«, 

i{3)=i„. 

In diesen reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen ist nun weiter 
*4 = *5 = ^6 = 4- 1, während die übrigen Faktoren b s'amtlich gleich Null sind, 
so dafs wir diese Gleichungen nach den Formeln (170) und (171) weiter reduziren 
können. Die Faktoren b kommen nur in der 4., 5. und 6. Korrelatengleichung 
vor, und wir erhalten: 

« = 3, [c]=0, [rfl = 0, [e] = e,-he,, [y] = 0, [h]=h,, [i] = t» + i5. 
Nach Ausführung dieser Reduktion erhalten wir Gleichungen, worin die nur 
in der 7., 8. und 9. Korrelatengleichung vorkommenden Faktoren c ebenfalls 
gleich 4- 1 sind, so dafs wir weiter reduziren können. Wir erhalten hierfür: 

n = 3, [rf] = 0, (e] = C8, [^1=^7-, [A] = 0, [t]~i7 + t8- 
Auch nach Ausführung dieser Reduktion können wir noch weiter reduziren, da 
in den reduzirten Gleichungen rfjo=rf,,=rf,3=-i-l ist, und weitere Faktoren (/nicht 
vorkommen. Wir erhalten hierfür aus der 10., 11. und 12. Korrelatengleichung: 

n = 3, [ö] = 0, [9]=gio + gn, [ä]=ä,o, [«1=«io4-Mi. 
P'Uhren wir die vorbezeichneten 8 Reduktionen gemeinschaftlich aus, so 
ergeben sich die folgenden reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 
f e.((<)) + e.((4))+«6((5)) + e,((8))+e,((.3)) + («, + a,)((.4)) 

+ *8((.5)) = /',-^f,-^?^/'»-^V., 



(170) 



ir.((*))+.if,((7))H-i?.o((«o))+i?„((ii)) + <7,((i3))+i,,((i5)) 

Ai ((')) + *.((»)) + A5((5))+A,o(( 10)) + (A,+A,)((i3)) + A.(( 14)) 

+ A..((.6))=/'.-*l±*l/'„-^/',_^V., 

••4((4))+«.((5))+|-,((7))4-.-a((8)) + t.„((io)) + .„((ii)) 

+ (•■4 + «.) ((14)) + (m +ü) (( «5)) + (.•,o + «>,)(( 16)) 



= rt- 



ü + «■( 



»4 q »0 5 'd' 
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Bedingte Beobachtungen. 



H. T. V. A. 



(171) 



((•)) = «! *«+*,*», 
((2)) =PS *(, + /«.*», 

((3)) =6, 

((4)) = «4*, + »4*,, 

((5)) = e5i, + A, *»+♦»*,, 
((6)) = 0, 

((8)) = e»i, + «B*j, 
((9)) = 0, 



(('0)) = ?io*j + *io*»H-«io*i. 

((I2))=0, 

((.3)) = -^l-.-f*,-^^iV 
((.4)) = -^4^*.-3»» 3 



*6 2. ii-±i'^z. 



3 ~» 3 

oder wenn für e, y, /«, », /" die im § 47 erhaltenen Zahlen werthe eingeführt werden: 

((i)) + ((4)) + ((5))+((8))+({i3)) + 2(04))+((i5)) 

= + 29-|(+16)-|(+l3)-|(-24) = +23, 

((2)) + ({7))+((«o)) + ((ii))+((i3)) + ((i5))+2((i6)) 

= -8-i(+16)-|(-24)-|(+19) = -18, 

((')) + ({»)) + ((5)) + (( .0)) + 2 (( i3)) + (( 14)) + (( i6)) 

= + 15-|(+16)-i(+13)-|(+19) = -6,333, 

-0,081 ((4))-0,208((5))+0,311 ((7))-0,376 ((8)) + 0,278((io)) 

+ 0,086 (( u )) - 0,289 ({ 14)) - 0,065 (( i J )) + 0,364 (( 16)) = — 13 

_^m(+i3)_^^(_24)-±^(+19) = -14,573. 



(170) 



Nr. 




P- 


e. 


9' 


k. 


• 


/. 


ee 
P 


eg 
P 


eh 
P 


e i 
P 


ef 

P 

l 


1 
2 
3 


a, — + 1 
aj = + 1 
aj =4-1 




+ 1 

• 

• 


• 

+ 1 

• 


+ 1 

+1 

• 


• 
• 

• 




4-1 

• 
• 

+1 
+ 1 

• 
• 

4-1 

• 

• 
• 
• 

-V» 
-V. 

-v. 

• 


-v. 

• 
• 


+ 1 

• 
• 

• 

4-1 

• 

• 
• 

• 
• 
• 

-V. 

• 
• 


• 
• 
• 

- 0,081 
-0,208 

• 
• 

- 0,376 

• 

• 
• 
• 

• 
4-0,193 
4-0,022 

• 


- 'V. 

- */» 

• 

4-29,000! 


4 
5 
6 


b, = + 1 
65 =-hl 
60 = + 1 




4-1 

4-1 

• 


• 
• 
• 


• 

+ 1 

• 


- 0,081 

— 0,208 

• 




7 

8 
9 


c, =+1 
Ca =4-1 
Co — + 1 




• 

4-1 

• 


+ 1 

• 

• 


• 
• 
• 


4-0,311 
— 0,376 

• 




10 
11 
12 


c/,o=4-l 
^u-4-1 
rfi.= 4-l 




• 
• 
• 


4-1 
4-1 

• 


4-1 

• 
• 


4-0,278 
4- 0,086 

• 




13 
14 
15 
16 




-3 
-3 
-3 
—3 


4-1 
4-2 

4-1 

• 


4-1 

• 

+2 


+2 
+ 1 

• 
4-1 


• 

- 0,289 

0,065 

+ 0,364 


^, = + 16 
/» = + 13 
/c = -24 


+ 2 


-V. 


+*/. 


-0,450 


4-23,000 
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((3))=0, 
(171) { ((4))=l-,-0,081*,, 

((5)) =*, + *, 

-0,208*,, 

((6))=0, 



(( 7))=*,+0,3lU-,, 
(( 8))=*, -0,376*,, 
(( 9))=0. 

((•o)) =*,+** 

+ 0,278*,, 

(('«))=*, +0,086*,, 



((-3))=-|*.-|*,-|*», 

., ,, 2 , 1 , - 0,289 , 
(('4))=-3-*.--3*» 3 — *o 



3 

((.6))^ — -3- *»-!** 



3 ~" 
+ 0,364 



(IW) 



((•»)) =0, 
Weiler erhalten wir nach den Formeln (172) und (173): 

*a=(('3)) + i/a, *» = (('4)) + |^, *, = ((l5)) + |/',, *d=((«6)) + -J/-j. 



tk • m 



(173) 






(7) = ((7))=^'o, 

(8) = ((8)) = i-,, 

(9) = ^c» 



(io) = ((io)) + ^.^, 

(I2) = i-^. 



(4) = ((4)) + ^-6, 
(3) = ((5)) + ä:,, 

Aus den Faktoren der reduzirten Korrelatengleichungen (171) ergeben sich 
die Faktoren der reduzirten Endgleichungen in gewohnter Weise, wie die nach- 
folgende Tabelle zeigt. 

In diese Tabelle ist alles mit aufgenommen, was erforderlich ist, um ohne 
weiteres die sämtlichen Faktoren der reduzirten Endgleichungen aus den Faktoren 
der Korrelatengleichungen (156) zu bilden. Letztere sind in die 2. bis 7. Spalte 
der Tabelle unter Nr. 1 bis 12 eingetragen. Daraus ergeben sich die Faktoren der 
13., 14^ 15. und 16. reduzirten Korrelatengleichung als Summe der Faktoren e^g^ /i, t 
in den die Faktoren a, 6, c, d enthaltenden Korrelatengleichungen 1 bis 8, 4 bis 6, 
7 bis 9, 10 bis 12 mit dem Gewichte, welches gleich ist der negativen Anzahl 
der betreffenden Korrelatengleichungen. In die 8. Spalte sind die Widersprüche 



r 
I. P 



gh 



4-1 



-Hl 



4-1 
+ 1 

* 

-V. 



+ 1 



+ 1 



-Vi 



9* 
V 



9f 
P 



lih 
P 



P 



P 



ti 



+ 0,811 



4- 0,278 

+ 0,086 



% 



+ 0,022 
- 0,243 



'Vs 



- 8,000 



+ 1 
+ 1 



+ 1 



+ 1 



Vs 

V« 



- 0,208 



+ 0,278 



+ 0,096 
- 0,121 



-«•/. 
-"/. 



+ 15,000 



+ 0,0066 
+ 0,0433 

• 

+ 0,0967 
+ 0,1414 

• 

+ 0,0778 
+ 0,0074 



0,0278 
0,0014 
0,0442 



iL 
p 



iL 
p 



+ 2 



4- Va + 0,454 — 18,000 



+ 2 



+ 0,045 — 6,333 



0,2993 



+ 1,2523 

— 0,5200 

- 2,3053 
-13,0000 






676/. 



»*'/; 



- 14,5730 



454,000 
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Bedingte Beobachtungen. 



II. T. V. A, 



fa"» fb'* fc"* fd eingetragen, die mit den Faktoren und reziproken Werthen der 
Gewichte der 13., 14., 15., 16. reduzirten Korrelatengleichung multiplizirt die Be- 
träge liefern, die zusammen mit den Widersprüchen f^^fgif^^ /,• die Widersprüche 
der reduzirten Endgleichungen liefern. Wie danach aus den in der 3. bis 8. Spalte 
eingetragenen Zahlenwerthen die Faktoren der reduzirten Endgleichungen gebildet 
sind, ist ohne weiteres ersichtlich. 

In die letzte Spalte sind die Beträge 





LpJ LpJ 


LpJ 


-[f]- 


i i' 


-¥ 


2,000 


— _ 


0,667 


+ 


0,667 


1 


1 

0,450 - 


23,000 


-h 2,000 
-- 0,222 


-h 0,667 
4- 0,222 


-¥ 


0,454 
0,150 ; 




1 
1 


1 
,4- 

l 

1 


0,333 

1 

1 


1 
1 

1 


0,333 , 


1 + 

1 

! 


0,225 '+ 

IL 

1 


11,500 

11,423 

1,663 

1,788 


+1 1,778 1 


+! 0,889 


4- 


0,304 ;; 


! 


1 
i-f- 




1 
1 


0,500 - 

i 

1 
1 


0,171 1 

1 

k = 


\ 


-h 


8,528 



» ' I .1 I 

Mit den für k^^ k^y ^*^, k^ erhaltenen Zahlenwerthen ergeben sich nach den redu- 
zirten Korrelatengleichungen (171) dieZahlenwerthe für(( i)), ((2)), ((3)),.... ((16)) 
wie folgt: 



( 
( «) 

( 3) 
( 4) 
( 5) 

( 6 
{ 7) 
( 8) 
( 9) 

(10) 

(i3) 



( '4) 
(•5) 



= *« + *» = - Ji46. 
= *» + *» = + 0.88, 

= 0,00, 

= A, — 0,081*,. = + 7,64, 

= *« + *» — 0,208 fcj = + 9,1 1, 

= 0,00, 

= /t^ + 0,31U-,. = — 10,44, 

= fc^ - 0,376 A-, = + 22,63, 

= 0,00, 

= *» + *A +0.278*4 = - 13,75, 

= it^ + 0,086 kf = + 0,99, 

= 0,00, 

1 

3 "' 



-« *« - 3 *, - 3 ** = + 0,362, 



1 



2 

3 
— 0,289 



^ . i . — 

~ 3 ' 3 * 3 



*, = - 5,583, 



i=--i-A- -1* _=^'06äjt __4064 

( .6))= - 1 A, - 1 *, - ±M64 k. = + 4,251 . 
Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (178): 

*a=(('3)) + -3-/a= + 5.695. 



*ft = (('4)) + 4/» = -l,250, 

*» = (('5)) + y/c 12,064, 

*d=(('6)) + y/'d= + 10,584. 
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f 1 f , ^icH _, Sa 



aufgenommen, die die, durch die Reduktion weggefallenen 4 ersten reduzirten 
Endgleichungen zu der nach Formel (161) zu berechnenden Fehlerquadratsumme 
liefern. 

Die Auflösung der reduzirten Endgleichungen ist in der folgenden Tabelle 
durchgeführt. 



[sh. 


0- 




LpJ 


• • 

LpJ 




Probe. 


4- 


18,000 
7,667 


4- 


2,000 
0,222 
0,445 


4- 


0,045 
0,150 
0,152 


4- 
4- 


6,333 
7,667 
5,167 


4- 


0,2993 
0,1012 
0,0520 
0,0014 


4- 


14,5730 
5,1750 
1,7668 
0,2849 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 


454,000 

264,500 

60,055 

58,521 

372,967 


4- 
4- 

4- 
4- 


454,000 
81,144 
96,534 
31,591 

739,857 


+ 


10,333 


4- 
4- 


5,812 
8,v,«l 
2,494 


+! 1,333 


14- 


0,043 "4- 


8,833 








0,0322 


4- 


6,625 
1,637 


4-i 0,1447 


4- 


7,3463 




k,- 


— 


50,769 


4- 


1210,043 


4- 


1210,058 


H- 


5,363 


— 


4,988 



Endlich ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe der Verbesserungen 
(i), (2), (3), .... (12) nach den Formeln (173) mit: 



(«) = ({>)) + *„ = + 4,24, 
(2) = ((2)) + *„ = + 6,08, 
(3)= +fc„ = + 5,70, 

(4) = ((4)) + *6 = + 6,39, 

(5) = ((5)) + Aft = + 7,86, 
(6)= +ij = -l,25, 



( 7) = (( 7)) + K=- 22,50, 

( 8)=(( 8))+A, = + 10,57, 

( 9)= +*c 12,06, 

(io) = ((io))+A^ = - 3,17, 

(n) = ((ii)) + i„ = +ll,57, 

(i2)= +*^ = + 10,58. 



Die Zahlenwerthe stimmen mit den im § 49 erhaltenen Zahlenwerthen bis 
auf kleine Abweichungen in der letzten Stelle Uberein. 

Nach dem unter Nr. 6 geschilderten Verfahren ergeben sich die in die redu- 
zirten Endgleichungen einzusetzenden Widersprüche wie folgt: 





n. 


17. 


n = n + o. 




n. 


V. 


n — n4-v. 


1 


39 


48 


55 


4- 5,3 


39 


49 


00,3 


7 


34 


04 


07 


- 8,0 


34 


03 


-■■ 1 
59,0 


2 


33 


37 


34 


4- 5,3 


33 


37 


39,3 


8 


29 


14 


02 


- 8,0 


29 


13 


54,0 


3 


286 


33 


15 


4- 5,3 


286 


33 


•^0,3 


9 


296 


42 


15 


— 8,0 


296 


42 


07,0 


359 


59 


44 


4-15,9 


359 


59 


59,9 


360 


00 24; -24,0 1 


360 


00 


00,0 


Sa 


360 


00 


00 


1 








s. 


360 


00 


00 










fa 




4- 


16 


1 








fc 






24 








1 
1 


4 


52 


04 


30 


4- 4,3 


52 


04 


34,3 


10 


47 


41 


12 


4- 6,3 


47 


41 ■ 18,3 1 


5 


58 


52 


04 


4-4,3 


58 


52 


08,3 


II 


64 


37 


15 


4- 6,3 


64 


37 


21,3 


6 


249 


03 


13 


4- 4,3 


249 


03 


17,3 


12 


247 


41 


14 


4- 6,3 


247 


41 


20,3 


359 


59 


47 


4-12,9 


359 


59 


59,9 


359 


59 


41 


-1-18,9 


359 


59 


59,9 


s. 


360 


00 


00 










Sa 


360 


00 


00 










h 




4- 


13 










fd 




4- 


19 











224 



Bedingte BeobachtoDgen. 



11. T. V. A. 



1 


39 


49 


00,3 






4 + 5 


110 


56 


42,7 


%«m(4 + 5) 


9.97 031 


8 


29 


13 


54,0 


cpl log sin 8 


0.31 127 


179 


59 


37,0 


Se 


180 


00 


00,0 






fe 




+ 


23,0 






2 


83 


37 


39,8 


7 


34 


03 


59,0 


log sin 7 


9.74 831 


10 + 11 


112 


18 


39,7 


cpl log sin {10 + 11) 


0.03 379 


180 


00 


18,0 


K 


180 


00 


00,0 






fl 




— 


18,0 






1 + 2 


73 


26 


39,7 


10 


47 


41 


18,3 


log sin 10 


9.86 894 


5 


58 


52 


08,3 


cpl log sin 5 


0.06 753 


ISO 


00 


06,3 


0.00 015 


Sh 


180 


00 


00,0 


Si 


0.00000 


A 






6,3 


fi 


15 



Die Faktoren der reduzirten Endgleichungen werden im Übrigen ebenso gebildet, 

wie auf Seite 220 und 221 gezeigt ist. Die Auflösung der reduzirten Endgleichungen 

ergiebt: 

*, = + 2,97, t^ = + 5,8I, Aj = — 4^7, *, = — 53,73. 

Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (171): 



(( I )) = - 1,90, 
((2)) = +0,94, 
((3))= 0,00, 
((4)) = 4-7,32, 
((5)) =4-9,28, 
((6))= 0,00, 



(( 7)) = - 10,90, 
(( 8)) = + 23,17, 

(( 9)) = 0,00, 
((10)) =-14,00, 

((M))=+ 1,19, 



((i3)) = + 0,32 = ft<., 
((14)) =-5,53 = *», 

((i5))= 4,09 = *,, 

((,6))= + 4,27 = Av 



((i2))= 0,00, 

Sodann ergeben sich die Verbesserungen (1), (2), (3), (12), die den 

bereits einmal durch Zulegung von v^, ««, v», ....«k verbesserten Winkeln 1, 2, 

3, 12 noch beizufügen sind, nach den Formeln (133) zu: 

(1)=-1,6, (4) = +l,8, (7) = -15,0, (10) = -9,7, 

(2) = + 1,3, (5) = + 3,8, (8) = + 19,1, (11) = + 5,5, 

(3) = + 0,3, (6) = -5,5, (9) 4,1, (12) = + 4,3. 

Durch Zulegung dieser Verbesserungen ergeben sich die wahrscheinlichsten 

Werthe I, 11, III, ....XII der Winkel zu: 



I 


= 1+ (1)= 39« 


49' 00,3 " — 1,6 " 


— 39" 


48' 58,7", 


II 


— 2+ (2)— 33 


37 39,3 + 1,3 


= 33 


37 40,6 , 


III 


— 3+ (3) — 286 


33 20,3 + 0,3 


= 286 


33 20,6 , 


IV 


— 4+ (4)— 52 


04 34,3 + 1,8 


= 52 


04 36,1 , 


V 


= 5+ (5)— 58 


52 08,3 + 3,8 


= 58 


52 12,1 , 


VI 


= 6+ (6) = 249 


03 17,3 — 5,5 


— 249 


03 11,8 , 


VII 


- 7+ (7)- 34 


03 59,0 -15,0 


= 34 


03 44,0 , 


VIII 


- 8+ (8)- 29 


13 54,0 +19,1 


= 29 


14 13,1 , 


IX 


= 9+ (9) — 296 


42 07,0 — 4,1 


-296 


42 02,9 , 


X 


= 10 + (10)- 47 


41 18,3 — 9,7 


— 47 


41 08,6 , 


XI 


= 11+ (11)= 64 


37 21,3 + 5,5 


— 64 


37 26,8 , 


XII 


= 12+ (12) = 247 


41 20,3 + 4,3 


= 247 


41 24,6 , 
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die mit den im § 49 erhaltenen Werihen bis auf 0,5" übereinstimmen. Diese im 
Verhältnis zu den Beobachtungsfehlern bedeutungslose Abweichung rührt davon 
her, dafs sich bei dem hier eingeschlagenen Verfahren /^ = — 6,3 und /^. = — 15 
ergeben hat, während sich im § 49 hierfür — 6,333 und — 14,5742 ergeben hat. 

§ 51. Systematische Anordnung der Rechnungen. 

1. Bei der praktischen Anwendung des Verfahrens für bedingte Beobachtungen 
kann die Aufstellung des Formelapparates in der Regel auf die Aufstellung der 
Bedingungsgleichungen (150) eingeschränkt werden, wenn die ganze Rechnung in 
zweckmäfsiger Weise systematisch geordnet wird. Nur in einzelnen Fällen kann 
allenfalls noch die Aufstellung der Formeln (154) für die Differenzialquotienten 
erforderlich werden. Dabei gewinnen die Rechnungen meistens noch an Ueber- 
sichtlichkeit und auch an Sicherheit, da mehr Proben in einfachster Weise gezogen 
werden können. Um zu zeigen, wie dies zu ermöglichen ist, ist das Beispiel 1 
in solcher Weise geordnet auf Seite 226 bis 229 nochmals mitgeteilt. Zur Erläuterung 
diene folgendes: 

2. Zuerst werden die Beobachtungsergebnisse durch arabische Ziffern fort- 
laufend nummerirt und die Nummern in die sich auf die vorliegende Aufgabe 
beziehende Figur übersichtlich eingetragen. 

3. Sodann wird nach dem in den §§ 43 und 44 dargelegten Verfahren oder 
nach speziellen später zu entwickelnden Regeln die Anzahl der zu erfüllenden 
Bedingungen festgestellt und die Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen 
durchgeführt. 

4. Hiernach werden die Objekte, worauf sich die zu erfüllenden Bedingungen 
beziehen, in geregelter Ordnung durch Buchstaben bezeichnet. Diese Buchstaben 
werden durch die ganze Rechnung beibehalten zur Bezeichnung der Faktoren der 
betreffenden umgeformten Bedingungsgleichungen und als Indices aller GrÖfsen, 
die zu den Bedingungsgleichungen gehören. Defshalb werden Buchstaben, die in 
den allgemeinen Formeln eine besondere Bedeutung haben, hierbei nicht verwendet 

Wenn ein Teil der Bedingungsgleichungen später durch Reduktion der Be- 
dingungs- und Korrelatengleichungen nach dem im § 50 dargelegten Verfahren 
wegfallen kann, werden die Objekte, wofür diese Bedingungsgleichungen gelten, 
zweckmäfsig durch die ersten oder durch die letzten Buchstaben bezeichnet. 

Die Buchstaben zur Bezeichnung der Objekte werden ebenfalls in die Haupt- 
figur oder in Nebenfiguren für die einzelnen Objekte eingetragen. 

Im vorliegenden Beispiele sind die 4 Punkte ^1, §2, §3, §4, deren Winkel 
die Bedingungen erfüllen müssen, dafs die Winkelsumme 360** ist, mit P^, P^» 
P^, P^ bezeichnet. Es sind für diese Objekte die ersten Buchstaben gewählt, 
weil die zugehörigen Bedingungsgleichungen später durch Reduktion der Bedingungs- 
und Korrelatengleichungen wegfallen. Sodann sind die Dreiecke ^12 3, 
§§314, §g412, deren Winkel die Bedingung erfüllen müssen, dafs die Winkel- 
summe 180** ist, in der Reihenfolge, wie sie in der folgenden Seitenberechnung 
vorkommen, mit e, ^, h bezeichnet, unter Vermeidung des Buchstabens /, der 
in den allgemeinen Formeln zur Bezeichnung der Widersprüche dient. Die Be- 
zeichnungen sind in kleine in die Hauptfigur eingezeichnete Dreiecke eingetragen. 
Endlich ist das Viereck §§12 34, worin die Bedingung erfüllt werden mufs, 
dafs die Seitenberechnung ohne Fehler abschliefst, mit i bezeichnet. Die Seite 
§1 — §2, wovon bei der Seitenberechnung ausgegangen wird und worauf die 
KoU. 15 
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II.T. V.A. 





^''^' 












/ A \^ 




1. Bedingungsgleichungen. 
P„: I -h II +III =360^ 








/ 


;-» ^ 




Sz Pf,: IV 4- V 4- VI=860% 






^'^i4 


' z^— 


"H 




' P^ : VII 4- VIII 4- IX — 360% 






•^ 


ri 


1/ 




P^: X 4- XI 4- XII — 360% 








\ 


/ 




j^: I + IV + V + VIII -180% 
J^: II + VII 4- X 4- XI -180% 
Jf^i I + II + V -h X -180% 






\ 


ß/ 




^ . «m(IV 4- V) «n VII mX 
V*- «/»VIII«m(X4-XI)mV 


= 1 






1 


^Pc'i^ 




"— X • 






Fig. a. 










2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. | 


Bezeichnung der 


Beobachtete 
Winkel 


V, 


n = n4-t7. 


Verbesserungen 








n. 








( 


nj. 




Punkte, 


Winkel. 


o 


r 


ff 


II 


O \ 1 n 






II 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 1 


Pa'^'^ 


1 


39 


48 


55 


4- 


5,3 


39 


49 


00,3 


(1) 


— 


1,1 




2 


33 


37 


34 


4- 


5,3 


33 


37 


39,3 


(2) 


+ 


1,0 




3 


286 


33 


15 


4- 


5.3 


286 


33 


20,3 


(3) 


4- 


0,1 


359 


59 


44 


4- 


15,9 


359 


59 


59,9 




0,0 




Sa 


360 


00 


00 


















fa 




+ 


16 


















P,-^i 


4 


52 


04 


30 


4- 


4,3 


52 


04 


34,8 


(4) 


4- 


2,0 




5 


58 


52 


04 


4- 


4,8 


58 


52 


08,3 


(5) 


-i- 


3,5 




6 


249 


03 


13 


4- 


4,3 


249 


03 


17,3 


(6) 


— 


5,5 


359 


59 


47 


4- 


12,9 


359 


59 


59,9 




0,0 




St 


360 


00 


00 




















ft 




4- 


13 


















Pc'&^ 


7 


34 


04 


07 


_ 


8,0 


34 


03 


59,0 


(») 


— 


14,8 




8 


29 


14 


02 


— 


8,0 


29 


13 


54,0 


(8) 


4- 


18,8 




9 


296 


42 


15 


— 


8,0 


296 


42 


07,0 


(9) 


— 


4,0 


360 


00 


24 


— 


24,0 


360 


00 


00,0 




0,0 




s. 


360 


00 


00 




















fc 




— 


24 


















Pä-&* 


10 


47 


41 


12 


4- 


6,3 


47 


41 


18,3 


(10) 


.^ 


9,4 




II 


64 


37 


15 


4- 


6,3 


64 


37 


21,3 


(11) 


4- 


5,4 




12 


247 


41 


14 


4- 


6,3 

t 


247 


41 


20,8 


(12) 


4- 


4,0 


359 


59 


41 


4- 


18,9 


' 359 


59 


59,9 




0,0 




Sä 


360 


00 


00 




















fa 




4- 


19 
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2«. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


Bezeichnung der 


Winkel n. 


Verbesserungen (n) 


cpllog 

Mfl ff 


Verbesserungen t (n) der 


ecke. 


M. Vt««l»- 

te. 


Winkel. 


1 ' " 


der Winkel. 


■og iin ß. 


Logarithmen. 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


e. 


S8 


(c: 8 


29 


13 


54,0 


(8) 


+ 


18,8 


0.31 127 


-0,38(8) 


^^ 


7,1 




g2 


ß: 4 + 5 


110 , 


56 


42,6 


(4) + (5) 


+ 


5,5 


9.97 031 


-0,08 ((4) + (5)) 


— 


M 




gl 




39 - 


49 


00,3 


(1) 


— 


1,1 










179 


59 


36,9 


+ 


23,2 






Se 


180 < 


00 


00,0 




















f. 




+ 


23,1 








0.03 379 


+0,08 ((10) + (11)) 




0,3 


9' 


84 


a: 10 + 11 


112 


18 


39,6 


(10) + (11) 


— 


4,0 




g3 


/»:7 


34 


03 


59,0 


(7) 


— 


14,8 


9.74 881 


+0,82(7) 


— 


4,7 




gl 


y: 2 

T 

9 


33 


37 


39,3 


(2) 


+ 


0,9 










180 


00 


17,9 


— 


17,9 






Ä, 


180 


00 


00,0 




















f. 






17,9 








0.06 753 


-0,12(5) 




0,4 


h. 


g2 


a: 5 


58 


52 


08,3 


(5) 


+ 


3,5 




g4 


/J: 10 


47 


41 


18,3 


(10) 


— 


9,4 


9.86 894 


+0,20(10) 


— 


1,9 


i 


§1 


r:l-h2 


73 


26 


39,6 


(l)+(2) 


— 


0,1 




-^i 






180 


00 


06,2 




6,0 


aoooi5 


— 


14,8 






Sh 


180 


00 


00,0 








0.00000 


= Ä, 










fk 




— 


6,2 








-15|=/, 






3, Faktoren der Korrelaten- 




gleichungen. 


4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 


Nr. 




P- 


c. 


9' 


h. 


• 

1. 


ee 


eg 


eh 


ei 


99 


9k 


s*. 


hh 


hi 


• « 

tt 
















V 


V 


P 


V 


P 


P 


f 


V 


P 


P 


1 


«1 = + 1 




+1 


• 


+ 


l . 


+1 


• 


+ 1 


• 


1 
• 


m 


. 


+1 


• 


m 


2 


a, = + 1 




. 


+1 


+] 


l . 


. 


■ 


• 


. 


+1 


+1 


. 1 


+1 


. 


. 


3 


a, = + 1 




• 


• 




• 


• 


• 


• 


—0,08 






• 
• 


• 




+0,0064 


4 


64 =4-1 




+1 


• 




-0,08 


+1 . 


5 


65 - + 1 




+1 


• 


+] 


L —0,20 


+1 . 


+1 


-0,2c 


. 


. 


• 


+1 


-0,20 


+0,0400 


6 


6e = + 1 




• 


. 




• 


• 
• 


• 


• 
• 


• 

• 


1 • 
II 

+1 




• 

+0,82 




• 
• 


• 
+0,1024 


7 

1 


c, = + 1 




• 


+1 




+0,82 


8 


Ca = + 1 




+1 


• 




-0,38 


+1 


. 


. 


—0,38 


. 


. 


• 


. 


• 


+0,1444 


9 


Co =+1 




• 


• 




• 


• 


• 


* 


• 
• 


• 

+1 


• 
+1 


+0,28 


+1 


• 

+0,281 


• 

+0,0784 


10 


d,o=-f-l 




• 


+1 


+1 


l +0,28 


11 


rf„== + l 




• 


+1 




+0,08 


. 


• 


• 


• 


+1 


. 


+0,08| 


• 


. 


+0,0064 


12 
18 


d„=-i-l 




• 


• 




. 


• 


-V. 


-V. 




• 

-V. 


* 

-V. 


• 


-V. 


• 


• 
• 




-3 


+1 


+1 


-hi 


l . 


U 




-3 

1 


+2 


• 


+1 


l -0,28 


-V» 


■ 


-V. 


+0,18 


. 


• 


• 


-V. 


+0,09 


-0,0261 


15 




-3 


+1 


+1 


• 


—0,06 


-V, 


-'/. 


• 


+0,02 


i-V. 


• 


+0,02 


. 


• 


—0,0012 


16 




—3 


. 


+2 


+1 


l +0,36 


• 


. 


. 


. 


-V. 


-V. 


-A24 


-Vs 


-0,12 


—0,0482 










+2 


-v. 


+"/. 


-0,45 


+2 

1 


+v. 


+0,46 

1 


+2 


+0,05 


+0,3075 
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5. Auflösung der 



ra 



m 



[j] ■ [V] 



-f. 



m 



[%']■ 



rä 



4- 



2,00 1| - 



0,67 



+ 0,67 



0,45 - 



23,10 



+ 



+ 



0,33 



0,33 4- 



0,225 



+ 



1 



1 



! + 



^•.= 



11,55 

11,46 

1,55 

1,82 



2,001 + 



- I 0,2i 



+ 



0,67' + 
0,22 



4- 



1,78 



+ 



0,89 



0,50 



4- 



0,46 
0,15 



0,31 



+ I 3,46 



0,174 



K- 



6. Berechnung der Verbesserungen (n). 



Nr. 





4- 


p^9 


4- 




4- 




, — 


(n). 


3,46 




• 


— 


4,68! 


■ 


1 


1,20 ! 


• 


4- 


5,47 


— 


4,66 




• 


4- 


0,81 


• 




• 




• 




■ 




• 1 



(n). 



(n)(n). 



1 4- 

2 

3 



4 
5 
6 



4- 
4- 



3,46 I 
3,46' 



4,66 I 4- 



4- 4,08 



10,19 



4-| 7,54 
4- 8,99 i 



8 -t- 



3,46 



4- 



5,47 



4- 



16,80 P — 
19,36!| + 



i 10,83 
22,82 



10 
11 
12 



13 
14 
15 
16 



• 


4- 


5,47 


— 


4,66 - 


14,27 


— 


• 


+ 


5,47 


1 


4,08 


4- 


• 




■ 




• i 


. ! 

1 





;(2))+^- 



[(3)) + fc 



a 
a 
a 



4- 
4- 



1,06 
0,95 ! 
0,14 



:{4))+*t 

:(5))+Ar, 



+ 
+ 



2,02 
3,47 
5,52 



;(7)) + * 



C 
C 



4- 



14,82 

18,83 

3,99 



1,15 




1,82 


4- 


3,11 




• 1 


1 
4- 


2,31 


« 


4- 


1,55 




4,76' 


— 


1,15 
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Seitenberechnung abgeschlossen wird, ist in der Figur durch Doppellinien be- 
zeichnet. Ferner ist auch in den kleinen Dreiecken, worin die Bezeichnungen 
e, g^ k eingetragen sind, die Grundlinie durch Doppellinien und die aus der 
Grundlinie zu berechnende Seite durch eine stärker gezogene Linie bezeichnet 

5. Nach diesen Vorbereitungen können die Bedingungsgleichungen (150) 
ohne weiteres nach der Figur hingeschrieben werden. Für die Aufstellung der 
Seitengleichungen kann noch die Regel gemerkt werden, dafs in den Nenner die 
Sinus der Winkel kommen, die der Grundlinie gegenüber liegen und in den 
ZUhler die Sinus der Winkel, die der aus der Grundlinie zu berechnenden Seite 
gegenüber liegen. 

Für das vorliegende Beispiel sind die Bedingungsgleichungen auf Seite 226 in 
Abtheilung 1 der Tabelle aufgestellt. 

6. Die Bedingungsgleichungen (150) geben allen erforderlichen Anhalt um 
die Rechnung nach den allgemeinen Formeln (151) bis (173) durchführen zu 
können. 

Zunächst werden fUr die Objekte, wofür die Bedingungsgleichungen reduzirt 
werden sollen, die Widersprüche / nach den Formeln (151) und (152) berechnet 
und die Beobachtungsergebnisse nach den Formeln (93) und (94) oder (102) und 
(103) verbessert. 

Für das vorliegende Beispiel ist dies auf Seite 226, Abtheilung 2 der Tabellen 
in den Spalten 1 bis 5 durchgeführt. 

Mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen werden die übrigen Wider- 
sprüche / ebenfalls nach den Formeln (151) und (152) berechnet. 

Dies ist auf Seite 227, Abtbeilung 2a, in den Spalten 1 bis 4 und 6 durch- 
geführt. Hierbei sind die Winkel in den Dreiecken so angesetzt worden, dafs als 
^ a immer der Winkel genommen worden ist, der der Grundlinie des Dreiecks 
gegenüber liegt, wofür in der Seitenberechnung also cpl log sin a anzusetzen ist, 
während als /_ ß der Winkel genommen worden ist, der der aus der Grundlinie 
zu berechnenden Seite gegenüber liegt, wofür also in der Dreiecksberechnung 
log sin ß anzusetzen ist. 

7. Den in der Berechnung der Widersprüche vorkommenden Gröfsen werden 
sogleich die Ausdrücke fUr die Verbesserungen beigeschrieben, die sie erhalten 

müssen, damit die Bedingungsgleichungen (150) erfüllt werden. Die allgemeine 

dF dF 

Form für diese Ausdrücke ist ^^— (n). FUr den Differenzialquotienten ^ — brauchen 

ön ^ ön 

nur in seltenen Fällen die Formeln aufgestellt und die Zahlenwerthe nach diesen 
Formeln berechnet zu werden, vielmehr kann in den meisten Fällen der Diffe- 
renzialquotient ohne weiteres hingeschrieben werden. Am häufigsten ist er + 1 

oder — 1. Wenn der Widerspruch / logarithmisch berechnet und in Einheiten 

dF 
der letzten Stelle der Logarithmen ausgedrückt wird, ist - gleich der meistens 

genügend genau aus der Logarithmentafel zu entnehmenden logarithmischen 
Differenz für eine Einheit der Verbesserung (n). Beispielsweise ist, wenn 
n a + 225,23 ist und die Verbesserungen in Centimeter ausgedrückt werden, 

log 225,23 = 2.85 263 und —~^ = -f- 1,9 ; denn wie ohne weiteres aus der Loga- 
^ ' 9n 

rithmentafel zu entnehmen ist, ändert sich log 225,23 um 1,9 Einheiten der letzten 
Stelle des Logarithmus, wenn die Verbesserung (n) sich um einen Centimeter 
ändert Ferner ist, wenn n = + 36*'28' 20" ist und (n) in Sekunden ausgedrückt 

wird, lo^ sin 36^ 28 ' 20" = 9.77 411 und ^ ^^ *"* " = + 0,28, oder wenn n = + 132*» 28,7' 
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ist und (n) in Minuten ausgedrückt wird, %«m 132^28,7' = 9.86 778 und ^^^^^^" 

= — 11, oder wenn n=58'*32' ist und (n) inMinuten ausgedrückt wird, cp/%«/i 58*32' 

= 0.06 91 und ^'P^j^y*^" = - 0,7. 

dF 
Im vorliegenden Beispiele sind die Ausdrücke für die Verbesserungen ^— (n) 

auf Seite 226, Abtheilung 2, im ersten Teile der Spalte 6 und auf Seite 227, Ab- 
theilung 2a, im ersten Teile der Spalten 5 und 7 zusammengestellt. 

8. Die Summe der Verbesserungen mufs gleich sein den vorhandenen 
Widersprüchen, wonach die umgeformten ßedingungsgleichungen (155) ohne 
weiteres nach der Zusammenstellung der Ausdrücke für die Verbesserungen hin- 
geschrieben werden können. 

Beispielsweise ergeben sich aus Abtheilung 2a, Spalte 4 und 5, sowie 6 und 7 
die umgeformten Bedingungsgleichungen für Dreieck e und Viereck t wie folgt: 

{2)H-{7) + (10)-f.(U) = -17,9, 
-0,08 (4) + {—0,08 -0,12 = — 0,20) (5) 4-0,32 (7) -0,38 (8) 

+ (+0,08 + 0,20 == + 0,28) (10) + 0,08 (11) = — 15. 

Es ist aber gar nicht nöthig, diese umgeformten Bedingungsgleichungen 
erst aufzustellen, vielmehr können nach der Zusammenstellung der Ausdrücke für 
die Verbesserungen sogleich die Faktoren der Korrelatengleichungen zusammen- 
gestellt werden, wie es auf Seite 227 in Abtheilung 3 der Tabelle geschehen ist. 
Zu dieser Zusammenstellung und zu den folgenden ganz schematischen Rechnungen 
sind weitere Erläuterungen kaum noch nÖthig. Es sei nur noch darauf hin- 
gewiesen, dafs nach Berechnung der Verbesserungen (n) in Abtheilung 6 der 
Tabelle in Abtheilung 2 und 2a den im ersten Teile der Spalten 6, 5 und 7 
stehenden Ausdrücken der Verbesserungen im zweiten Teile der Spalten ihre 
Zahlenwerthe beigefügt sind und dafs durch ihre Aufsummirung festgestellt ist, dafs 
ihre Summe in der That gleich den vorhandenen Widersprüchen ist. 



2. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Bestimmung von 

Knotenpunkten in Polygonnetzen. 

§ 52. Spezielle Regeln für die Peststellung der zu erfüllenden 

Bedingungen. 

1. In einem Polygonnetze ergiebt sich die Anzahl r der zu erfüllenden Be- 
dingungen aus der Anzahl n der zu bestimmenden Knotenpunkte und aus der 
Anzahl n^ der gemessenen Züge.*) 

Ein Zug genügt zur gegenseitigen nicht versicherten Festlegung zweier Knoten- 
punkte. Um die weitern Knotenpunkte gegen die beiden ersten Knotenpunkte 
einfach unversichert festzulegen, genügt für jeden weitern Knotenpunkt ein Zug. 
Demnach sind für die einfache, nicht versicherte gegenseitige Festlegung von n 
Knotenpunkten n — 1 Züge erforderlich, während alle weitern Züge je eine 
überschüssige Bestimmung und somit auch nach Regel (147) je eine zu erfüllende 
Bedingung liefern. 

*) Wenn in einem Polygonnetze die rechtwinkligen Koordinaten der Knotenpunkte aus den ge- 
messenen Winkeln und Strecken der Polygonsciten bestimmt werden sollen, so ergeben sich 8 Gruppen 
von Bedingnngsgleichungen und zwar je eine Gruppe für die Winkel, für die Ordinatenunterschiede 
und f&r die Abscissenunterschiede. Jede Gnippe wird aus bekannten Gründen fQr sich behandelt und 
das hier und im folgenden Gesagte gilt dann fQr die einzelnen Gruppen von Bedingungsgleichangen. 
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(174). Wenn demnach n neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n Züge mit einander verbunden sind, so istdie 
Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen: 

r = ;>, — ( Tip — 1 ) = », — n^ + 1 . 

Beispiel 1: In dem nebenstehend dargestellten Netze sind behufs Bestimmung 

der Höhen der «^ = 5 Punkte /',, P„ P«, 
P4, Pfi die Höhenunterschiede zwischen 
diesen Punkten in den dargestellten n, = 9 
Zügen oder Strahlen durch 6 malige gegen- 
seitige Beobachtung der Zenithdistanzen be- 
stimmt. Bei Berechnung der Höhen nach 
dem Verfahren für bedingte Beobachtungen 
ergeben sich demnach 
(174) r = n, — »^+1 = 9-54-1 = 5 

zu erfüllende Bedingungen. 

2. Wenn das Polygonnetz an gegebene 

Punkte angeschlossen ist, so genügt ein 

Anschlufszug, um das Netz einfach, nicht 

versichert gegen die gegebenen Punkte festzulegen. Alle weitern Anschlufszüge 

liefern je eine überschüssige Bestimmung und somit auch je eine zu erfüllende 

Bedingung, so dafs durch n^ Anschlufszüge n^ — l Bedingungen hinzukommen. 

(175), Wenn demnach n^ neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 

Polygonnetzes durch n, Züge mit einander und durch n^ Züge mit 

gegebenen Anschlufspunkt en verbunden sind, so dafs im ganzen 

2V, = r»^4-ii^Züge vorhanden sind, so ist die Anzahl rd er zu erfüllenden 

Bedingungen: 

r = /i, - n^ + 1 + (n^ - 1) = AT, — n^. 

Die Regeln (174) und (175) gelten auch für den Fall, dafs ftir je eine, an 
einen neu zu bestimmenden Knotenpunkt anschliefsende Polygonseite die Neigung 
gegen die Abscissenlinie des Koordinatensystems, aus den Winkeln des Polygon- 
netzes zu bestimmen ist und ferner auch für den Fall, dafs n^ Strahlen, deren 
Richtungen neu zu bestimmen sind, durch n^ Winkel gegenseitig festgelegt und 
durch n^ Winkel an Strahlen angeschlossen sind, deren Richtungen gegeben und 
unverändert beizubehalten sind. 

Beispiel 2: In dem bereits im §21 und im §35 behandelten Nivellements- 
netze sind die n == 6 
neu zu bestimmenden 
Knotenpunkte ©© 2, 3, 
4, 5, 6, 7 durch A^,= ll 
Züge untereinander und 
mit den gegebenen Punk- 
ten D O 1, 57, 58, 59, 
verbunden.*) Bei Be- 
handlung dieses Netzes 
nach dem Verfahren für 




Fig. 12. 



bedingte Beobachtungen ergeben sich demnach 

*) Die Zuge 9, 10 und 11 können auch als ein Zug behandelt werden, womit die 00 6 und 7 als 
Knotenpunkte ausscheiden. Damit vermindert sich die Anzahl der Züge und der neu zu bestimmenden 
Knotenpunkte um 8, während die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen unverändert bleibt 
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(175) r = iV^-«^ = ll-6= 5 

zu erfüllende Bedingungen. 

3« In Nivellements- und andern Polygonnetzen, wo keine sich Über- 
schneidenden Züge vorkommen, und die nicht an mehrere gegebene Punkte an- 
geschlossen sind, ist die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen gleich der Anzahl 
der vorhandenen geschlossenen Polygone. Die zu erfüllenden Bedingungen er- 
geben sich dann ohne weiteres daraus, dafs in jedem geschlossenen Polygon die 
Summe der wahrscheinlichsten Werthe der beobachteten GrÖfsen ihren Sollbetrag 
erfüllen mufs. 

In solchen Fällen, wo sich überschneidende Züge vorkommen, können die 
zu erfüllenden Bedingungen auch immer in einfacher Weise festgestellt werden, 
indem zunächst die Beobachtungsergebnisse ausgewählt werden, die zur einfachen, 
nicht versicherten Bestimmung der gesuchten GrÖfsen ausreichen, und indem dann 
nach einander für jedes überschüssige Beobachtungsergebnis nach der Figur fest- 
gestellt wird, welche Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 

Beispiel I: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Höhenlage der Punkte I\, Pj, Pa, P4, P^ reichen die Höhenunterschiede der 
Strahlen 1, 2, 3, 4 aus. 



Durch Hinzutritt des 
Höhenunterschiedes 



ergiebt sich die Bedingung, dafs die Summe der in ein- 
heitlicher Richtung genommenen Höhenunterschiede 
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Hiermit sind die zu erfüllenden 5 Bedingungen festgestellt und zwar derart, 
dafs die Bedingungen sämtlich von einander unabhängig sind, wie es sein mufs.*) 

4. Wenn Nivellements- oder andere Polygonnetze, worin keine sich über- 
schneidenden Züge vorkommen, an gegebene Punkte angeschlossen sind, so er- 
giebt sich eine bildliche Darstellung der sämtlichen geschlossenen Polygone, wofür 
je eine Bedingung aufzustellen ist, indem die gegebenen Punkte in der Netzskizze 
durch einen Polygonzug, mit einander verbunden werden, dabei aber aus dem 
Polygonzuge kein geschlossenes Polygon gebildet wird, indem die das Polygon 
vollends schliefsende Verbindungslinie weggelassen wird. 

In andern Fällen wird zweckmäfsig in der Weise vorgegangen, dafs 
zuerst so, wie unter Nr. 3 erläutert ist, die Bedingungen festgestellt werden, die 
ohne Berücksichtigung der gegebenen Stücke zu erfüllen sind, dafs dann ein 
gegebenes Stück ausgewählt wird, das zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs 
genügt, und dafs nunmehr für jedes weitere gegebene Stück nacheinander fest- 
gestellt wird, welche Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 

*) Das hier dargestellte Verfahren kann auch eingeschlagen werden« wenn die Bedingungen fest- 
zustellen sind, die die behufs Bestimmung von Strahlen -Richtungen unabhängig von einander beob- 
achteten Winkel erfüllen müssen. Man braucht nur die Strahlen als Punkte und die Winkel als Ver- 
bindungslinien der betreffenden Punkte darzustellen, um nach der sich ergebenden Figur die zu erfüllenden 
Bedingungen einfach und sicher festzustellen. Für die Bestimmung der Anzahl r der zu erfüllenden 
Bedingungen können die Formeln (174) und (175) angewendet werden, wenn unter n^ und Ng die 
Anzahl der beobachteten Winkel, unter n^ die Anzahl der neu zu bestimmenden Richtungen ver- 
standen wird. 

Auch die weitere Durchfuhrung der Berechnung kann ebenso erfolgen, wie im folgenden für 
die Beispiele 1 und 2 gezeigt wird. 
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Beispiel 2: In untenstehender Figur ist das Nivellementsnetz durch Hinzu- 
fügung des die gegebenen Punkte verbindenden Polygonzuge O i — O ^'3' ~ E3 58 
— 059 ergänzt, womit eine Darstellung der 5 geschlossenen Polygone a, b, o, 
dy e gewonnen ist, worin die Bedingung zu erfüllen ist, dafs die Summe der 
Höhenunterschiede gleich Null sein mufs. 




F«p4. 



§ S8. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere Durch- 
führung der Rechnung. 

Nachdem die zu erfüllenden Bedingungen festgestellt sind, können die Be- 
dingungsgleichungen hingeschrieben werden und kann die weitere Rechnung in 
der im § 51 dargelegten Weise durchgeführt werden. Es kann aber für Polygon- 
netze noch eine weitere Vereinfachung erreicht werden, indem für die Bildung 
der Faktoren der Endgleichungen mechanische Regeln aufgestellt werden, wonach 
diese Faktoren direkt aus den Gewichten der Beobachtungsergebnisse gewonnen 
werden können. Diese Regeln können besser für das Beispiel 2 entwickelt werden, 
als für das Beispiel 1, weshalb wir das Beispiel 2 hier zuerst behandeln. 

Beispiel 2: Die Polygone, wofür die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, sind bereits in obenstehender Figur mit a, ^, c, d^ e bezeichnet. Die 
„Polygonrichtung^% die wir bei Zusammenstellung der Höhenunterschiede in den 
einzelnen Polygonen innehalten, ist durch die die Buchstaben umschliefsenden 
Pfeile bezeichnet, während die Richtung, worin die beobachteten Höhenunterschiede 
genommen sind, durch die neben den Zuglinien eingetragenen Pfeile bezeichnet 
ist. Stimmt Polygonrichtung und Zugrichtung Uberein, so ist der Höhenunterschied 
in den Bedingungsgleichungen im positiven Sinne, im andern Falle im negativen 
Sinne zu nehmen. Sind I, II, III, .... XI nun die wahrscheinlichsten Werthe der 
Höhenunterschiede in den Zügen 1, 2, 8, .... 11, so ergeben sich nach unserer 
Figur folgende Bedingungsgleichungen: 

Polygon a: 4-IV-f- V + IX-|-X-fXI - VIII = = 5^, 

,, b: — II + 111+ VIII- VII = = 5^, 

c: + II- I + ./^J7 = o = 5,, 

„ d: +ili + iv + ^///*J=0«5^, 

e: + v + VI + ^ÄJJ = = 5.. 

Hiernach ergeben sich die Faktoren der Endgleichungen wie folgt: 
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Vergleichen wir die in den 
Figur 24, so ergiebt sich folgendes 
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einzelnen Spalten stehenden Summanden mit 



[ — 1 ist gleich der Summe der reziproken Werthe der Gewichte der ZUge, 



bb 



dd 



die in dem Polygon a vorkommen, und ebenso sind [ — 1, [ — 1^ [~]» [ — J 

gleich der Summe der reziproken Werthe der Gewichte der Züge, die in den 
Polygonen b^ c^ d^ e vorkommen. 

Ferner ist [ — 1 gleich dem reziproken Werthe des Gewichtes des Zuges, den 



ad 



bc 



die Polygone a und b gemeinschaftlich haben, und ebenso sind [ — 1» [~li f — j» 



rbd 



L 



— 1 gleich den reziproken Werthen der Gewichte der ZUge, die die Polygone a 



be 



und (/, a und 6, b und c, b und d gemeinschaftlich haben, wUhrend [ — 1, [ — 1, 

[ — 1, [ — ]» [ — 1 gleich Null sind, entsprechend dem, dafs die Polygone a und 

c, b und e, c und cf, c und e, d und e keinen Zug gemeinschaftlich haben. Das 

Vorzeichen der Produktensummen [ — 1, [ — 1, [ — 1, [ — ], [ — 1 ist positiv, 

wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden benachbarten Polygonen in gleicher 
Polygonrichtung, dagegen negativ, wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden 
benachbarten Polygonen in entgegengesetzter Polygonrichtung genommen ist 
und defshalb der wahrscheinlichste Werth für den gemeinschaftlichen Zug in den 
beiden betreffenden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes Vor- 
zeichen hat. 

Hiernach ergeben sich folgende Regeln für die Bildung der Faktoren der 
Endgleichungen: 

1. [ — ]?[ — 1>[~]'[ — ]»•••• ^^"^ gleich der Summe der reziproken 

Werthe der Gewichte der ZUge, die den Polygonen a, 5, c, (/,... . 
angehören. 
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2. Berechnung der Widersprüche, Zusammenstellung der reziproken Werthe der 

Gewichte, sowie der Verbesserungen. 



Der 

An- 
fangs- 
punkt. 



Züge 

End- 
punkt. 



Höhen- 
unter- 
schiede. 



1 
P 



m 



Verbesser- 
ungen. 



mm 



Der Züge 

An- 



fangs- 
punkt. 



End- 
punkt. 



Höhen- 
unter- 
schiede. 



m 






Verbesser- 
ungen. 

I mm 



Polygon a. 



4 

58 
5 
6 
7 
3 



58+4 

5 -¥- 5 

6 +9 

7 +IO 

3 -hii 

4 - 8 



0,4815 0,98;|-h(4)| 



0,3038 1,79 
X 8,2362 1,43 
X7,3380 1,09 



0,3515 
3,2962 



0,91 
1,02 



0,0102 7,22, 



+ (3) 

4- (9) 
+(io) 

-(8) 



2,0 
3,9 
0,3 
0,2 
0,2 
3,6 



57 
2 
1 



2 
1 
57 

-fc 



Polygon c. 
0,5625 
x7,0252 
2,4170 



+ 2 
— I 

-hJH 



I« 



2,27; +(2)1 -5,7 



1,22 -(i) 



0,0047 3,49 



-+-1,0 



-4,7 



Polygon rf. 



-10,2 



Polygon b. 



57 

4 
58 



2 
57 

4 
3 



57 - 

4 -I- 

3 -f. 

2 - 



X 9,4375 
X 9,5052 
X 6,7038 



2,27 
0,89 
1,02 



4,3378 1,56 




h(2)-f- 5,7 




4 

58 
57 

fä- 



4-3 
+ 4 



X 9,5052 
0,4815 
0,0140 



0,89 
0,98 



,0,0007 1,87 



+(3) 
+(4) 



+1,3 
—2,0 



-0,7 



Polygon e. 



58 

5 

59 



5 
59 

58 

-f. 



+ 5 

+ 6 

+ JH 



0,3038 1,71 
X8,90102,( 
0,8030 



0,0078 



3,71 



+(6) 



-3,9 
-3,9 



-7,8 



3. Auflösung der Endgleichungen. 



[f ]• [~\ [>-]• [-;]• 



ra 



mm 



bb 



m 



[vi- 



bd 



ra 



be 



m 



mm 



+7,22 



—1,02 



+0,98 +1,79 +10,20 



+0,141 



-0,136 



-0,248 



- 1,41 
+ 0,48 
+ 0,25 

» 

+ 0,47 



+5,74 
—0,14 



—2.27 



+0,89 
+0,14 



+0,25 



—15,70 
+ 1,44 



+5,60 —2,27 +1,03 +0,26 



+0,405 —0,184 



k^= -0,21 



-0,045 



^.= 



-14,26 



+ 2,55 
+ 0,09 
+ 0,34 
+ 0,32 



+ 3,30 



v;-] 



[7'] 



m 



-fc- 



mm 



dd 



ra 



de 



m 



-/. 



d 
mm 



m 



mm 



Probe. 



+3,49 



-0,92 



+0,42 



+0,10 



+4,70 



-5,78 



+2,57 +0,42 l-f0,10 -1,08 



+1,87 
—0,13 
--0,19 
-0,07 



-0,24 
-0,05 
■0,02 



-0,163 



-0,039 



K- 



-H)42 
+0,08 
+0,30 



+1,48 —0,31 



+0,70 
-1,39 

+2,62 
+0,18 



+2,11 



+0,80 



+0,209 



^ä- 



— 1,43 
-0,41 



—1,84 



+3,79 
-0,44 
-0,01 
-0,00 
—0,06 



L 



+8,28 



K- 



+7,80 
-2,53 
+0,64 
+0,04 
+0,44 



+6,39 



-1,95 



-14,88 
36,36 
0,45 
- 3,02 
-12,46 



66,67 



— 2,14 
-51,81 
3,76 
14^9 
15,21 



-66,69 
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, _w 


;c^t^\H 


0/ % tW (F **V\ 


J^*- n 


*• i ^ Bc: 


dj 


^^-^^^"1^ 


Kl^A 


— ^ 


®C*^ ---TL— ---^'*'*^ 


- ^V..^^^----'^ Fig. 24. 


1. Bedingungsgleichungen. 


Polygonal +IV+V+ IX+ X + XI~ Vni-0~Ä„, 


^ i: - IH-IIH-Vm-VII-O-Äf^, 


c: + II- I + ^//rf»-0-5,, j 


„ rf: 4.IlI-+-IV + ^HlJ-0-Ä^, 


1 


4. Berechnung der Verbesserungen (»). 


5. Mittlere Fehler. || 


Nr. 


1 
P 


f*«+^-* + f^-c+|*.* + ^^.=tn).{n)(n). 


p, |/>(n)(n). 

1 


m-±l/'^ 




(n)(n)] 
















1 




K »• 


1 


1,22 




• 


-0,98 


• 


• 


- 0,98 


0,96 


0,82, 0,79 


= ±3,7 mm. 


2 


2,27 


• 


— 7,49 


+ 1,82 


• 


• 


— 5,67 


32,15 


0,44 14,15 


3 


0,89 


• 


-h 2,94 . 


— 1,64 


• 


+ 1,30 


1,69 


1,12 1,89 


4 


0,98 


—0,21 


• • 






-1,80 


• 


- 2,01 


4,04 


1,02 


4,12 


5 


1,79 


-0,38 


• 








-3,49 


- 3,87 


14,98 


0,56 


8,39 


'"!'"" -^Vpuo. 


6 -2,00 


• 








-3,9d 


- 3,90 


i 15,21 


0,50 


7,60 


7 


1,56 


. 


-5,15 






1 


- 5,15 


26,52 


0,64 


16,97 


±^'Vo.25 


8 


1,02 


+0,21 


+ 3,37 






. 


■ 


+ 3,58 


12,82 


0,98 


12,56 


9 


1,43 


-0,30 


• 






• 


■ 


-0,3d 


0,09 


0,70 


0,06 


10 


1,09 


-0,23 


• 








■ 


— 0,2a 


1 0,05 


0,92 


0,05 


— db 7,4mm. 


11 


0,91 


—0,19 . 








• 


— 0,19 


! 0,04 

1 


l,lü 


0,04 


] 


-1,10 


-va 


+ 0,84 


3,44 


-7,39 


-17,42 


1 I 


6G,62 


6. Zusammenstellung der verbesserten Höhenunterschiede. | 


Der Zuge 




Der ZUge 




Der ZUge 




An- 




HShen- 


An- 




Höhen- 


An- _ . 


Höhen- 


fangs- 
punkt. 


End- 
punkt. 


unterschiede. 


fa ngs- 
punkt. 


End- 
punkt. 


unterschiede. 


fangs- 
punkt. 


End- 
punkt. 


unterschiede. 


Polygon a. 


Polygon b. 


Polygon (L | 


4 ; 58 


+ IV 1 0,4795 


2 57 


-II 


X9,4432 


57 


4 


4-ni 


X9,5065 


58 1 5 


4-V 


0,2999 


57 4 


+ 111 


x9,5065 


4 


58 


+ IV 


0,4795 




6 


+ IX 


X8/2359 


4 , 3 


+ VIII 


X6,7074 


58 57 


+j// 


0,0140 


G 

7 


7 
3 


+ x 

+ XI 


x7,3378 
0,3543 


3 2 


VII 


4,3429 








1 






0,0000 


0,0000 


3 4 


— VIII 


3,2926 


P 1 vpn n /». 


Polygon e. l 


1 

1 




0,0000 


57 


2 


~ -- *" 
+ 11 '• 


0,5568 


J r^ 

58 5 1 


+ v 


0,2999 


1 




1 


2 


1 


— I 


X7,0262 


D 


59 


+ VI. 


x8,8971 








' 1 


1 


57 


+ J// 


2,4170 


59 


58 


-k-äH 


0,8030 




1 




















i 


0,0000 


0,0Ü00 
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[7]. [7]' 



sind gleich 

den reziproken 

Werthen des • 

Gewichtes der 

den Polygonen 



a u. Ä, a u. c, a u. (/, • • • 

6 u. c, & u. (/, • • • 

c u. rf, • • • 



mein- 
schaft- 
lichen 
Züge, 



und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die Höhenunterschiede des gemein- 
schaftlichen Zuges in beiden Polygonen in gleicher Richtung, mit negativem Vor- 
zeichen, wenn sie in beiden Polygonen in entgegengesetzter Richtung genommen 
sind und defshalb der wahrscheinlichste Werth fUr den gemeinschaftlichen Zug in 
den beiden betreffenden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen hat. 

Diese Regeln gelten allgemein für alle Polygonnetze , einerlei ob sie an 
gegebene Punkte angeschlossen sind oder nicht. 

Werden demnach bei Berechnung der Widerspruche f gleich die Summen 
der reziproken Werthe der Gewichte der in dieser Berechnung vorkommenden 
Beobachtungsergebnisse mit gebildet, so können danach die Faktoren der End- 
gleichungen ohne weiteres hingeschrieben werden. 

Mit Benutzung dieser Regeln fUr die Bildung der Faktoren der Endgleichungen 
kann die Rechnung durchgeführt werden wie folgt: (Siehe die Tabellen auf 
Seite 236 und 287.) 

Beispiel 1: Für das im § 52 behandelte trigonometrische Höhennetz sind 
die Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte in folgender Tabelle zusammen- 
gestellt: 





Strahlen- 


Höhen- 


Gewicht 




Strahlen- 


1 
Höhen- 


Gewicht 


Strahl. 


lUnge. 


unterschied. 




1 


Strahl. 


lUnge. 


unterschied. 




1 
1 




km 


m 


P- 


P 




km 


m 


P' 


P 


PxPt 


17,0 


1 


-h 17,582 


1,38 , 0,78 


P.P. 


13,9 


6 


— 25,711 


2,07 


0,48 


P,P» 


21,7 


2 


-f- 8,821 


0,85 


],18 


P.P, 


6,9 


/ 


— 28,104 


8,35 


0,12 


P.P, 


16,9 


3 


-i- 16,911 


1,40 


0,71 


P.P. 


18,6 


"8 


4- 2,471 


1,15 


0,87 


P.P, 


11,8 


4 


-11,205 


2,86 


0,85 


P.Pt 


23,6 


9 


-h 6,272 


0,72 


1,39 


P.P. 


16,7 


5 


-h 8,981 


1,44 

1 


0,69 










1 


1 
1 
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Die Gewichtseinheit ist das Gewicht eines Höhenunterschiedes fUr einen 
Strahl von 20km Länge in nahezu horizontaler Richtung. 

Die Dreiecke, wofUr nach § 52, Nr. 3 die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, zeichnen wir uns nochmals getrennt auf, bezeichnen sie mit a, &, c, d^ e 
und kennzeichnen die Richtung, die wir bei Zusammenstellung der Höhen- 
unterschiede innehalten wollen, durch um die Buchstaben gezogene Pfeile. Dann 
ergeben sich die Bedingungsgleichungen wie folgt: 



Ja 
Jb 
Je 
Jd 
Je 



-hl -V -II =0 = 5^, 
+ 11 +VI +III «0 = Ä^, 
— III-VII + IV ^O^iS^, 
+ VI — VII-VIII = = iS'^, 
+ 1 -IX +IV =0=Ä,. 



Die weitere Rechnung gestaltet sich ganz ebenso wie beim Beispiel 2, wefshalb 
wir ihre Durchführung unterlassen. 



3. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 

Dreiecksnetzen. 

f 54. Spezielle Regeln für die Feststellung der Gesamtanzahl der zu 

erfüllenden Bedingungen. 

1. Bei der Berechnung von Dreiecksnetzen ist in erster Linie darüber 
zu entscheiden, wie die auf den einzelnen Standpunkten erlangten Beob- 
achtungsergebnisse behandelt und in die weitern Rechnungen eingeführt werden 
sollen. 

Bei Dreiecksnetzen niederer Ordnung und auch bei Dreiecksnetzen höherer 
Ordnung, die lediglich gelegt werden, um den Dreiecksnetzen niederer Ordnung 
als Grundlage zu dienen und die nicht für weitergehende wissenschaftliche Zwecke 
benutzt werden sollen,*) können die auf den einzelnen Standpunkten erlangten 
Beobachtungsergebnisse für sich ausgeglichen werden und können die hierdurch 
gewonnenen wahrscheinlichsten Werthe der Winkel oder Richtungen in der Regel 
ohne weiteres als unabhängige Beobachtungsergebnisse**) in die Berechnung des 
Dreiecksnetzes eingeführt werden. 

Wenn aber eine möglichst grofse Genauigkeit der Rechnungsergebnisse ge- 
fordert werden mufs, so müssen entweder die Bedingungen, die sich für die auf 
den einzelnen Standpunkten beobachteten Winkel oder Richtungen ergeben, den 
sich im übrigen für das Dreiecksnetz ergebenden Bedingungen hinzugefügt werden 
und die sich daraus ergebenden Rechnungen im Zusammenhange durchgeführt 
werden, wie es im 1. Kapitel dieses Abschnittes für ein einfaches Beispiel gezeigt 
ist, oder es mufs das im folgenden Abschnitte behandelte Verfahren für bedingte 



*) Vergleiche: Die Verbindungs- Triangulation zwischen dem Rheinischen Dreiecksnetze der 
Europäischen Gradmessung und der Triangulation des Dortmunder Kohlenreviers der Landesaufnalime 
von Dr. phil. C Reinhertz, Stuttgart, Karl Wittwer, 1899, worin ausführlich über die bezeichnete, 
von der Preufsischen Katasterverwaltung lediglich für die Neumessung grdiserer Komplexe ausgeführte 
Triangulation L Ordnung berichtet ist 

**) Vergleiche die Einleitung zum IL Teil, § 15, Nr. 3, Seite no. 
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vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen werden. Welches dieser beiden Verfahren 
zu wählen ist, wird in der Regel danach zu entscheiden sein, ob das eine oder 
das andere einfacher zum Ziele führt. 

Da nun im vorhergehenden bereits in genügendem Umfange erläutert ist 
wie die Ausgleichung der auf einem Standpunkte beobachteten Winkel oder 
Richtungen durchzufuhren ist, oder wie die sich dafür ergebenden Bedingungen 
festzustellen sind,*) so wird im folgenden nur behandelt, wie die sich im übrigen 
für ein Dreiecksnetz ergebenden Bedingungen festzustellen sind und wie danach 
die Rechnungen weiter zu führen sind, wenn die aus den Beobachtungen auf 
den einzelnen Standpunkten folgenden wahrscheinlichsten Werthe der Winkel 
oder Richtungen in die Dreiecksnetzberechnung eingeführt werden ohne Rücksicht 
darauf, wie diese Werthe gewonnen sind. 

Wir machen in dieser Beziehung nur eine Ausnahme für die einfachen Fälle, 
wo auf einem Punkte entweder die sämtlichen den Horizont schliefsenden Winkel 
oder wo neben den Einzelwinkeln einzelne Winkelsummen unabhängig von 
einander beobachtet sind und die Beobachtungsergebnisse als unabhängige Winkel 
in die Dreiecksberechnung eingeführt werden, um diese einfachen Fälle gleich in 
ihrem ganzen Umfange im Zusammenhange zu behandeln und um für Dreiecks- 
netze mit unabhängigen Winkeln allgemein gültige Formeln zur Berechnung der 
Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen aufstellen zu können. 

2. In Dreiecksnetzen ergiebt sich die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen 
verschieden je nachdem Winkel oder Richtungen in die Rechnung eingeführt 
werden. 

Werden Winkel eingeführt, so sind zur einfachen, nicht versicherten Be- 
stimmung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 2 Winkel in einem Dreieck 
und für jeden weitern Punkt ebenfalls 2 Winkel genügend. Wenn n Punkte 
vorhanden sind, so sind zur einfachen nicht versicherten Bestimmung ihrer gegen- 
seitigen Lage 2H-2(»p — 3) = 2n^ — 4 Winkel genügend. Alle übrigen Winkel 
sind überschüssig und liefern je eine Bedingung, so dafs, wenn n^ Winkel vor- 
liegen, die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen n,c — (2np — 4) = «^ 
— 2np-i-4 ist. 

Werden Richtungen in die Dreiecksnetzberechnung eingeführt, so sind zuerst 
die auf den einzelnen Standpunkten beobachteten Richtungen gegenseitig zu 
Orientiren. Zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Orientirung der 
Richtungen ist für jeden Standpunkt eine Richtung genügend, so dafs also zur 
einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Orientirung der auf n^, Standpunkten 
beobachteten Richtungen n^^ Richtungen genügen. Ferner sind zur einfachen, 
nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 
2 orientirte Richtungen und für jeden weitern Punkt ebenfalls 2 orientirte 
Richtungen genügend, so dafs also für n^ Punkte 2-h 2(np — 3) = 2»^ — 4 orien- 
tirte Richtungen genügen. Im Ganzen genügen also zur einfachen nicht ver- 
sicherten Bestimmung der gegenseitigen Lage von n Punkten aus Richtungen, 



*) Vergl. § 20, Beispiel 1 und die §§ 32—34, sowie die §§ 52 und 53, insbesondere die Note zu § 52, 
Nr. 8, Seite 2S3. 

Die Ausgleichung von Richtungsbeobachtungen in unvollständigen Sätzen nach dem Verfahren 
für bedingte Beobachtungen ist niciit behandelt, weil für solche Beobachtungen in der Regel bei der Be- 
rechnung des Dreiecksnetzes zwcckmäfsiger das Verfahren für bedingte vermittelnde Beobachtungen 
eingeschlagen wird. 

Siehe ferner Gau fs, Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen u. s.w. 2. Auf- 
lage, I. Teil, Abschnitt V. 
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die auf n,j Standpunkten beobachtet sind, n,^-f 2» ~4 Richtungen. Alle weitern 
Richtungen sind Überschüssig und liefern je eine Bedingung. Demnach ist die 
Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen, wenn n^ Richtungen vorliegen, gleich 
»f — (»*i + 2»p — 4) = n^ — n,, — 2np + 4. 

ist das Netz angeschlossen an n^ Dreiecksseiten, deren Neigungen oder 
Richtungen gegeben und unverändert beizubehalten sind, so genUgt eine Anschluls- 
seite zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs, so daüs n^—1 Anschlüsse über- 
schüssig sind und demnach in diesem Falle zu der oben berechneten Anzahl von 
Bedingungen noch n^— 1 Bedingungen hinzukommen. Bei der Abzahlung der 
im Dreiecksnetzc beobachteten Winkel oder Richtungen ist in diesem Falle zu 
beachten, dafs die Anschlufswinkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitzuzählen 
sind, wenn die betreffenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze 
angehören.*) 

Ebenso ist, wenn das Dreiecksnetz an «^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Längen gegeben und unverändert beizubehalten sind, eine Dreiecksseite 
zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs genügend. Die überschüssigen s^^l 
Anschlufsdreiecksseiten liefern demnach noch weitere s^— l Bedingungen zu den 
übrigen. 

Für lediglich durch Rückwärtseinschneiden bestimmte Dreieckspunkte erhalten 
die Bedingungsgleichungen eine so komplizirte Form, dafs solche Dreieckspunkte 
zweckmäfsig aus dem nach dem Verfahren für bedingte Beobachtungen aus- 
zugleichenden Netze ausgeschieden werden und besonders nach dem Verfahren 
für vermittelnde Beobachtungen berechnet werden. Bei Abzahlung der Punkte und 
Richtungen werden diese Punkte und die darauf beobachteten Winkel oder 
Richtungen daher ausgeschlossen. 

Hiernach ergeben sich die folgenden Regeln: 

In Dreiecksnetzen, woraus rückwärts eingeschnittene Punkte 
und die auf diesen beobachteten Winkel oder Richtungen aus- 
geschieden sind, ist die Gesamtanzahl r der zu erfüllenden Be- 
dingungen, 

(176) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ 
Winkel vorliegen,: 

r = n„ — 2n^-h4, 

(177) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ 
Richtungen auf n^| Standpunkten vorliegen,: 

r = fi^ — 2n^ — n,,-|-4, 

(178) wenn das Netz aufserdem noch an n^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigung oder Richtung gegeben und un- 
verändert beizubehalten ist, gleich der sich nach (176) oder (177) 
ergebenden Anzahl plus n^ — 1, 

(179) wenn das Netz aufserdem noch an s^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Länge gegeben und unverändert beizubehalten 
ist, gleich der sich nach (176) oder (177) und (179) ergebenden Anzahl 
plus «- — 1- 



*) Siehe Beispiel 4, Seite 348. 
Koll. 16 
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Bei Abz'^hlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden 
Anschlufswinkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezählt, wenn 
die betreffenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecks- 
netze angehören. 

Beispiele: In. den Zeichnungen zu den nachfolgenden Beispielen sind die 
Punkte, Winkel oder Richtungen fUr sich fortlaufend nummerirt, so dals die letzte 
Nummer, die durch Unterstreichen gekennzeichnet ist, die Anzahl der Punkte, 
Winkel oder Richtungen angiebt. 

Gegebene Punkte sind durch Doppelkreise, gegebene Dreiecksseiten durch 
dicke Linien hervorgehoben. 



Beispiel 1. 




Fig. 37. 

(176) r = n^-2»p + 4 

= 13 -2.5 + 4 = 7. 




Fig. 28. 

(176) r = n^-2np4-4 

= 19—2.6+4=11. 



Beispiel 4. 



Beispiel 8. 




Fig. 39. 

(176) r=(»„-2»p+4=9-2. 5+4=3) 
(178) +(„^-1=2-1 = 1) 

+ («„-l=2-l = l) = 5. 




Fig. 80. 

(176) r=(n ^-2np+4=12-2.6+4«4) 
+ («^-1=2— l=-l) = ö. 
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Beispiel 6. 



z 



'< 




15 

10 '' 1Z 

Fig. 8». 

V (177) r = n^-2/ip 

= 20 - 2 . 6 

= 6. 



9 
3 

7 



_> 



6 +4 



(176) r = 



n^ - 2»^ + 4 = 27 — 2 . 7 + 4 = 17. 



Beispiel 7. 




Fig. 33. 

(177) r = n^ — 2n^ — n,j + 4 

= 27 — 2-7 — 6-4-4=11. 



16* 
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§ 55. Einteilung der Bedingungen in Klassen und spezielle Regeln für 
die Feststellung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen einer jeden 

Klasse. 

1. FUr die sichere Feststellung der richtigen zu erfüllenden Bedingungen 
in Dreiecksnetzen ist es zweckmSfsig, die Bedingungen in 3 Klassen einzuteilen 
und festzustellen, wie viel von den überhaupt zu erfüllenden Bedingungen auf 
die verschiedenen Klassen entfallen. 

Wir teilen die zu erfüllenden Bedingungen demnach ein in 

a) Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, 

b) Bedingungen II. Klasse oder Netzwinkelbedingungen und 

c) Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen. 

S. Die Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen 
ergeben sich aus den Überschüssigen Winkeln, die zur gegenseitigen Festlegung 
der Strahlen-Richtungen auf den einzelnen Stationspunkten vorliegen. 

Zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen F'estlegung der auf einem 
Standpunkte zu bestimmenden Richtungen genUgen n— 1 Winkel, wenn n die 
Anzahl der Richtungen ist. Sind nun in einem Dreiecksnetze n^^ Standpunkte 
vorhanden und auf diesen n^ Richtungen zu bestimmen, so genUgen demnach 
zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der Richtungen auf den 
einzelnen Standpunkten n^ — n^f Winkel, so dafs, wenn Überhaupt n^ Winkel 
vorliegen, n^ — ('*r"~^*«) = '*w "" ^r + '**« Winkel überschüssig sind und ebenso- 
viele Bedingungen I. Klasse zu erfüllen sind. 

Wir erhalten daher als Regel: 

(180). In Dreiecksnetzen ist die Anzahl rj der zu erfüllenden Be- 
dingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn n^ 
Winkel zur Bestimmung von n^ Richtungen auf n^^ Standpunkten 
vorliegen,: 

Falls keine Winkel, sondern Richtungen vorliegen, so kommen keine Be- 
dingungen I. Klasse vor, denn, wie bereits angeführt ist,*) werden entweder die 
endgültigen Werthe der Richtungen ohne Rücksicht auf ihre Ableitung aus den 
unmittelbaren Beobachtungsergebnissen in die Rechnung eingeführt oder es wird 
das Verfahren für bedingte vermittelnde Beobachtungen angewendet. 

Beispiel l: (180) r^=»^ — n^4-n,,= 13- 18 + 5 = 0, 

Beispiel 2: =19 — 21+5 = 3, 

Beispiels: = 9 — 14 + 5 = 0, 

Beispiel 4: =14 — 20 + 6 = 0, 

Beispiel 5: =27 — 32 + 6 = 1. 

3. Die Bedingungen II. Klasse oder Netzwinkelbedingungen ergeben 
sich aus den Überschüssigen Winkelbestimmungen, die in den einzelnen, ge- 
schlossene Dreiecke oder Polygone bildenden Teilen des Dreiecksnetzes vor- 
handen sind. 

In einem geschlossenen Polygon mit n^^ Punkten ist, wenn sämtliche Winkel 
bestimmt sind, ein Winkel Überschüssig, die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen 
also gleich eins, oder gleich n,^— (»,, — 1). Tritt nun eine weitere irgend zwei 
Punkte des Polygons verbindende Linie hinzu, an deren beiden Enden die 
Winkel bestimmt sind, die die neue Linie mit den vorhandenen Linien bildet, so 



*) Vergleiche § 64, Nr. 1. 
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Fig. 34. 




'«e-2 



entstehen zwei geschlossene Polygone und in jedem dieser Polygone ist ein Winkel 
überschüssig. Damit kommt auch eine neue Bedingung 
hinzu, so dafs die Anzahl («,<4- 1) — (n,^— 1) wird. 
Treten weitere neue Linien hinzu, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind, so kommt mit jeder 
neuen Linie auch eine neue Bedingung hinzu und wenn 
n^ neue Linien hinzugekommen sind, so ist die Gesamt- 
anzahl der Bedingungen (»,< + »«)"('*•« — 1)* ^^ ""^ 
in dem ursprunglichen Polygon n^^ Linien vorhanden 
sind, so stellt n«<+n^ die Anzahl aller Überhaupt 
vorhandenen Linien dar, an deren beiden Enden die 
Winkel bestimmt sind, und wenn wir diese Anzahl mit n^ bezeichnen, so erhalten 
wir fUr die Anzahl rjj der Bedingungsgleichungen II. Klasse: ^// =''»/ — »«< + L 

Durch Linien, wofür nur an einem Ende die Winkel bestimmt sind, die sie 
mit andern Linien bilden, entstehen keine neuen geschlossenen Polygone, worin ein 
Winkel Überschüssig ist; es kommt dadurch also auch 
keine neue Bedingung hinzu. Bei Bestimmung der An- 
zahl Uf der Linien mUssen daher auch alle solche Linien 
ausgeschlossen werden. Ebenso mUssen auch bei Be- 
stimmung der Anzahl n^^ der Punkte alle die Punkte 
ausgeschlossen werden, die nur durch einseitig be- 
stimmte Linien festgelegt, also vorwärts eingeschnitten 
und keine Standpunkte sind, worauf Winkel beob- 
achtet sind. 

Wenn das Dreiecksnetz an Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigungen gegen eine Abscissenachse gegeben und unver- 
ändert beizubehalten sind, so genUgt die Neigung einer gegebenen Dreiecksseite 
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Neigungen der neu zu be- 
stimmenden Dreiecksseiten. Die Neigungen aller übrigen gegebenen Dreiecksseiten 
sind überschüssig und liefern je eine zu erfüllende Bedingung. Wenn also die 
Neigungen von n^ Dreiecksseiten zum Anschlufs gegeben sind, so liefern sie n^ — 1 
Bedingungen, womit die Gesamtzahl aller Bedingungen II. Klasse rjj=nf — n^^ 
-M-f-(n^— l) = n^-f»^ — n,^ wird. 

Demnach erhalten wir als Regel: 

In Dreiecksnetzen ist die Anzahl r^jder Bedingungen II. Klasse 
oder der Netzwinkelbedingungen, 

(181) wennn^^ Standpunkte durch n^ Linien verbunden sind, an 
deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind,: 

(182) wenn das Netz aufserdem an n^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigungen gegeben und unverändert bei- 
zubehalten sind,: 

*■//='*/ — '*•« "+"'*a- 
Beispiel 1: (181) r^^«=n, — n,^-M == 9 — 5-M = 5, 
Beispiel 2: = 9 — 5-M = 5, 

Beispiel 3: (182) r^J=n^ — n,,-^n„= 7 — 5-*-2 = 4, 
Beispiel 4: = 9 — 6-1-2 = 5, 

Beispiel 5: (181) rjy = «/—»,«+ 1 =12 — 6-1-1=7, 
Beispiel 6: =10 — 6-1-1 = 5, 

Beispiel 7: =12 — 6 + 1 = 7. 
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4. Die Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen in Dreiecks- 
netzen ergeben sich aus den überschüssigen Dreiecksseiten, die zur Bestimmung 
der Dreieckspunkte vorhanden sind. 

Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen Lage der 
ersten beiden Dreieckspunkte genUgt eine Dreiecksseite, während für den einfachen, 
nicht versicherten Anschlufs eines jeden weitern Punktes zwei Dreiecksseiten er- 
forderlich sind. Sind also n Dreieckspunkte ihrer Lage nach gegenseitig festzulegen, 
so genügen hierzu l-|-2(n — 2) = 2n — 3 Dreiecksseiten. Alle weitern Dreiecks- 
seiten sind Überschüssig und liefern je eine Bedingung, so dafs, wenn überhaupt 
n^ Dreiecksseiten bestimmt sind, die Anzahl rjjj der Bedingungen III. Klasse 
Tjjj = n, — 2»^ -h 3 ist. 

Hierbei ist es einerlei, wie die Dreiecksseiten bestimmt sind, also auch, ob die 
Winkel an beiden Enden oder nur an einem Ende der Dreiecksseite bestimmt sind. 

Wenn in dem Dreiecksnetze Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Länge 
gegeben und unverändert beizubehalten ist, so genügt eine solche Dreiecksseite, 
um daraus die Länge aller neu zu bestimmenden Dreiecksseiten einfach, nicht ver- 
sichert abzuleiten. Jede weitere gegebene Anschlufsseite liefert eine überschüssige 
Bestimmung des Längenmafses der neu zu bestimmenden Dreiecksseiten und somit 
auch eine zu erfüllende Bedingung. Wenn daher s^ Dreiecksseiten vorhanden sind, 
deren Länge gegeben und unverändert beizubehalten ist, so wird die Anzahl der 
Bedingungen IIL Klasse rjjj = n, — 2n^-h3 + («a— l) = n, — -2n^ + «a-f-2. 

Demnach ergiebt sich die Regel: 

Die Anzahl Tjj^ der Bedingungen III. Klasse oder der Seiten- 
bedingungen in Dreiecksnetzen ist, 

(183) wenn n Dreieckspunkte durch »^ Dreiecksseiten ver- 
bunden sind,: 

'•/// = «. -2;*^ + 3, 

(184) wenn aufserdem die Längen für s^ Dreiecksseiten des 
Dreiecksnetzes gegeben und unverändert beizubehalten sind,: 

*•///= '»^ — 2»^ + »a -I- 2. 

(183) r^jr^=», — 2»^ + 3= 9 — 2.5-h3 = 2, 

^12 — 2-6-f-3 = 3, 

(184) r^jy = n,-2n^ + «„+2 = 7-2.5-4-2-h2=l, 
(183) rj^=n^-'2nj,^-S= 9 — 2 -6^-3 = 0, 

= 20 — 2.7 + 3 = 9, 
= 10 — 2-6-1-3 = 1, 
= 15 — 2.7-1-3 = 4. 

Die Summe rj'hrjj'\-rj2j der sich nach den Regeln (180) bis (184) er- 
gebenden Bedingungen I., II. und III. Klasse mufs Übereinstimmen mit der sich nach 
den Regel (176) bis (179) ergebenden Gesamtanzahl r aller in einem Dreiecks- 
netze zu erfüllenden Bedingungen, womit eine Sicherung für die richtige Bestimmung 
der Anzahl der Bedingungen gewonnen wird. 

§ 56. Aufeuchung der zu erfüllenden Bedingungen. 
1. Die Bedingungen I. Klasse können in jedem Falle gefunden werden, indem 
zuerst für jeden einzelnenStandpunkt festgestellt wird, wie viel Bedingungen 
die vorliegenden Winkel nach Regel (180) erfüllen müssen und indem diese Be- 
dingungen nach der im § 52, Nr. 3 gegebenen Anleitung aufgesucht werden. Vielfach 
werden die Bedingungen I. Klasse aber ohne weiteres nach der Figur, worin die vor- 
liegenden Winkel bezeichnet sind, gefunden und hingeschrieben werden können. 



Beispiel 1 
Beispiel 2 
Beispiel 3 
Beispiel 4 
Beispiel 5 
Beispiel 6 
Beispiel 7 
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Beispiele: Nach §55, Nr. 2 sind im Beispiele 2: rj — S und im Beispiel 5: 
rj= \ Bedingungen I. Klasse zu erfüllen, in allen Übrigen Beispielen keine. Nach 
Figur 28 sind die 3 Bedingungen des Beispiels 2: 

1. dais die Summe der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel 4 und 3 
gleich sein muüs dem wahrscheinlichsten Werthe des Winkels 7, 

2. da(s die Summe der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel 10 und 11 
gleich sein mufs dem wahrscheinlichsten Werthe des Winkels 12 und 

3. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel auf Punkt 6 
gleich 360° sein mufs. 

Ebenso ist die eine Bedingung des Beispiels 5 nach Figur 31 die, dafs die 
Summe der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel auf Punkt 7 gleich 360° sein mufs. 

ft. Die Bedingungen IL Klasse werden am einfachsten und sichersten in 
der Weise festgestellt, dafs, wenn das Netz nicht sehr einfach ist, zuerst alle 
geschlossenen Dreiecke und Polygone, worin sämtliche Winkel bestimmt sind und 
die einfach ohne Diagonalverbindungen aneinander hängen, besonders aufgezeichnet 
werden. FUr jedes dieser geschlossenen Dreiecke und Polygone ergiebt sich dann 
die eine Bedingung IL Klasse, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werthe 
der Winkel den Sollbetrag (180° oder (» — 2)«180°) erfüllen mufs. Werden dann 
die übrigen Diagonallinien, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, 
einzeln nach einander hinzugenommen und jedesmal für eins der beiden Dreiecke 
oder Polygone, die durch Hinzutritt einer Diagonallinie entstehen, die Bedingung 
angesetzt, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel den Soll- 
betrag (180° oder (?i— -2)« 180°) erfüllen mufs, so werden damit alle Bedingungen 
IL Klasse gefunden bis auf die, die sich aus dem Anschlufs des Netzes an Dreiecks- 
seiten ergeben, deren Neigungen gegeben und unverändert beizubehalten sind. 
Letztere werden dann gefunden, indem zuerst eine gegebene Dreiecksseite auf- 
genommen und dann einzeln festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
Hinzutritt jeder einzelnen der weitern gegebenen Dreiecksseiten ergiebt. 

Beispiel 1: Für die einfach aneinanderh'angenden Dreiecke a^ b^ c ergeben 
sich zunächst die 3 Bedingungen, dafs in 
jedem dieser Dreiecke die Summe der 
wahrscheinlichsten Werthe der Winkel 
180° sein mufs. Durch Hinzutritt der 
Diagonaliinie 5—3 ergiebt sich dann weiter 
die Bedingung, dafs dies auch der Fall 
sein mufs für das Dreieck d und durch Hin- 
zutritt der Diagonallinie 1—3 für das Drei- ^^ ^* 
eck e, womit die aufzusuchenden 5 Bedingungen IL Klasse bestimmt sind. 

Beispiel 2: In gleicher Weise ergiebt 
sich für das Beispiel 2, dafs die 5 Bedingungen 
IL Klasse aufzustellen sind für die in Figur 37 
dargestellten Dreiecke o, 3, e, c? und e. 

Beispiel 3: Die ersten 3 Bedingungen 
IL Klasse sind aufzustellen für die 3 einfach 
aneinanderhängenden Dreiecke, woraus das 
Netz besteht, und die vierte Bedingung ergiebt ^^ '^' 

sich daraus, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel auf 
Punkt 2 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenen Neigungen der Dreiecks- 
seiten 2—1 und 2 — 3. 
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Beispiel 4: Ebenso ergeben sich die ersten 4 Bedingungen für die 4 Dreiecke 
des Netzes und die fünfte daraus, dafs die Summe der Winkel an dem Polygon- 
zuge 1 -— 8 — 4 — 6 gleich sein muls dem Unterschiede der gegebenen Neigungen 
für die beiden Anschluisseiten plus n • 180^ 

Beispiel 5: Wie beim Beispiele 1 und 2 ergeben sich hier die in den 
Figuren 88 dargestellten Dreiecke a, *, c, </, «, g^ ä, wofür die 7 Bedingungen 
II. Klasse anzusetzen sind« 

z 








Fig. 36. 

Beispiel 6: Die 5 Bedingungen IL Klasse sind anzusetzen für die 5 ein- 
fach aneinanderh'ängenden 
Dreiecke, woraus das Netz 
besteht. 

Beispiel 7: Die 7 
Dreiecke, wofür die Be- 
dingungen II. Klasse anzu- 
setzen sind, sind in den 
nebenstehenden Figuren 39 
Fig. 89. dargestellt. 

3. Behufs Aufsuchung der Bedingungen III. Klasse zerlegen wir das Dreiecks- 
netz nöthigenfalls in kleinere Teile und zwar so, dafs in jedem Teile nur eine 
einzige Linie Überschüssig ist, also nur eine Bedingung zu erfüllen ist und dafs in 
jedem Teile mindestens ein Punkt vorhanden ist, der mit allen übrigen Punkten des 
Teils durch Dreiecksseiten verbunden ist. Wir bezeichnen diese einzelnen Teile als 
Centralsysteme und den Punkt eines jeden Centralsystems, der mit allen übrigen 
Punkten des Systems durch Dreiecksseiten verbunden ist, als Centralpunkt. 

Die einfachsten Formen der Centralsysteme sind Vierecke mit 2 Diagonalen 
oder Polygone, deren Eckpunkte sämtlich durch Dreiecksseiten mit einem andern 
Punkte, dem Centralpunkte, verbunden sind. 

In der Regel wird die Anzahl der Centralsysteme mit der Anzahl der zu 
erfüllenden Bedingungen III. Klasse übereinstimmen (abgesehen von den Be- 
dingungsgleichungen III. Klasse, die aus dem Anschlufs an ihrer Länge nach 
gegebene Dreiecksseiten folgen), so daß mit Aufsuchung aller Centralsysteme 
auch der erforderliche Anhalt für die Aufstellung der Bedingungen III. Klasse 
gewonnen wird. Für die abweichenden Ausnahmefälle können keine allgemeinen 
Regeln gegeben werden; es wird aber meistens leicht sein, in diesen auisergewöhn- 
lichen Fällen die noch zu erfüllenden Bedingungen aufzufinden. 

Die einzelnen Centralsysteme werden einfach und sicher gefunden wie folgt: 
Es wird ein Centralsystem aus dem Dreiecksnetze herausgezeichnet und dann 
untersucht, ob noch weitere Dreiecksseiten vorhanden sind, die die Punkte dieses 
Centralsystems mit einander verbinden. Ist dies der Fall, so werden zuerst die 
Centralsysteme festgestellt, die sich durch Hinzunahme jeder einzelnen dieser 
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Verbindungsdreiecksseiten ergeben. Sodann wird ein neuer Punkt mit den Drei- 
eckssciten hinzugenommen, die diesen Punkt mit den Punkten des ersten Central- 
Systems verbinden. Zwei der hinzugenommenen Dreiecksseiten sind dann erforder- 
lich zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung des neuen Punktes, alle übrigen 
hinzugenommenen Dreiecksseiten liefern je eine neue Bedingung und demnach 
auch je ein neues Centralsystem. Nachdem diese neuen Centralsysteme festgestellt 
sind, werden die weitern Punkte samt den sie mit den vorher aufgenommenen 
Punkten verbindenden Dreiecksseiten nacheinander einzeln hinzugenommen und 
wird weiter verfahren wie nach Hinzunahme des ersten Punktes. 

Die Bedingungen III. Klasse, die sich ergeben aus dem Anschlufs des Netzes 
an Dreiecksseiten, deren Längen gegeben und unverändert beizubehalten sind, 
werden gefunden, indem zuerst eine gegebene Dreiecksseite in das Netz auf- 
genommen wird und dann flir jede einzelne der weiter gegebenen Dreiecksseiten 
festgestellt wird, welche Bedingung sich durch ihren Hinzutritt ergiebt. 

Beispiel 1: Wir nehmen zuerst das in Figur 40 dargestellte Centralsystem 
heraus. Dann ist nur noch Punkt 4 übrig, der mit den Punkten des ersten Central- 
Systems durch 3 Dreiecksseiten verbunden 
ist, so dafs sich durch Hinzunahme dieses 
Punktes mit seinen Dreiecksseiten 3 — 2 
= 1 neues Centralsystem ergiebt und 
zwar das in Figur 41 dargestellte. Hier- 
mit sind die Centralsysteme festgestellt, ^'^S' ^ ^'^ **• 
wofHr die 2 zu erfüllenden Bedingungen III. Klasse aufzustellen sind. 

Beispiel 2: Zuerst ist das in Figur 42 dargestellte Centralsystem her- 
ausgenommen. Durch die die 
Punkte 1 und 4 dieses Central- 
systems verbindende Dreiecks- 
seite ergiebt sich das in Figur 43 
und durch die Hinzunahme des 
Punktes 3 mit seinen 3 Dreiecks- 
seiten das in Figur 44 dargestellte 
Centralsystem. 

Beispiel 3: Es ist kein Centralsystem vorhanden, worin eine Bedingung 
III. Klasse zu erfüllen ist. Die einzige Bedingung dieser Art ergiebt sich daraus, 
dafs die Dreiecksseitenberechnung, von der ihrer Länge nach gegebenen und un- 
verändert beizubehaltenden Seite 2 — 1 ausgehend, auf die ebenfalls ihrer Länge 
nach gegebene und unverändert beizubehaltende Dreiecksseite 2 — 3 ohne Ab- 
weichung abschliefsen mufs. 

Im Beispiele 4 ist keine Bedingungsgleichung IIL Klasse zu erfüllen. 
Beispiel 5: Es ist zuerst das in Figur 45 dargestellte Centralsystem heraus- 
genommen, wonach sich die beiden in Figur 46 und 47 dargestellten Central- 








Fig. 43. 



Fig. 44. 






Fig. 45. 



Fig. 46. 



Fig. 47. 
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Systeme durch Hinzunahme der die Punkte 1 und 4, 3 und 6 verbindenden Drei- 
ecksseiten ergeben. Die drei weitern, in den Figuren 48 bis 50 dargestellten 
Centralsysteme folgen durch Hinzutritt des Punktes 2 mit seinen 5 — 2 = 3 über- 
schüssigen Dreiecksseiten und die drei letzten, in den Figuren 51 bis 53 dar- 
gestellten Centralsysteme durch Hinzutritt des Punktes 5 ebenfalls mit 5 — 2 = 3 
überschüssigen Dreiecksseiten. 







Flg. Sl. Fig. 58. Fig. 6S. 

Beispiel 6: Das Netz bildet ein Centralsystem. 

4. Die sich für jedes Centralsystem ergebende Bedingung III. Klasse ist die, 
dafs die Dreiecksseitenberechnung, von einer Seite als Anfangsseite ausgehend und 
auf dieselbe Seite als Schlufeseite zurückführend, für Anfangs- und Schlufsseite 
dasselbe Mafs ergeben mufs. Die Dreiecke, deren Winkel in die aus dieser Be- 
dingung folgenden Bedingungsgleichung eingeführt werden, haben eine gemein- 
schaftliche Spitze, den Centralpunkt. 

In den Diagonal-Vierecken, die Centralsysteme bilden, kann jeder Eckpunkt 
als Centralpunkt gewählt werden*) und durch die Wahl des Centralpunktes werden 
die Dreiecke bestimmt, deren Winkel in die Bedingungsgleichung eingeführt 
werden müssen. 

Beispielsweise ergiebt sich für das in Figur 54 dargestellte Centralsystem 

nach § 45, Seite 201 und 202, wenn der Punkt 2 als Central- 
punkt genommen wird, die Bedingungsgleichung: 

sin (V + VI) sin VII sin I _ 
«fi VIII sin (I ■+■ II) sin Vi "^ ' 
dagegen, wenn der Punkt 4 als Centralpunkt genommen 
wird, die Bedingungsgleichung: 

sin {1 + II) sinll l sinll 
sin IV sin (V + VI) sin V ~ ^ * 
Während die Winkel der drei, am Centralpunkte 
liegenden Dreiecke in der Bedingungsgleichung erscheinen, fehlen die Winkel des 




*) Als Centralpunkt kann auch der Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen oder der Durch- 
schnittspunkt der Verlängerungen zweier gegenüber liegender Seiten des Vierecks genommen werden. 
Hierbei ergeben sich aber achtgliedrige Bedingungsgleichungen, wahrend bei Annahme eines Eckpunktes 
als Centralpunkt sich nur sechsgliedrige Bedingungsgleichungen ergeben. 
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vierten, nicht am Centralpunkte liegenden Dreiecks. Hiernach sind wir in der Lage 
in einem Centralsystem die Winkel eines Dreiecks, das für die Dreiecksseiten- 
berechnung ungünstig ist, von der Seiten -Bedingungsgleichung auszuschliefsen, 
indem wir als Centralpunkt den Eckpunkt des Vierecks nehmen, der nicht Eckpunkt 
dieses ungünstigen Dreiecks ist*). 

Wir nehmen also fUr die in den Figuren 40 bis 53 dargestellten Centralsysteme 
die Punkte als Centralpunkte, die in den Figuren durch C. P, bezeichnet sind. 



§ 57. Aufistellung der Bedingungsgleichungen und weitere Durchtührung 

der Rechnungen. 

Die Aufstellung der ßedingungsgleichungen und die weitere Durchführung 
der Rechnungen für Dreiecksnetze ist bereits im 1. Kapitel dieses Abschnitts aus- 
führlich an einem einfachen Beispiele erläutert worden. Es folgt daher hier nur 
noch die vollständige Rechnung für Beispiel 1, worin mehrere Centralsysteme vor- 
kommen und in dem unabhängige Winkel in die Rechnung eingeführt sind, so- 
wie für Beispiel 6, worin Richtungen in die Rechnung eingeführt sind. Weitere 
Erläuterungen zu diesen Rechnungen werden nicht erforderlich sein. 

*) Dies steht im Gegensatze zu der inZachariae, „Die geodätischen Hauptpunkte und ihre Ko- 
ordinaten^, deutsch von Dr. £. Lamp, Seite 161 u. f. entwickelte und von J o r d a n in der Zeitschrift für 
Vermessungswesen, 1880, Seite 65 u. f., sowie in seinem Handbuche der Vermessungskunde, 3. Auflage, 
1. Band, Seite 187 u. f. weiter behandelten Theorie, wonach grade die Winkel der für die Seitenberechnung 
ungünstigsten Dreiecke in die Seitenbedingungsgleichung einzuführen sind, um möglichst grofse Zahlen- 
werthe für die Koeflfizienten der umgeformten Bedingungsgleichungen und für die Widersprüche zu er- 
halten. Wir haben uns dieser Theorie nicht angeschlossen, weil u. E. die GrÖfse der Koeffizienten der 
umgeformten Bedingungsgleichungen und der Widersprüche im umgekehrten Verhältnis steht zu der 
Schärfe, womit die Fehler der für die Bestimmung des Dreiecksnetzes wichtigen W i n k c 1 
eines Centralsystems in dem sich aus der Seiteubedingung ergebenden Widerspruche zum Ausdruck 
gelangen. 






Fig. 65. 



Fig. 56. 



Fig. 67. 





Fig. 59. 



Wird in dem in Fig. 55 dargestellten Centralsysteme die Seite 3 — 4 aus der Seite 1 — 4 einmal mit 
den Winkeln des Dreiecks 134 und dann mit den Winkeln der Dreiecke 124 und 234 gerechnet, so werden 
zwei zuverlässige Werthe der Seite 3 — 4 erhalten, durch deren Vcrgleichung auch ein zuverlässiger, den 
Fehlern sämtlicher für die Bestimmung aller Dreiecksseiten wichtigen Winkel ent- 
sprechender Wcrth des Widerspruchs erlangt wird. Wird dagegen die Seite 2 — 3 aus der Se|te 1 — 2 
einmal mit den Winkeln des Dreiecks 123 und dann mit den Winkeln der Dreiecke 124 und 234 gerechnet, 
so ist der erste Wcrth der Dreiecksseite 2 — 3 durchaus unzuverlässig und ebenso ist auch der sich aus 
beiden Werthen der Dreiecksseite ergebende Widerspruch unzuverlässig. Derselbe bringt wohl die 
F>hler der für die Bestimmung der Dreiecksseiten unwichtigen sehr kleinen Winkel des Dreiecks 
scharf zum Ausdruck, dagegen aber die Fehler aller übrigen Winkel keineswegs. 

Bei weiterer Durchführung der Rechnung für ein Dreiecksnetz ergeben sich dann auch Ver- 
besserungen der Winkel, die wohl genügend scharf sind, um diejenigen Widersprüche so weit wie nöthig 
zu vernichten, die sich aus den sehr kleine n Winkeln ergeben haben, die aber meistens nicht genügend 
scharf sind, um diejenigen Widersprüche in dem erforderlichen Umfange zu vernichten, die sich aus 
den für die Bestimmung des Dreiecksnetzes wichtigen Winkeln ergeben. Die praktische Probe mit 
einem im allgemeinen durchaus gut geformten Dreiecksnetze, worin nur einmal ein Dreieck mit zwei 
Winkeln von nur wenigen Minuten vorkommt, wird das gesagte in vollem Umfange bestätigen. Dabei 
wird sich auch ergeben, dafs für die sehr kleinen Winkel verhältnismäfsig sehr grofse Koeffizienten 
der Verbesserungen in die umgeformten Bedingungsgleichungen eintreten, wodurch in den weitem 
Rechnungen die übrigen Koeffizienten im Zusammenwirken erdrückt werden und dafs daher selbst die 
Benutzung zehnstelliger Logarithmen bei Auflösung der Endgleichungen u. s. w. noch keine genügende 
Genauigkeit erreichen läfst. 
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Beispiel 1. 1 




Dreiecke cf, e. | 


Dreiecke a, b 


' ^' Q^ 




( 


P'^^aL 


^ tr*-u 


w^ 1. Bedingungsgleichungen. 




.>^^ 


90 


^^ Ja: 1+ 11+ V+ XI-180°, 


5öc^*« b \«*''**y i-jg. 61. 




^^"v: ^ \ c 


/ ^ . 


_^3 Jh'.lV^ IX + XII + XIII = 180% 






"/ -^c:III+ VI + VII + VIII + X - 180% 


h 


^^*v^ 


V -^rf:VI+ IX + X + XIII «180% 


Fig. 60. 




H ,, ,. 




Fig. 62. 


^ Je: 11 + VII + XI + >:il-180% 


Centralsysteni 


1 n rentralsystem A. r c _. «/»(I + II)«n(III + IV)»iViVII _ 1 


f 


J, 


«»V«n(Vll + Vlil)«»ll ' 1 


1 ^*»'''a**S^ 


sc 




T^K-..« 


^ e 1 «ii(XII+XIII)«mIII«mVI 
^•^•''- «ViIV«n(VI + VII + VIII)«»XIII ^* 


^ 


7 


J 


r-nr ' 


&03 ^S^l 


/ 


'i 


fp 


Fig. 63. 


Fig. 64. 




2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. | 


Bezeichnung der 


Beobachtete 




n=sn + v. 


Verbesserungen 


Drei- 






Winkel 


n. 


V • 


fn>. 


ecke. 


Punkte. 


Winkel. 


o 


1 


it 


\ •' 


o 


t 


rr 




•■ 1 


a 


§2 


«: 5 


34 


19 


18,9 




0,95 


34 


19 


17,95 


i« 


+ 


0,24 




§1 


i«: I 


3 


21 


34,9 


— 


0,95 


3 


31 


33,95 


+ 


1,92 






+ 2 


74 


18 


48,0 




0,95 


74 


18 


47,05 


» 





1,09 




g5 


y: 11 


68 


00 


22,0 




0,95 


68 


00 


21,05 


(11) 





1,03 


180 


00 


03,8 


— - 


3,80 


180 


00 


00,00 


+ 


0,04 






/a 






-3,8 


















b 


§2 


«: 4 


82 


12 


44,7 




1,27 


82 


12 


43,43 


(4) 


+ 


1,24 




iö 


j8: 12 


16 


19 


50,0 




1,28 


16 


19 


48,72 


iü 


+ 


0,23 






+ i3 


30 


04 


53,2 


— 1,27 


30 


04 


51,93 





0,97 




g4 


y: 9 


51 


22 


37,2 


— 1,28 


51 


22 


35,92 


(9) 





0,51 


180 


00 


05,1 


-— 


5,10 


180 


00 


00,00 


— 


0,01 






fa 






-5,1 


















c 


^3 


a\ 6 


55 


59 


55,4 


^— 


0,84 


55 


59 


54,56 


(7 




0,49 






+ 7 


21 


21 


06,1 


— 


0,84 


21 


21 


05,26 





0,17 






+ 8 


5 


02 


46,6 




0,84 


5 


02 


45,76 


si 


+ 


0,01 




82 


i«: 3 


55 


03 


34,9 


— 


0,84 


55 


03 


34,06 


3) 


+ 


1,43 




§4 


y: 10 

Sc 


42 


32 


41,2 




0,84 


42 


32 


40,36 


(10) 




0,81 


180 


00 


04,2 




4,20 


180 


00 


00,00 


— 


0,03 






fc 






-4,2 


















d 


§5 


«: i3 












30 


04 


51,93 


(13) 


_ 


0,97 




$3 


ß: 6 












55 


59 


54,56 


? 





0,49 




§4 


y: 9 












51 


22 


35,92 


(9 





0,51 






+ 10 










V 


42 


32 


40,36 


(10) 





0,81 


180 


00 


02,77 




2,78 
















fä 






—2,77 








e 


§1 


a: 2 






1 


1 




74 


18 


47,05 


,i 


_ 


1,09 




§3 


i«: 7 












21 


21 


05,26 





0,17 




i^ 


y: 11 












68 


00 


21,05 


*lv 





1,03 






+ 12 










2e 


16 


19 


48,72 


(18) 


+ 


0,23 


180 


00 


02,08 


.._ 


2,06 







— _ _ 


_ _ — 


— — 




— — 


_/?_ 








—2,08 
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2. 


Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung der Verbesserungen. | 


Bezeichnung der 


Winkel n. 


cpl log sin a 


Verbesserungen g{n) und A(n) 


Dreiecke. 


Punkte 


. Winkel. 


O 1 ' " 


log sin ß. 


der log. 




Centralsystem g, | 


a 


§2 


«: 5 


84 


19 


17,95 


0.248 8455 


-80,8((5) = + 0,24) 


— 


7,4 




gl 


ßl 1+2 


77 


40 


21,00 


9.989 8694 


+ 4,6((l + 2) = + 0,83) 


+ 


3,8 


• 


g3 


«: 7 + 8 


26 


23 


51,02 


0.352 0343 


-42,4((7 + 8) = -0,16) 


+ 


6,8 




§2 


ß: 3 + 4 


137 


16 


17,49 


9.831 5657 


-22,8((3 4- 4) = 4-2,67) 


— 


60,9 


e 


gl 


a: 2 


74 


18 


47,05 


0.016 4849 


- 5,9((2) =-1,09) 


+ 


6,4 




g3 


ß'7 


21 


21 


05,26 


9.561 2063 


4-53,9((7) =-0,17) 


— 


9,2 


0.0000061 


— 


60,5 












/; 


-61 










Centralsystem ä. | 


b 


g2 


»:4 


82 


12 


43,43 


0.004 0243 


- 2,8 ((4) -+1,24) 


— 


3,5 




S5 


/J: 12+13 


46 


24 


40,65 


9.859 9231 


+20,1((1« + 13)=-0,74) 


— 


14,9 


c 


g3 


«: 6+7+8 


» 82 


23 


45,58 


0.003 8359 


-2,8((6+7+8) 0,65) 


+ 


1,8 




g2 


/»:3 


55 


03 


34,06 


9.913 6798 


+ 14,7 ((3) -+1,43) 


+ 


21,0 


d 


g5 


«: i3 


30 


04 


51,93 


0.«99 9671 


-86,8 ((13) 0,97) 


+ 


35,2 




g3 


/J:6 


55 


59 


54,56 


9.9185665 


_+14,2((6) =-0,49) 


— 


7,0 


9.999 9967 


+ 


32,6 












A 


+ 33 




« 




3. Fak 


toren der Korrelatea- 
gleichungen. 


4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 


Nr. 






P- 


rf. 


e. 


9' 


/i. 


dd 


de { 


^9 


dh 


ee 


^9 


eh 


99^ 


gh 


hh 


















V 


P 


V 


P 


P 


P 


P 


P 


P 


P 


5 


flS = 


+ 1 






m 


-30,8 


• 








• 


■ 




. • 


-H 948,6 


. 


• 


1 


a, = 


+ 1 






« 


+ 4,G 


• 








• 


. 




. 


+ 21,2 


. 


• 


2 


öl = 


+ 1 






+1 


- 1,3 


• 








• 


-+-1 


- 1,3 


. 


+ 1,7 


. 


* 


11 


«11 = 


+ 1 






+1 


• 


• 








• 
• 


+1 

• 




• 


• 
-H 519,8 


• 
-+- 63,8 


• 

+ 7,8 


4 


Ä4 = 


+ 1 






• 


-22,8 


-2,8 


12 


*..= 


+ 1 






+1 


• 


+-20,1 








• 


+1 




-+-20,1 


• 


• 


+404,0 


13 


^a= 


+ 1 




+1 


• 


. 


-16,2 


+\ 






-16,2 


• 




• 


• 


• 


+262,4 


9 


Äo = 


+ 1 




+1 


. 


. 


. 


-+-1 
-+-1 






• 

+11,4 


« 




• 


• 
• 


• 

• 

• 


• 
+130,0 


6 


Co = 


+ 1 




+1 


. 


• 


+-11,4 


7 


c, = 


+ 1 




. 


+1 


+1 1,5 - 


- 2,8 


« 






• 


+1 


-+-11,5 


-2,8 


-»- 132,2 


-32,2 


+ 7,8 


8 


Ca = 


-J-l 




• 


• 


-42,4 


- 2,8 


* 






• 


• 




• 


-»-1797,8 


-»-118,7 


+ 7,8 


3 


c« = 


+ 1 




. 


. 


-22,8 ■ 


+-14,7 


. 






• 


• 




• 


-»- 519,8 


-335,2 


+216,1 


10 


Cio" 


+1 




-J-l 

• 


■ 


. 


• 


-+-1 

• 






• 
• 


• 

-1 


-+-13,8 


• 
• 


- 189,1 


« 
• 


• 
• 


14 






H 


+2 


-27,5 


• 


15 






-4 


-+-2 


+1 


-22,8 ■ 


f 1,1 


-1 


-0,5 4 


-11,4 


-0,6 


-0,25 


+ 5,7 


- 0,3 


- 130,0 


-»- 6,3- 0,3 


16 






-5 


+2 


+1 


-53,7 


+■20,5 


-0,8 


-0,4-+ 


-21,5 


-8,2 


-0,20|-»-10,7 


-4,1 


- 576,7 


-+-220,2 - 84,0 


-1-2,2 


-0,9 -^ 


-32,9 


-18,6; 


+-2,55 


-+-40,4 -»-12,9 


-»-3045,3 


-+- 41,6 


+951,6 j 
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5. 


Auflösung der 


o- 


rde-i 




rdln 
[pl 


-fä- 


[pl 


m- 


Ufi- 


-fe- 


+ 


2,2 




0,9 


4- 


32,9 


_^ 


13,6 


H- 


2,77 


+ 2,550 
— 0,368 




40,400 
13,459 


+ 


12,900 
5,564 


-4- 


2,080 
1,133 




+ 

1 


0,409 




14,955 

1 


1 


6,182 


-h 


1,259 
0,174 
0,707 
1,118 


-4- 2,182 


4- 


53,859 


-h 


7,336 ' + 


3^13 


1 

1 




t 
1 

1 

1 






24,683 

1 




8,362 


— 


1,472 
0,094 
1468 


— 


2,910 


— 


2,734 


6. Berechnung der Verbesserungen (n). 


7. 


Zusammenstellung 


:Nr. 


^*--^;*«+j*.+^»=((n))- 


(n). 


(n)(n) 


Bez 

Drei- 
ecke. 


eichni 

Punk 
te. 


jng der 
■ Winkel. 


Aus- 
geglichene 
Winkel 
n-f(n). 
t ff 


5 

1 

2 

11 

4 
12 
13 - 

9 - 

6 - 
7 
8 
3 
10 - 


_ 


— 


• 

• 
2,73 
2,73 


-( 


1,46 
),22 

),06 


• 
• 
• 
• 


+ 


1,46 
0,22 
2,79 
2,73 

1,16 
2,17 
3,37 
2,91 

2,59 
2,27 
2,09 
0,67 
2,91 


((4))+*6 

(('*))+*» 

((l3))+*6 

((9))+*» 
((6))+*c 

m+kc 

((8))+*c 

m+kc 

((io))+Av 


+ 

+ 
+ 

+ 
+ 


0,24 
1,92 
1,09 
1,03 

1,24 
0,23 
0,97 
0,51 


0,058 
3,686 
1,188 
1,061 

1,538 
0,053 
0,941 
0,260 

0,240 
0,029 
0,000 
2,045 
0,656 


a 


g2 
g5 


a: V 

ß:l 
H-II 
y: XI 


34 19 18,19 

3 21 35,87 

741845,96 


-2,91 
-2,91 


— 


• 
2,73 

• 
• 




1,08- 


- 0,08 - 


68,00 20,02 


180 C 


1000,04 


h0,56 
-0,46 

• 


__ 


h 


82 

85 

84 


«: IV 
ß: XII 
H-XIII 
y: IX 


821 
16 1 
30 C 
512 


2 44,67 
9 48,95 
4 50,96 
'2 85,41 


-2,91 
-2,91 


— 


• 

2,73 

• 
• 

• 




),54- 
2,01- 
1,08 h 


h0,32 
-0,08 
-0,08 
h0,41 


— 


0,49 
0,17 
0,01 
1,43 
0,81 


179 5 


•9 59,99 


c 


Sä 

82 
84 


«: VI 
-fVII 
-fVIII 
ß: III 
y: X 


55 S 
212 
5C 
55 C 
42 S 


►9 54,07 

11 05,09 

12 45,77 

13 35,49 
i2 39,55 


14 
15 H 

16 H 

1 


• 
hl,46 
f-1,16 


+ 
+ 


1,37 
0,68 
0,55 


+ ( 
+ ( 

+ ( 


),33 

),27- 

),51- 


• 
-0,01 
-0,12 


+ 
+ 
+ 


1,70 
2,40 
2,10 


+ K 


b(n)(n)] 

4-/a 

/.. 
4/6 

5^* 


,11,755 
3,610 

6,502 

3,5^8 


179 5 


►9 59,97 

I 

1 

1 


-9,02 




8,32 


« 


J,82h 


h0,46 


^ 


20,70 


[P(n)(n)] 


25,395 














m 


"— 


-/ 


[P(n)(n)] 
r 


= ± 


Y26,395 , 


bl,9" 
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Endgleichungen. 


[?]• 


[il 


-/.• 


f',1- 


-A- 


Probe. 


+ 


3 045,30 


+ 


41,60 


4- 


61,000 


4- 


951,60 


_ 


33,000 










— 


492,00 


+ 


203,38 


— 


41,424 




84,07 


+ 


17,124 


— 


3,488 


— 


8,061 




1 829,42 





181,08 




79,307 


— 


24,66 
3,34 


-4- 


10,802 
3,119 


— 


4,731 
2,915 
0,661 


+ 


5,687 
2,885 
0,927 


+ 


1228,88 ,-h 


63,90 


— 


59,731 






1 


0,0522 


+ 


0,0488 
0,0015 


H- 


839,03 


+ 


23,559 
0,0281 


" 


11,795 




11,790 


+ 


0,0473 


der ausgeglichenen Winkel und log. 


Bezc 

Drei- 
ecke. 


iichnunj 

Punk- , 
te. 


g der 
Winkel. 


A 

gegli 
Wi 

n-f 

' 


us- 
chene 
nkel 
-(n). 


Drei- 
ecke. 


Bezei 

Punk- 
te. 


chnung der 
Winkel. 


Aus- 
geglichene 
Winkel 
n-l-(n). 

o 1 ' 1 " 


cpllogsina, 
log sin ß. 


d 


§5 


«: XIII 


300 


4 50,96 




Centralsystem g, \ 




g3 


ß: VI 


55 5 


9 54,07 


a 


82 


«: V 


34 


\ 19 18,19 


0.248 8448 




g4 


y: IX 


512 


2 35,41 




gl 


ß' I + II 


77 


'4021,88 


9.989 8697 






+ x 


42 3 


2 39,55 


* 

e 


g3 

g2 
gl 


«: VII + VIII 
/»: III + IV 
«: II 


26 

137 

74 


123 
' 16 
tl8 


50,86 
20,16 
45,96 


0.352 0350 
9.881 5596 
0.016 4856 


179 5 


9 59,99 


e 


§1 


a: II 


741 


8 45,96 




g3 
§5 


ß: VII 
y: XI 
4-XII 


212 
680 
161 


105,09 
20,02 
9 48,95 




88 


/?: VII 


21 


21 


05,09 


9.561 2053 


0.0000000 


b 


/^ * 1 ». l 1 


1800 


000,02 


g2 


«: IV 


CHI 

82 


!12 


44,67 


0.0040240 












§5 


/?: XII + XIII 


46 


124 


39,91 


9.859 9216 












c 


83 


«: VI + VII -h VIII 


82 


!23 


44,93 


0.0038361 














82 


ß: III 


55 


»03 


85,49 


9.913 6819 












d 


85 


«: XIII 


3C 


104 


50,96 


0.299 9706 














83 


ß: VI 


bl 


»59 


54,07 


9.918 5658 
























0.0000000 
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Beispiel 6. 

A 

^y^ 9 ♦v 1. Bedingungsgleichungen, 

^1^' *» 1 \ ^''' V + VI I + II - XVI + XVII -180% 
1 ^N^ ' * \ ''*' VIII + IX IV -h V — XVII 4- XVIII - 180% 
1 ^ ^Ce V ^^ = XI + XII VII -h VIII XVIII 4- XIX - 180% 
» ^.^^"^ ^^ Ad\ XIV + XV X + XI - XIX + XX -180% 
^^ d 1 "" y Je: II H- III - XIII + XIV XX + XVI - 180% J 
\ / X r c «n(-I+Il)m(-IV+V)m(--VII-»-VIII)«/n(-X+XI)*m(-XIII+XlV) 
,«^/ij CS. i7 . «>i(-V-hVI)«i«(-VIII+IX)«m(-XI+XlI)si/i(-XIV+XV)«iH(-I W ^ ' 

Fig. 65. 

1 


2. Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


B 

Drei- 
ecke. 


'ezeichi 

Punk- 
te. 


nung der 
Winkel. 


Beob- 
achtete 
Winkel n. 

' \ " 


Verbesserungen 
(n). 

1 " 


cpl log 

sina, 

log sin ß . 


Verbesserungen ^(n) 
der log. 


a 


g2 


«:— 5+ 6 


65 


08 


50,6- (5)+ (6) 





0,47 


0.042 205 


-1,0(- (5)+ (0) 


+ 0,5| 




gl 


/»:— 1+ 2 


71 


47 


42,3[- (1)+ (2) 


— 


0,89 


9.977 699 


+ 0,7(- (i)H- (2)) 




0.6 




§6 


y:— 16+17 


43 


m 


29^31 


-(.6) + (.7) 





0,82 








■ 


180 


00 


02,2 





2,18 






fa 






V^ 








0.139 266 


-2,0(- (8)+ (9)) 




2,0 


h 


83 


«:— 8+ 9 


46 


31 


26,1 


- (8)-f (9) 


+ 


1,02 




82 


/»:- 4+ 5 


33 


40 


11,2 


- (4)+ (5) 


+ 


0,09 


9.743 828 


+ 3,1 (- (4)+ (5)) 


+ 


0,3 




86 


y:— 17-+-18 

-^6 


99 


48 


21,0 


-(i7) + (i8) 


+ 


0,58 


■ 








179 


59 


58,3 


+ 


1,69 






/6 






+ 1,7 








0.208 640 


-2,6(-(ii) + (i2)) 




3,5 


c 


84 


«: — ii-t-12 


38 


12 


31,4 


-(II) + (I2) 


+ 


1,33 




88 


/»:- 7+ 8 


39 


29 


53,6 


- (7)+ (8) 


— 


0,36 


9.803 494 


+ 2,6(- (7)+ (8)) 




0,9 




86 


y:— 18 + 19 


102 


17 


33,8 


-(i8) + (.9) 


+ 


0,25 


1 
1 








179 


59 


58,8 


+ 


1,22 






fc 






+1,2 








0.070 685 


-l,8(-(i4) + (i5)) 




1,8 


d 


85 


«: — 14+ 15 


58 


11 


22,0;!-(i4) + (i5) 


+ 


1,37 




84 


/S:~- lo+ii 


67 


14 


23,9 


-(.0)-4-(M) 




0,38 


9.964 794 


+ 0,9(-(io) + (ii)) 




0,3 




86 


y:— 19+20 


54 


34 


12,6 


-(l9) + (20) 


+ 


0,49 


i 
1 








179 


59 


58,5 


+ 


1,48 






fä 






+1,5 








1 

0.090 539 


-1,5(- (2)+ (3)) 




0,4 


e 


81 


(t:— 2+ 3 


54 


16 


28,0 


- (*)+ (3) 


+ 


0,28 




85 


/?:— 13+14 


65 


27 


10,2 


-('3) + (i4) 


^■^ 


1,31 


9.958 860 


+ 0,9(-(i3) + (i4)) 




1,2 




86 


y: — 20+ 16 


60 


16 


23,3 


-(20) + (l6) 





0,50 




-^9 






180 


00 


01,5 




1,53 


0.000 010 




9^ 






fe 






-1,5 








-10 


-f. 


- 
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3. Faktoren der Korrelaten- 
gleichungen. 
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H* 
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5. Auflösung der 



[aaj. 



[ab]. 



[ac]. 



lad]. 



[ae]. 



[ag]' 



-fa- 



Ibb], 



[bei 



[bd]. 



[be]. 



[bg]' 



-^. 



[cc]. 



[cd]. 



+ 6 



-2 



-2 



-2,2 4-2,2 



+0,333 



+0,333 



+0,367 



K- 



-0,367 
-0,047 
-0,098 



+0,100 



-0,412 



+6,000 -2,000 
-0,667 



-0,667 



+5,333 



-2,000 



+0,375 



-0,607 



+0,600 
-0,733 



-1,700 
+0,733 



-0,133 



-0,967 



+6,000 



-0,750 



-2,000 



+0,125 



+0,025 



+0,181 
-0,003 
-0,037 

• 
+0,161 



+5,250 -2,000 



h- 



+0,302 



+0,381 



Nr. 



1 
2 



5 



7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 



6. Berechnung der Verbesserungen (n). 



ak^ -f- bkj^ 4- ck^ 4- dk^ -f- ek^ + 9kg=(n). 



(n)(n). 



7. Zusammenstellung 



Nummer der 



+0,41 
—0,41 



+0,41 
—0,41 



+0,41 
—0,41 



—0,30 
+0,80 



—0,30 
+0,30 



—0,30 
+0,30 



—0,43 
+0,43 



-0,43 
+0,43 



-0,43 
+0,43 



-0,31 
+0,31 



—0,31 
+0,31 



-0,31 
+0,31 



0,00 0,00 0,00 0,00 



+0,30 
-0,30 



+0,30 
-0,30 

• 

-0,30 



+0^ 



+0,09 
-0,28 
+0,19 

+0,40 
-0,52 
+0,13 

+0,33 
-0,59 
+0,26 

+0,12 
-0,45 
+0,33 

+0,12 
-0,28 
+0,17 



+0,50 
-0,39 
—0,11 

+0,10 
+0,19 
-0,28 

-0,10 
-0,46 
+0,56 

—0,19 
-0,57 

+0,76 

+0,42 
-0,89 
+0,48 

+0,11 
-0,71 
-0,13 
+0,12 
+0,61 



0,250 
0,15-2 
0,012 

0,010 
0,036 
0,078 

0,010 
0,212 
0,314 

0,036 
0,325 
0,578 

0,176 
0,792 
0,230 

0,012 
0,504 
0,017 
0,014 
0,372 



0,00 0,02 0,02 4,130 



Punkte. 



Rich- 
tungen. 



gl 



1 

2 

3 



Beobachtete 

Richtungen 

r. 



' I 



n 





71 

126 



00 
47 
04 



(X),0 
42,3 
10,3 



82 


4 


8f 


34 


03,1 




5 


115 


14 


14,3 




6 


180 


23 


04,9 


83 


7 ^ 


78 


18 


00,2 




8 


117 


47 


53,8 




9 


104 


19 


19,9 


g4 


JO 


89 


02 


18,8 




11 


156 16 


42,7 




12 

« 


194 : 29 


14,1 



g5 



i3 
i5 





65 

123 



00 
27 

88 



00,0 
10,2 
32,2 



gö 



i6 

«7 
i8 

»9 

20 



= Un)(n)] 



m 



= ±J[(n)In)J^±^4^ = ±0,83" 






00 


43 


03 


142 


51 


245 


09 


299 


43 



00,0 
29,3 
50,3 
24,1 
36,7 
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Endgleichungen. 



[ce]. 



[c^]- 



,-0,250 



0,250 



+1,100 



-0,050 



-fc 



-1,200 



-0,362 



+1,050 -1,562 



+0,048 



-0,200 



K = 



+0,298 
+0,026 
-0,014 
+0,120 



+0,430 



[dd]. 



[de]. 



[dg]- 



-fä' 



+6,000 



-0,762 



-2,000 



-0,095 



+5,238-2,095 



+0,900 



+0,400 



-1,500 



[ee]. 



^0,595 



+1,300 -2,095 



1-0,400 



-0,248 



^ä = 



-0,118 



+0,314 



+G,000 
-0,667 
-0,083 
-0,012 
-0,838 



Ug]' 



-0,600 
-0,733 
-0,017 
+0,050 
+0,520 



-/.■ 



+1,500 
+0,733 
-0,121 
-0,075 
-0,838 



[gg]' 



+0,400 +4,400 -0,780 
+0,032 



+0,177 



^•e^ 



+1,199 



-0,272 
-0,023 



-0,295 



+94,080 

- 0,807 

- 0,003 

- 0,210 

- 0,323 

- 0,138 



f9' 



+92,599 



^ = 



+10,000 
+ 0,807 
- 0,024 
+ 0,312 
+ 0,520 
+ 0,212 



Probe. 



+11,827 



-0,1277 



-0,807 
-0,175 
-0,465 
-0,838 
-0,326 
-1,511 



-4,122 



0,906 
0,513 
0,516 
0,471 
0,442 
-1,277 



-4,125 



I 



der ausgeglichenen Richtungen, Winkel und hg. 



Ausgeglichene 

Richtungen 

r4-(n). 



o 





71 

126 



00 
47 
04 



00,5 
41,9 
10,2 



81 


84 


03,2 


115 


14 


14,5 


180 


23 ' 04,6 


78 


18 


00,1 


117 


47 


53,3 


164 


19 


20,5 


89 


02 


18,6 


156 


16 


42,1 


194 


29 


14,9 





00 


00,4 


65 


27 


09,3 


123 


38 


32,7 





43 

142 

245 

299 



00 
03 
51 
09 
43 



00,1 
28,6 
50,2 
24,2 
37,3 



Bezeichnung der 



Dreiecke. 



a 



Punkte. 



§2 
g6 



Winkel. 



Ausgeglichene 
Winkel. 



«:_V4-VI 

y: _ XVI + XVII 



83 

82 

86 



a: 

7' 



VIII 4- IX 
IV + V 
XVII 4- XVIII 



84 
83 
86 



85 
84 
86 



ß 

y 



XI 4- XII 
VII + VIII 
XVIII 4- XIX 



ß 

y 



XIV 4- XV 
X4-XI 
XIX 4- XX 



47,2 



81 
85 



«: 

ßy 

y: 



■ II 4- III 
XIII 4- XIV 
XX 4- XVI 



65 
71 
48 



180 



46 
33 
99 



it 



08 
47 
03 



50,1 
41,4 
28,5 



00 00,0 



31 
40 
48 



27,2 
11,3 
21,6 



180 


00 


88 


12 


39 


29 


102 


17 



00,1 



32,8 
53,2 
34,0 



180 


00 


58 


11 


67 


14 


54 


34 



00,0 



cpl log sin a. 
log sin ß. 



23,4 
23,5 
13,1 



180 00 00;0 



54 


16 


28,3 


65 


27 


08,9 


60 


16 


22,7 



0.042 206 
9.977 698 



0.139 264 
9.743 828 



0.208 637 
9.803 493 



0.070 684 
9.964 793 



0.090 539 
9.958 859 



" • 
179 



59 



59,9 



0.000001 



17* 
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4. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 

Liniennetzen. 

S 58. Entwicklung der Formeln und Durchfuhrung der Rechnungen. 

1. In Liniennetzen^ deren einzelne Strecken gemessen sind, sind zur einfachen, 
nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der ersten drei Punkte auch drei Strecken 
erforderlich. Zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs eines jeden weitern 
Punktes sind 2 weitere Strecken erforderlich. Demnach sind zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten 3-f-2(»— 3) gemessene 
Strecken erforderlich und wenn das Liniennetz n, gemessene Strecken umfafst, so 
sind n, — 3 — 2 (n^ — 3) = n, — 2n +3 Strecken überschüssig und ebenso viele 
Bedingungen zu erfüllen. 

In der Regel wird verlangt, dafs die einzelnen Strecken der im Felde aus- 
gerichteten Linien des Netzes, wovon andere Linien des Netzes abgehen, auch 
nach der Ausgleichung wieder in gleicher Richtung liegen, also wieder eine gerade 
Linie bilden sollen. Dann genügt zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung 
der Richtung einer jeden geraden Linie eine Strecke, während sich aus der an- 
geführten Zwangsbedingung für alle weitern Strecken der geraden Linien je eine 
überschüssige Bestimmung ihrer Richtung und damit auch je eine zu erfüllende 
Bedingung ergiebt. Wenn demnach n gerade Linien mit n^ Strecken, die auch 
nach der Ausgleichung wieder eine Gerade bilden sollen, vorhanden sind, so treten 
zu den im übrigen zu erfüllenden Bedingungen noch n^^ — n Bedingungen hinzu, 
so dafe im ganzen n, — 2 n^ + 3 -f- »,^ — »^ Bedingungen zu erfüllen sind. 

Wir erhalten damit die Regel: 

(185) Wenn in einem Liniennetze zur Bestimmung von n Punkten 
7ig Strecken gemessen sind und n von diesen Strecken in n geraden 
Linien liegen, die gerade bleiben sollen, so ist die Anzahl r der zu 

erfüllenden Bedingungen: 

r = n, — 2 np + 3 + n,^ — »^ . 

Beispiel: Zur Bestimmung der gegenseitigen 
Lage der n =b Punkte 1 bis 5 sind die n, = 8 Strecken 
1 bis 8 gemessen worden. Die w =4 Strecken 5 bis 8 
der «p=2 geraden Linien 1—3 und 2—4 sollen auch 
nach der Ausgleichung wieder gerade Linien bilden. 
Dann ist die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen: 

(185) r = n,-2np + 3 + »,^-n^ 

= 8 — 2-54-3 + 4 —2 = 3. 

2, Die Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen erfolgt wieder am ein- 
fachsten und sichersten, indem zuerst die zur einfachen, nicht versicherten Be- 
stimmung der Punkte genügenden Strecken aufgezeichnet werden und dann fest- 
gestellt wird, welche BedinguAgen sich durch Hinzunahme der übrigen Strecken 
und der Zwangsbedingungen der Geradlinigkeit der davon betroffenen Strecken 
ergeben. 

Beispiel: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage der Punkte 1 bis 5 genügen die LUngen der in Figur 67 dargestellten Strecken 
I bis 3 und 3 bis 8. 




Fig. 66. 
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Die gegenseitige Lage der Punkte kann festgestellt werden, indem entweder 
die Polarkoordinaten*) oder die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte in 
einem oder wenn nöthig in mehreren zusammenhUngenden Systemen bestimmt 
werden. 

Indem wir letztere Bestimmungsart wählen und 
annehmen, dafs die Koordinaten der Punkte 1 bis 5 aus 
den LUngen der in Figur G7 dargestellten Strecken i bis 3 
und 5 bis 8 berechnet sind, erhalten wir durch Hinzu- 
nähme der Strecke 4 die Bedingung, dafs die Quadrat- 
summe der Koordinatenunterschiede der Punkte 1 und 4 
gleich sein mufs dem Quadrat der Länge der Strecke 4. 
Ferner erhalten wir aus der Zwangsbedingung, dafs die 
Strecken der Linien 1—3 und 2—4 Gerade bilden sollen, 
die beiden Bedingungen, dafs die durch die Koordinaten- 
unterschiede ausgedrückten Tangenten oder Cotangenten Fig- 67. 
der einzelnen Strecken dieser Linien einander gleich sein müssen. 

Die sich aus der Zwangsbedingung der Geradlinigkeit ergebenden Bedingungen 
führen, wie wir sehen werden, zu weniger einfachen Rechnungen, wie die übrigen 
Bedingungen. Defshalb kann eine Vereinfachung der gesamten Rechnungen erzielt 
werden, indem eine gerade Linie mit möglichst vielen Strecken als Abscissenachse 
des Koordinatensystems gewählt und die Zwangsbedingung der Geradlinigkeit für 
diese Linie vorab dadurch erfüllt wird, dafs die Ordinaten sämtlicher an dieser 
Linie liegenden Punkte gleich Null gesetzt werden. Dann treten an Stelle der aus 
der Zwangsbedingung der Geradlinigkeit folgenden und durch die getroffene Fest- 
setzung in Wegfall kommenden Bedingungen ebenso viele andere, aber zu ein- 
facheren Rechnungen führende Bedingungen. 

Wenn wir demnach in unserm Beispiele die Linie 1—3 als Abscissenachse 
nehmen und festsetzen, dafs die Ordinaten der an dieser Linie liegenden Punkte 

1, 5, 3 gleich Null sein sollen, so genügen zur einfachen, 
nicht versicherten Berechnung der rechtwinkligen Ko- 
ordinaten der Punkte 1 bis 5 die Längen der in neben- 
stehender Figur dargestellten Strecken i bis 6 und es 
ergeben sich zuerst die beiden Bedingungen, dafs die 
Quadratsumme der Koordinatenunterschiede der Punkte 

2 , 5 und 5, 4 je gleich sein mufs dem Quadrat der Länge 
der Strecken 7 und 8, und dann noch die eine Bedingung, 
dafs die durch die Koordinatenunterschiede der Punkte 
2y 5 und 5, 4 ausgedrückten Tangenten oder Cotangenten 
der Linien 2—5 und 5—4 einander gleich sein müssen. 

3. Die weitern Entwicklungen gestalten sich in allen Fällen gleichartig, 
wir führen defshalb von hier ab lediglich das Beispiel weiter. Wir nehmen die 
Linie 1—3 als Abscissenachse und den Punkt 1 als Nullpunkt der Koordinaten, 
auch setzen wir fest, dafs die wahrscheinlichsten Werthe der Ordinaten y^ und ^3 
der Punkte 5 und 3 gleich Null sein sollen, so dafs also 

(!•) yi=0, y, = 0, ^3 = 

wird. 

*) Vergl. Gaufs, Die trig- u. polyg. Rechnungen u. s. w. 9. Auflage, l. Teil, Seite 538 u. f. 
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(4*) 



Dann ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe x,, «j, x^ der Abscissen 

dieser Punkte aus den wahrscheinlichsten Werthen V 
und VI der Längen der Strecken 1—5 und 5—3 nach: 

(2*) x,=0, a?5 = V, a:, = V + VI. 

Ferner ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe 
X2 yi, a?4 y* der Koordinaten der Punkte 2 und 4 aus 
den wahrscheinlichsten Werthen I, II, III, IV und V -4- VI 
der Strecken 1—2, 2—3, 3—4, 4—1 und 1—3, indem 

(3*) -?, = {V + VI)-ar„ i,, = {V-4-VI)-ar, 

gesetzt wird, nach folgenden Formeln: 




( 
i 



Fig. 69. 



i(^. + ^.) = 4{v + vi),*) 



2 
1 
2 



2 



1 . ,_ (I + II)(I-II) 

oA^i ^sj- 2(V+VI) ' 



1 1 

1 1 



y,= yi«^X3' 



= ViP-^.^ 



(5*) 



J(^* + *4) = Y(V4-VI), 

1, __ ,_ (III+IV)(III-IV ) 
2i^4 ^4)- 8(Vh-VI) ' 



1 1 



y,= }/llV'-^z: 



==Viv2— . 



(6*) 



Hiemach ergeben sich die folgenden Bedingungsgleichungen: 

a) {V-ar,)*-+-y,» = VIIS oder: (V - a?2)*-4-y,« — VIP =5^=0, 

b) (a;4-V)«-+-y4* = VIIIS oder: (ar^- V)24-y,2_ yilP^Ä^ =0, 



V-;r3 _ x.--V 

l ^ y. "■ y4 ' 



oder: ?^P^Z^»i = Ä, =1. 



4. Behufs Bestimmung der Beobachtungsergebnisse der SoUbetrSge S^^ ^^, 
-2"^ berechnen wir zuerst die Koordinaten 5 tj der Punkte 1 bis 5 aus den vor- 
liegenden Beobachtungsergebnissen i bis 6 nach den Formeln: 



(?•) 
(»•) 



5i=0, 



95=0, 



93 = 0, 

53 = 5 + 6, 



(n 8. = (5 + 6)- 


5s> 8« = (5 + 6)-Si- 




r4(S, + 80 = |(5+6), 
^*^*^ *fr x^- (>+*)('-») 






tlt = V'*-S.' 


-V2*-8.*; 



4(8« + X*) = 4-(5 + 6), 



(»!•) ^ 



1/, _r x_(3 + 4 )(3-4) 
gU* 5«;- 2(5 + 6) ' 



84=-3(8.+5i)+2-(34— 5*)> 94 = V3''— 84' 
54 = "5r(84+X4) — ar (84 — £4)» 



= V4*-54^ 



2 ^«* ' °*' 2 

Hiermit und mit den Beobachtungsergebnissen 7 und 8 der Strecken 2—5 
und 5—4 erhalten wir für die Beobachtungsergebnisse der Sollbetr'äge und fllr die 
Widersprüche f^^ f^^ f^ zwischen diesen und den SoUbetrUgen: 



(12*) 



94 ^-S »_ V . 
9.'54-5~ " 



(la*) 



/•« = - -^a» 



'c • 



*) In deA Formeln sind die 2^hUn, die k c i n e Beobacbtungsciigebnisse bezeichnen, fett gedruckt 



§ 58. Entwicklung der Formeln und Üurchffihrung der Rechnungen ffir Liniennetze. 



263 



5. Aus den ßeobachtungsergebnissen i bis 8 und aus den daraus ab> 
geleiteten Koordinaten s r) der Punkte 1 bis 5 ergeben sich die wahrscheinlichsten 
Werthe I bis VIII der Streckenlängen und die wahrscheinlichsten Werthe x y der 
Koordinaten durch Beifügung der Verbesserungen (i) bis (8) und (;) (t)) nach: 



(14*) 



1= i4-(i), 

11=2+ (2), 

111= 3+ (3), 
IV=4+(4), 



V 

VI 

VII 

VIII 



5+ (5), 
6+ (6), 

7+ (7), 
8+ (8), 



^3 = 8t + (83)l ^*=844-(S4)» 



Xi 

X^ 
^5 



0, 

:(5 + 6) + ((5) + (6)), 
= 5H-(5), 



y3 = o, 

y4 = 94 + (l)4), 

.y» = o. 



6. Die zur Aufstellung der umgeformten Bedingungsgleichungen erforder 
liehen Differenzialquotienten ergeben sich wie folgt: 



(10*)53 = |(5 + 6) + Jl-^. 



(lo*) ä.=4(5+6)-^^-/ '* 



z 



2(5-\-(^) 



(15*) 



dl 

Ö5 



+ 



5 4-6 



86 "^5 + 6 



82 
83 



5 + 6' 



983 
8i 

983 

a5 



5 + 6 



- 7 



982 __ 



82 



= + 



5 + 6' 



98i_ . 

86 "^5 + 6 



Sa 



— • 



(11-) 84=^(5 + 6) + ^^ 



(n-)54=i(5 + 6)-^3^. 



(16*) 



984 
83 

85 86 



= + 
98 



3 
5 + 6' 



98i^ 
94 



4 
5 + 6' 



= .^iM = + - 



$4 



5 + 6 



9S4 

83 

95_4 
85 



94 



5 + 6' 

9g4_ , 

86 ""■*"5+6' 



= + 



5 + 6' 



8 



(lO*) 



93 = (i'-53M'=( 



83»)^ 



9. ^ + ^ 



(17^) ^ = 



9^3^ ,5« _2_ 

82 "^9,"'5 + 6' 



993 ^ 9gj __. _ S38« 



85 86 



93(5 + 6) 



(II*) 



94 = {3«-34")'=(4*-j4*)'. 



1^ 

3\2 



<^«') Il*= + |V5T6' 



894 

"94 



+ ¥ 



94 5 + 6 



? y 



994^994^ S48 



85 



?9_4 

86 



94(5 + 6) 



(l2*)F,(i,»,...8)=(5-x,)'+93— 7'. 



(12»)F,(i,2,...8)=(x4-5)^+9,>-8^ 



(19*) 



11^ 
81 

^^ 
82 

9F, 
85 

96 
9F, 

87 



= + Ä 



= + 2 



1*6 

5 + 6' 

2-5 

5 + 6' 



g <3'g3 

"^5+6' 



= ~2 



5-83 
5 + 6 



= — 2.7. 



(20*) 



8F, 



..-" = + 2 
8:) 

9^6 

-8T = -^^ 



85 

86 

^^ 
88 



= --3 



3.5 
5+6' 

4* 6 

5 + 6' 

6-54 



5 + 6' 

_ g ^'84 

^5 + 6' 

= -2.8. 
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Bedingte Beobachlungen. 



IL T. V. A. 




(r4-5)'+»>4'-8«= v^, 

»4 5-yg 



— c» 



«ooo 

0OOO 

fa = + (5 + 6){2'c-l) 



f -^ 54-6 



Fig. 69. 



CS«) 

(^4) 
(34) 

(»)a) 



= -3-^(+i(i)-2(3)4-«,((5) + (6))), 

= y^-6-(-3(3) + 4(4) + 34((5) + (6))), 
= y^(+3(3)-4(4) + y4((5) + (6))), 

= S7^(^i"4<3)-^,>-((3)^(6))). 



1. Berechnung der genäherten Koordinaten Jf«, gj, U« und ]r4, 84i »>4 der Punkte 2 und 4. 



1 

3 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

[n] 



77,73 
113^ 
81,37 
86,80 
56,88 
77,30 
66,95 
54,30 



617,23 



1+2 
1 —3 

3 + 4 
3-4 
5 + 6 

«(5 + 6) 



190.73 
-35,27 
171,17 
— 2,43 
134,18 
266,36 



Di(5-+-6) 

):4 34 
>)4(5 + 6) 



3 872 
8 764 

4 493 
7 115 



+ /0y(l+2) 

+ iog(i—2) 
= toi^-^(?a~g.') 



7.57 128 
2.28 042 
1.54 741« 



1.39 911, 



cp"ü^«(5 + 6) 
+ top (3 + 4) 
+ /op(3-4) 

= %^(84-y4) 



7.57 128 
2.23 343 
0.38 561. 



0.19 032, 



r^hi 



»2(5 + 6) 

y4S4 

>>4(5 + 6) 



0,442 
0,632 



4(5 + 6) 



^(84-^4) 

X4 
84 



67,090 

-25,068 

—1^50 



42,022 
92,158 
68,640 
65,540 



5-y« 

y»~5 



+14,858 
+11,760 



= »,« 
»4 



604U95 
17^5,8-S 

1 27 69,UO 
84 93.10 



42 76,Oü 
65,391 



3^ 
-84» 

4« 
-Jf4' 

= t»4' 
94 



71 18,30 
42_95,49 

75 34^4 
4711.45 



28 32,80 
53,130 



2. Berechnung der Widersprüche und der Faktoren der Bedingungsgleichungen. 



(5-Jf2)' 
+ ij»' 

fi 



2 80,76 
42 76,00 



4496,76 
44 82,30 



+14,46 
+0,970 



(1:4-5)' 

+ <)4* 



-8^ 



1 38,30 
28 22,80 



29 61,10 
29 37,64 



+23,46 
+1,574 



%ij4 

+ %(5-y2) 

+ cpllog(x4-5) 
^ log 2 c 

fa 



1.72 534 
8.18 448 
1.17 196 
8.92 959 



O.Ol 137 

1.026 52 

+0,026 52 

+3,558 









—0,0678 
—0,0215 



—0,0888 



+ 



^♦-5 

4' 

==73 



+ - 



t)--" 



+0,0650 
+0,0248 



+0,1093 



-y4T4 



+3,73 
1,24 



+7,97 



+ 



b — Xi 

Di* 
= Tt 



+0,0673 
—0,0098 



+0.0575 



;f4-5 
+ -^ 

94« 
==74 



—0,0850 
+0,0233 



—0,0618 



-8«T2 

.-84T3 
= C6 



2. Bildung der Faktoren der Bedingungsgleichungen. 



Nr. 



a. 



&. 



1 
2 
3 

4 
5 
6 
7 

8 



+ I 
+ 2 



6 

5 



-6-jr2 

-5-8« 
7-(5 



+ 6) - 



+ 


6,01 


+ 


6,43 

■ 


.^. 


a 

3,25 


— 


5,25 


— 


8,97 




• 



+ 3-5 
+ 4.6 

-6-]r4 

-5-84 

-8-(5+6) 



4,80 
6,71 
5,30 
3,73 



7,26 



c. 



Sämtliche Werthe von a und 6 sind nach 
(22') und (23*) durch 1000 dividirt an- 
gesetzt. 



+ i'Ti 
+ 2-Ta 
+ 3-T3 
+ 4-74 
C5 



6,90 
6,50 
9,22 
5,36 
7,97 
12,46 



—5,30 
—7,16 



—12,46 



8. Bildung der Faktoren 



P. 



1,29 
0,88 
1,18 
1,15 
1,76 
1,29 
1,49 
1,83 



a 
P 



P 



c 
'P 



+ 
+ 



4,66 
7,81 



1,85 
4,07 
6,03 



+ 

+ 



11,97 
11,94 



4,07 
5,83 
3,01 
2,89 

a 

3,92 



+ 
+ 



9,90 
9,82 



5,35 
7,39 
7,81 
4,66 
4,53 
9,66 



19,73 
19,67 



aa 
~P~ 



+ 
+ 

+ 



38,01 
47,00 



6,01 
81,37 
54,00 



ab 
~P~ 



+ 
+ 



9,80 
15,18 



156,39 



84,98 
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4. Auflösung der Endgleichungen. 



Ol 

U 



-4- 
-4- 



15M 

25,0 

5U 

0,970 



ai 
ai 



0,160 
0,328 



dl 
dt ' 

dl < 



0,0062 
0,0032 

0,0019 



0,0011 






+ 


113,8 


— 


4.0 


+ 


109,8 



(5i 



18,3 

8,2 



10,1 



^ 
»» 



0,0918 I 



h 
dl 

%2 



f, 



«1« 



1,574 • 
0,155 



1,419 



0,0129 
0,0009 



0,0120 



Ca 



«3 



Ca 



338,4 
16,8 

0,9 



320,7 



«1 



Jt.= -.^ 



8f3 
§3 
(£3 



3,558 
0,318 

0,130 



3.110 
0,00969 



Probe. 






0,00601 
0,018 32 
0,030 14 



0,054 47 



f3*c 



0,001 07 
0,018 84 
0,034 50 



—I 0,054 41 



6. Verbesserungen und vrahrscheinlichste Werthe der Koordinaten. 



-Md) 1+8,65 



-2(2) 
Ja 



+ 9,04 
-+-11,71 



-4-24,40 

+ 0,182 

42,022 



42,204 



14,670 



-I(I) 


-3,65 


+ 2(2) 


-9,04 


+Jfj((5)+(6)) 


+r.,33 




—7,36 


Ui) 


- 0,065 


hi 


92,158 


«a 


92,103 


*2 + «« 


134,307 


— *3 





-3(3) 
+ 4(4) 

+i4((5)+(6)) 

a:5 = V 
aj4-V 



+10,55 
- 2,17 

+ 8,32 



+16,70 
+ 0,125 
68,640 



68,765 
56,874 
11,891 



+ 3(3) 

-•4(4) 

+^((5)+(6)) 

(84) 
84 

«4 

*4+«4 
= *3 



—10,55 
+ 2,17 
+ 8,71 



+ 0,33 
+ 0,0(»2 
65,540 



65,542 
184,307 






+ r(2) 

-((5)+(6)) 



(1»<) 
9« 

S<9 



1,85 
1,23 



+ 0,087 

- 0,098 

- 0,127 



— 0,138 

— 0,061 
65,891 



65,330 



3 
84 
4 



1,29 
1,27 



84 



(3) 



+ ^(4) 

^4 

-((5)+(6)) 



(94) 

94 
V4 



0,161 

0,032 
0,127 



- 0,320 

- 0,202 
53,130 



52,928 



7. Probe. 






4268,01 



17 81,18 

84 82,96 

215,21 



II« 
VII« 



60 49,19 

127 50,97 
44 83,22 



I 

U 

VII 



77,777 

112,922 

66,957 



y4' 

*4' 

X4» 
(»♦-V)« 



28 01,37 

42 95,75" 

47 28,62 

1 41,39 



IIP 
IV« 

vni« 



7097,12 

75 29,99 
29 42,76 



III 


84,244 


IV 


86,776 


VIII 


54,247 



log Vit 

+ cpUogy^ 
+ to^(V-*0 

= %(«4-V) 
('4-V) 



1.72 868 

8.18489 
1.16 648 



1.07500 
11,885 



der Endgleichungen. 



5. Verbesserungen (n) und wahrscheinlichste Werthe ^Vder Streckenlängen. 



ac 

P 



1 + 



32,15 

47,52 



14,74 
50,71 



98,23 
46,89 



51,34 



66 
P 



+ 
+ 
+ 



6c 
P 



19,54 + 

39,12 "- 

15,95 1- 

10,78 + 



28,46 



37,53 
31,25 
23,99 
36,01 



cc 
P 



a 6 

— *« "1" — kx 
j) ** P 



P ^ 



= (n). 



36,92 
48,04 
72,01 
24,98 
86,10 
120,36 



113,85 



73,54 
55,24 



18,80 



338,41 



- 0,005 




1 


+ 


0,052 


+ 


— 


0,008 




• 


— 


0,072 


— 




• 


— 


0,049 


— 


0,076 


— 




■ 


— 


0,070 


+ 


0,04^ 


— 


+ 


0,002 


+ 


0,036 


— 


0,044 


— 


+ 


0,004 


+ 


0,035 


+ 


0,094 


+ 


+ 


0,007 




• 




• 


'+ 




• 


+ 


0,047 




• 


1+ 



0,047 
0,060 
0,125 
0,025 
0,006 
0,133 
0,007 
0,047 



0,013 
0,013 



+ 



0,118 
0,119 



+ 



0,191 
0,192 



0,234 
0.286 



0,000 



0,001 — 0,001 



0,002 



N = 
n + (n). 



77,777 
112,920 
84,245 
86,775 
56,874 
77,433 
66,957 
54,247 



617,228 



(n)(n).li)(n)(n). 



0,0022 
0,0064 
0,0156 
0,0006 
0,0000 
0,0177 
0,0000 
0,0022 



0,0028 
0,0056 
0,0184 
0,0007 
0,0000 
0,0228 
0,0000 
0,0041 

0,0544 
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Bedinflc Beobachtungen. 



n. T. V, A. 



(12») 



^^(l, 2, ...8) = 






{•n *) 



a, 5 + 6V 5-j, 9,»;' 



d3 

8F 



54-6 

3 

5 + 6 

_i_ 
'5 + 6 



S 

V^ 54-5 + 9 



a5'-5 + 6( 5«( 5-53 tIsV ^'( 5V-5 + t),*)j' 

->-^(-..(-r4-#)-..(-d-.-d))- 



86 



Zur Vereinfachung der Rechnungen und zur Erlangung ungefähr gleich grofser 
Zahlenwerthe für die Faktoren in allen umgeformten Bedingungsgleichungen multi- 
pliziren wir die Differenzialquotienten (19*) und (20*), sowie die Widersprüche 
/^ und /^ mit SÄiift ""^ ^*® Differenzialquotienten (21*), sowie den Widerspruch 
/g mit S-^-G. Danach erhalten wir mit Einfuhrung einiger Zwischenbezeichnungen . . 
die folgenden einfachen Ausdrücke für die Faktoren der umgeformten Bedingungs- 
gleichungen: 



(22*) 



a, = + 0,001- 1-6, 
«2 = -1-0,001. 2. 5, 
O6 = ~0,001.6.sa, 
ae=- 0,001. 5.3,, 

07 = — 0,001-7.(54-6), 



(23*) 



A3 = 4. 0,001 .3. 5, 
64 = + 0,001.4- 6, 
Ä5 = - 0,001. 6.5*, 

Ä6 = -0,001.5.34, 

A, = -0,001.8.(5h-6), 



(24*) 



yi = -- 



y«= + 



3—5« 

1 






3 — 5j 



2 



(25 •) 



C,=+ i.y,, 
C2 = -f-2.y2, 
C8 = + 3.y8, 

C5 = — jari -54y4> 

ee = — gsya — 84/8- 

54 -3 "^94: 

7. Hiernach sind die umgeformten Bedingungsgleichungen: 

5 + 6 
ai(0 + ««(2) + a5(5) + ae(6) + a,(7) = ^-^/^, 

('^^*^ ^ *3(3)+6,(4)4-Aa5)+6e(6) + 68(8)=|-jt|/,, 

c,(i) + c3(2) + c3(3)+c,(4) + C5(5) + Co(6) = (5 + 6)/,, 
und die Korrelatengleichungen: 



(27 •) 



f(0 
(2) 
(3) 
(4) 



-^K-^-^ 



Pi 



P\ 



a 






P» * 1»» " 

P4 * />« " 



(5) 
(6) 
(7) 
(8) 









= ?1 
Pi 

Ps 



JP« 



Pe 



6- 
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Setzen wir dann noch: 



(28*) 



1+6 ^ , 1±6 ^ 

I a ' 



2000 ' « 



2000 



ai 



f 5 + 6. _ , 5 + 6, 



Ä000'''~^3000 *' 

f3 = + (5 + 6)/, = + (5 + 6)(-r^-l), 

so ergeben sich folgende Endgleichungen: 

ah 



(29*) 






p J " LüJ" LJ3 

Die Verbesserungen (5), (9), (3) ergeben sich aus den DifTerenzialquotienten 
(15*) bis (18*) und den Verbesserungen (i), (2), ...(8) nach: 

(53)=5:^(+ '(•)-*(») +«.((5) + (6))), 
(»') = 5T6("'^') + *(*^ + 5.((5) + (6))), 
(5*)=5^(-3{3) + 4(4)+ai((5) + (6))), 
(3«) = -5-^(+3(3)-4(4)+5.((5) + (6))), 

8. Nach den vorentwickelten Formeln ist die Rechnung auf Seite 264 und 265 
durchgeführt. 



(;jü*) 



VI. Absehnitt. 

Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

S 59. Aufstellung der allgemeinen Formeln. 

1. Wenn n Beobachtungsergebnisse l^ A,, A,, .... X^ zur Bestimmung der 
wahrscheinlichsten Werthe j:, y, ^, .... von q Gröfsen vorliegen und diese wahr- 
scheinlichsten Werthe x^ y^ z zugleich r Bedingungen erfüllen sollen, so können 
zuerst nach dem im IV. Abschnitte dargestellten Verfahren für die Zusätze (/j, 
(/q, £^3, .... zu den Näherungswerthen S) 9) S? •••• ^^^ ^u bestimmenden Gröfsen 
die folgenden n umgeformten Fehlergleichungen nach den Formeln (116) und (117) 

aufgestellt werden: 

üi = ai rfj + Äi c/^ + Ci rfjH h/i, 

V, = Ca rfS + * j e/9 + c, rfg 4- • • • • H-A, 
• ^ 

''n = «•! «^5+ *ii «^9 H-c„rfaH ^-/«■ 
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Ferner können nach dem im V. Abschnitte dargestellten Verfahren, indem 
in die Bedingungsgleichungen (150) die wahrscheinlichsten Werthe x, y, -?, .... 

und in die Gleichungen (151) die Nähern ngs werthe S, i}? 8? eingeführt werden, 

die folgenden r umgeformten Bedingungsgleichungen nach Formel (155) aufgestellt 
werden: 

(187) I B,d^ + Bid^-hB^d^-\ /ä=0, 

Nach den in den §§ 22 und 43 gegebenen Erläuterungen mufs dann die 
Anzahl n der vorliegenden Beobachtungsergebnisse gröfser sein als die Anzahl q 
der zu bestimmenden Gröfsen, und diese Anzahl g mufs gröfser sein, als die An- 
zahl r der zu erfüllenden Bedingungen; es mufs also n>y>r sein. 

2. Nach unsern allgemeinen Grundsätzen (§13) müssen wir nun die wahr- 
scheinlichsten Werthe jr, y, ^, ...., oder die Zusätze rfy, rfij, rfj, .... zu den 
Näherungswerthen 5, 9, g, .... der zu bestimmenden Gröfsen derart bestimmen, 
dafs die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten 
Werthe der Beobachtungsfehler 

ein Minimum wird und dafs zugleich die Bedingungsgleichungen erfüllt werden. 

Dies erreichen wir in folgender Weise : 

Wir setzen in (1*) für »i, «2» «si •••• ^n ^*^ Ausdrücke nach den Formeln 
(186) und addiren dazu die mit -~2ä:^, — 2&^, multiplizirten Bedingungs- 
gleichungen (187), deren Summe gleich Null ist, womit wir erhalten: 

(2*) [pvv] = [paa] (fj rfj 4- 2 [pa^»] rfj <f t| 4- 2 [pac] e/j </8 H 2 [paß d^ 

-h [pbb] dr)di)-{'2 [pbc] rf^ rfg H 2 [pbf] rfg 

+ Ipcc] d^di-\ 2 [pcf] rfa 



[Pff] 

— 2^,ifc^fij — 2Aik^di) — 2Ask^d^ ^-2^^/^ 

— 2.B^kßdi — 2Z?,Ä:^rf9 — ^B^k^d^ ^^hfß 

Dann differenziren wir [pvv] nach rfj, d^, rfg, ...., setzen die Differenzial- 
quotienten gleich Null, dividiren durch 2 und fügen die mit — 1 multiplizirten 
Bedingungsgleichungen (187) hinzu, womit wir erhalten: 

[ b«a] d^ +lpab]d}^ + [pac] dj H Aik^^ B^k^ h [paf] = 0, 

(188a) ' [i'«*]^5+I/'**J^^ + [P*^*1^3 + Aik^^-B^kß + [pbf]=0, 

^ [pac] (^n 'h[pbc]dl)-^ [pcc] dg H A^^k^ — B:^kß — • • . . 4- [pcf] = 0, 

— ^ 1 dj — A^dj)— Aidi— 4. /^ = 0, 

(188b) { -Äjds- Äad9- B,di- +/'ä = 0. 

Die Anzahl dieser Gleichungen (188a) und (188b), die wir wiederum als End- 
gleichungen bezeichnen, ist gleich der Anzahl der zu bestimmenden Gröfsen 
dj, dg, d3, . . . und der Korrelaten ^•^, A:^, ..., so dafs wir die Zahlenwerthe 
dieser sämtlichen Gröfsen durch Auflösung der Endgleichungen nach dem im § 27 
behandelten Verfahren erhalten können. Diese Zahlenwerthe sind dann auch 
die, wofür [pvv] ein Minimum wird und die zugleich die Bedingungsgleichungen 
erfüllen. 
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Die wahrscheinlichsten Werthe x^ y^ z^ , , , der zu bestimmenden Gröfsen 
ergeben sich dann aus den Näherungswerthen S« t), 3^ • . . und den Aenderungen 
(/$} <^97 diy ... nach: 



(189) 



3. Für die Quadratsumme [fvv] kann ein einfacher Ausdruck gewonnen 
werden: Schreiben wir die Gleichung (2*) wie folgt: 

\pvv] = [paa]d^ rfj + [pab]d^ dl) + [pac]d^ rfg H 

+ lpab]dr) d^ + [pbb]di) dt) -h [pbc]dl)d^ H 

+ \pac]di d^-h[pbc]d% dt) + [pcc]d^d^'^ 



— B^kß rfs— B^kg dl)— B^kg rfj — 

+ [?>«/•] ^5+ [pbf] (/t|+ [pcf] f/8 4- 

— Aid}; k^— B^di kg 

— Aldi) kj^— B^dx) kg^"" 

— Azd^ k^— B^dl kg 



• • • • 



+ fA kA+ fn k 



B "■« 



• . • . 



+ [paf] d^-h [pbf] rft)+ [pcf] </8 + ----4-[p/n 

+ f'A fA-^ h fB + 

und vergleichen die untereinanderstehenden Summanden mit (188a) und (188b), 
so folgt, dafs ist: 

(190) [pvv] = [pff] + [paf]di + [pbf]di) + [pcf]di-\'"" 

+ ^AfA+^BfB'^ 

4. Die Anzahl der überschüssigen Bestimmungen ist gleich der Anzahl n+r 
der vorliegenden Bestimmungen weniger der Anzahl q der zu bestimmenden Gröfsen, 
so dafs sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergiebt nach: 

(191) „»dbi/n^Mi. 



I 60. Getrennte Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe der zu 
bestimmenden Gröfsen nach dem Verfahren für vermittelnde Beob- 
achtungen und der diesen Werthen noch beizufugenden Verbesserungen 
nach dem Verfahren für bedingte Beobachtungen. 

1. In den Pillen, wo das Verfahren Air bedingte vermittelnde Beobachtungen 
Anwendung findet, ist es in der Regel zweckmSfsig, in der Weise vorzugehen, dafs 
zuerst, ohne Rücksicht auf die Bcdingungsgleichungen, nach dem im IV. Abschnitte 
dargelegten Verfahren für vermittelnde Beobachtungen diejenigen ZusUtze ^So? 
^'9oi ^8oi •••• zu den Naherungswerthen 5, tj, 3, •... der zu bestimmenden 
Gröfsen ermittelt werden, wofür die Quadratsumme [pv^v^] der bei diesem 
Verfahren Übrigbleibenden, auf die Gewichtseinheit reduzirten Fehler zu einem 
Minimum wird, und dafs danach diejenigen Zusätze (i), (2), (3), .... ermittelt 
werden, die weiter erforderlich sind, damit die wahrscheinlichsten Werthe der zu 
bestimmenden Gröfsen auch den Bedingungsgleichungen genUgen und wofür zu- 
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gleich die Quadratsumme [pvv] der aus der Gesamtausgleichung folgenden wahr- 
scheinlichsten Werthe der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler 
ein Minimum wird. Dann erhalten wir die Aenderungen d^^ di}^ d^^ .... nach: 



(192) 



j dt)=dl)o-h(2), 
1 c/8=^3o4-(3), 



(193) 



2« Bei diesem Verfahren ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 



und die Endgleichungen für rfjoi ^t)o) «?3o? •' 

Ipaa] d^o-^[pab] (/t)o 4- [pac] f/3o4- • • 
Ipab] £/jo + [pbb] dr)o + [pÄc] ;/3ü 4- 
[pac] f/jo 4- IpÄr] f/tjo 4- [pcc] f/3o 4- 



(194) 



« • • • 



lp«/l-0. 



wonach wir 



(195) 



aro = 5 4- d^Q, 
yo = 9 4-rf9oi 
'^o = 34-rf3o> 

erhalten. 

Bei Auflösung dieser Cndgleichungen ergiebt sich nach den Formeln (127) 
und (129): 



(196) 



[prot.„] = [p//]-l^fi-|^5s~I^g3 



= Ipff] 4- f i rfSo 4- f 8 </9o 4- f s ^3o H » 

und damit nach Formel (125) der lediglich aus dem Verfahren für vermittelnde 
Beobachtungen folgende mittlere Fehler m^ der Gewichtseinheit nach: 



(197) 



m 



^^±J[P^oVo] 



3« Die ßedingungsgleichungen, woraus die umgeformten Bedingungs 
gleichungen (187) folgen, sind: 



(198) 



r 



^B (•''9 .Vi ^1 ■ . • . ) — Sß , 



Nun benutzen wir bei Berechnung der Widersprüche nach den F'ormeln (151) 
und (152) nicht die NUherungswerthe $, ^^ 3, .... der zu bestimmenden Gröfsen, 
sondern die bereits durch die Aenderungen d^Of <^9o? <^3o9 . • • • verbesserten 

Werthe itQ — ^-^d^o, yo = *)4-rft|oi ^o = 34-e/3o5 ? rechnen also nach den 

Formeln : 

(199) { /''^(aro, yoj -^0? ) = ^h'> 



(200) 
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Die wahrscheinlichsten Werthe x^ y^ z^ .... 

erhalten wir dann nach: 

a? = ;ro-f-(i), 
(202) Jy=yo4-(2), 

ijr=2:^j + (3), 



der zu bestimmenden Gröfsen 



Die sich nach den Formeln (199) und (200) ergebenden Widerspruche mUssen 
allein durch die noch anzubringenden Verbesserungen (i), (2), (3), .... ver- 
nichtet werden und somit mUssen, wenn wir fUr die Differenzialquotienten von 

^A (^09 yoi ^09 )? ^\ {xq^ yot -01 •••■)i •••• nach Xq, j/oi -0» die Be- 
zeichnungen: 



(201) 



^,= 



dF„ 

OXq 






8y« 



A,= 



dFg 



• . • » ^ 



nehmen, die umgeformten Bedingungsgteichungen sein: 
(«0») l Ä,(i)4-ß,(j)+ö,(3)+.--=/j, 



4. Setzen wir in die Endgleichungen (188a) fUr dg, di}, di, .... nach den 
Formeln (192) die Ausdrucke rfj;a + (i), (/9o + (2), <{}o + (3), .... und subtrahiren 
von den sich dadurch ergebenden Gleichungen die Gleichungen (194), so erhalten 
wir mit Hinzuziehung der Gleichungen (203) die folgenden Gleichungen zur Be 
Stimmung der Verbesserungen (i), (2), (3), ...,: 

[paa] ( I ) + [pah] (2) + [pae] (3) H yl , fc^— Ä, i^— • • • • = 0, 

. [pal>]{i) + [pbh](2) + lpbc]0) + AikJ^-ß^kB ==0, 

I [pae] ( 1) + [pbo] (2) + [pcc] (3) + Atk^-B^kg =0, 



(»«•) 



(Ib*) 



^,(1)+ ^,(2)+ .1,(3) + 
Ä,(i)+ iS,(2)+ «,(3) + 






""Ay '^ B^ • • • 



5. Diese Gleichungen lösen wir auf wie folgt: 

Wir drücken die Verbesserungen (i), (2), (3), durch die Korrelaten 

. aus mittelst der Koeffizienten Q,,, Q,a, Qn»--.; Qwi Qn^ ö»n ••••; 

Qn\ ) Qif^ Qaa? ) • • • -9 und diese Koeffizienten setzen wir derart fest, dafs sie den 

folgenden Gleichungen genUgen: 

[paa] Q„ -f- [pab] Q^^ 4- [pac] Qi, H = 1, 

[paÄ]g„-f-[pA6]Q,2 4-[p*clQi3H = 0, 

[P fic] Q„ 4- [pbc] Q„ + [pcc] «13 H = 0, 



(204a) 



(204 b) 



[ baa]Qji + [pa6]Qa2+[pac]Q8,-h 
J [pa*]Qsi + [p6*]Qj8 + [p6c]ev3 + 



. = 1, 
c]Qii+lpbc]Qii'^lpcc]Q^-{ = 0, 



(204 c) 



[paa] Q3, -h [pab] Q32 + [pac] Q33 H = 0, 

IPa*l Q31 4- [pÄ6] Q3J + [p4c]Q33 + . . . = 0, 
Ipac]e3,4-[pÄc]Q3,+ [pcc]Q,3 + .... = l, 



u. s. w. 
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Nun multipliziren wir zuerst die Gleichungen (la^ mit den Koeffizienten Q,|, 
Qify Qu-)' ' " y addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen 
(204a), womit folgt: 
(2a*) (I) = 4-i4,Q^,*^-+-i?^<^„^•Ä^-••• 



Sodann multipliziren wir die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten Q^u Qnt 
Qsa, . . . . , addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen (204b), 
womit folgt: 
(2b*) (2) = ^A,Qt,k^ + BiQnks + '-- 

+ A^Qnk^ + BiQnkß+'" 

-^AiQnk^ + B^Qt^kB + "" 



Ferner multipliziren wir die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten Qsi, Q^^j 
Qs39 .... 9 addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen (204c), 
womit folgt: 

{2c*) (3) = + ^,e„Ä:^-+-Ä,e»i*ÄH----- 

+ AiQs^k^'{-B^Q„kg-i 



u. s. w. 



(205 n) 



Wird dann zur Vereinfachung der Ausdrücke fllr(i),(2),(3),... noch gesetzt; 

(«,) = -+- i4iCti + ^«0» + ^iQ» 4- ••• •, 

(«8) = + ^lQ81-+-^,Q«8 4-i4sQ„ + 



(205 b) 



(»i) 
(»») 






1 
1 



SO wird aus den Gleichungen (2a*), (2b*), (2c*), 

(0 = («i)*^ + (».)*^-h- 

(2) = (9l,)^•^-h(Ö8)^•^+• 

(3) = (»3)*^ + (».)^i,4-. 



(206) 



Diese Gleichungen haben die Form der Korrelatengleichungen (156) und wir 
bezeichnen sie auch als Korrelatengleichungen. 

Eine zweite Form dieser Gleichung ergiebt sich durch Einführung der 
HUlfsgröfsen 

[2]r=.^Atk^+B^kß-h 
[3] = + .4,Ä:^+i4,Ä:54- 



(207) 



. • • • 



wofUr nach (la*) auch gilt: 

[i] = (pn«](i) + [p«*](2) + [p<2c](3) + 
(3*) / l2] = [p«i](i) + [p6A]{a)+[p6el(3) + 

[3] = |pac](i) + Jpic](2) + [pccl(3) + 
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Mit diesen HUlfsgröfsen folgt für (i), (2), (3), aus (2a*), (2b*), 

(2c*) . . . .: 

(0 = [i]Qu + l2]Q,a4-[3]Q,,4----, 

(2)=[l]Q2.+[2]Q22 + I3]Q38 + "'-, 

(3) = [i]Qai + [2]e,a + [3]Q33+---, 



(d08) 



6. Durch Einsetzen der in den Korrelatengleichungen (206) für (i), (2), 

(3), erhaltenen Ausdrucke in die Bedingungsgleichungen (Ib*) erhalten wir 

die reduzirten Endgleichungen: 

([A(%)]k^+[A{?ß)]k^+----=f^, 
(209) { [ß(«)]*^ + lß(»)]*B+--=/», 



Wie nach den Gleichungen (205) ohne weiteres zu Übersehen ist, ist: 

U(»)] = [Ä(9[)],...., 
Wird nun gesetzt: 



(210) 



{ 



o. = [^(«)l, 



B, = [^(»)] = [ß(«)], 
B, = [Ä(»)], 



f.=-/a. 



SO gehen die Endgleichungen Über in: 

A^ + B,iß + 



(211) 



{^' 



f,=o, 

f2 = 0, 



welche Gleichungen, nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelöst, uns die 
Zahlenwerthe der Korrelaten A;^, k^y und somit auch nach den Korrelaten- 
gleichungen (206) die Zahlenwerthe der gesuchten Verbesserungen (i), (2), 
(3), liefern, wobei sich die Probe ergiebt, dafs 

(212) [^/]==-I^fl 

= (i)[i] + (2)[2l + (3)[3]-h---- 

sein mufs. Die Gleichheit der ersten beiden Summen folgt aus den Formeln (127) 
und (129), und dafs diesen Summen auch die letzte Summe gleich sein mufs, 
ergiebt sich aus der Uebereinstimmung der Ausdrücke, die sich nach den Formeln 

(2*) und (207) für (i) [i] 4- (2) [2] -f-(3) [3] H und nach den Formeln (205) 

und (209) für [kf] ergeben. 

Aus [kf] ergiebt sich, wie nach Formel (164) ein lediglich aus der Netz- 
ausgleichung folgender zweiter Werth nta des mittleren Fehlers der Gewichts- 
einheit nach: 



(213) 



m. 



.±^ 



7. Die Quadratsumme [pvv] der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler ist nach Formel (190): 

[pvv] = [pff] 4- [paß rfj + [pbf] di)-h[pcf]d^-{ 



Nun ist nach den Bedingungsgleichungen (187): 
Koll. 



18 




274 Bedingte vermittelnde Beobachtungen. II. T. VI. A. 



Wird dies in (190) eingesetzt, und werden zugleich fUr d^^ dt^^ d^j .... nach 
(192) rf5o4-(i), dr)o + (2)j rf3a-l-(3), .... gesetet, so wird: 



. • . . 



Ipvv] = Ipff] + Ipaf] d^o-^lpbf] rf9o + [pc/] dSo + 

+ lpa/](i) + [p6/](2)+[pc/](3)+---- 

+ ^i ^A^lSo + ^ ji-^dtlo + A^k^d^o H 

4-Ä,fc^(/So 4-^1*^^90+ Äs Ä:^d8o H 

+ ii,^'^(i) +iit*^(2) + J3^•^(3) +•••• 
-hB,ks(i) +B^kB(2) ^-Ä3^•^(3) +•••• 

Werden hierin für [paf]^ [p^f]^ Ipcf]^ auf <^er zweiten Zeile die 

sich aus den Endgleichungen (194) ergebenden Werthe und für i4|(i) + ^i(2) 
+ -^8(3)4 , Ä, (i) + ^8(2) 4- 5^(3) H , nach den Bedingungs- 
gleichungen (203) die Widerspruche faifby •-•• eingeführt, so wird: 

[prt;] = [p/'/]H-[pa/] d^o + lpf^f] dr)o'i'[pcf] dSoH 

— lpaa](i)d^o-lpab](\)d^o — lpac](i)dio 

- [pab] (2) d^o- Ipbb] {2) dr)o — lpbc] (2)^30 

-lpac](3)d^o — lpbc] (3)rf9o — [pcc](3)dao 



... 

4- 

4- 

• . . 


Aik^d^o + 


Aik^dr)o + 
B^kgdi^o-^ 


B^kßd^Q-^ • " • 



+ *^/a+^Ä/6 + 



Durch Vergleichung der untereinanderstehenden Summanden mit den 
Gleichungen (la*) folgt hieraus: 

(4*) lpvv] = lpff]'i'lpaf]djSo-^lpbf]d^o + [pcf]dlo + "*' 

Der auf der ersten Zeile stehende Teil dieses Ausdrucks ist nach den 
Formeln (127) und (129) gleich der Quadratsumme [pvqVq]^ die sich bei Auf- 
lösung der Endgleichungen (194) ergiebt, und der auf der zweiten Zeile stehende 
Teil [kf] des Ausdrucks ist der durch die Netzausgleichung hinzukommende 
Beitrag zur Fehlerquadratsumme, so dafs also 

(214) lpvv]=^[pvoVo]'^lkf] 

ist, womit sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit aus der Gesamtaus- 
gleichung ergiebt nach: 



(«15) m^±J-Lp^^±J ip^ov,]+ikn 

8. Ueberblicken wir das entwickelte Verfahren nochmals, so ergiebt sich 
der folgende Rechnungsgang: 

a) Aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen werden ohne Rücksicht auf 
die zu erfüllenden Bedingungen nach dem im IV. Abschnitte dargelegten 
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Verfahren fUr vermittelnde Beobachtungen unter Berücksichtigung der 
Formeln (192) bis (197) die Zahlenwerthe von d^o^ (f^o ^So9 •••m 
Xqj 2^09 ^07 •-••, [f^t^oVo] und nti berechnet. 

b) Hierbei werden die aus den Gleichungen (204) folgenden Zahlenwerthe 

der Koeffizienten §„, y,,, Cm ; ön» Om» Ö«8»----; Öbm §•«» 

Caa,....; .... berechnet*), und falls die HUlfsgröfsen [1], [2], [3], .... 
benutzt werden sollen, die Gleichungen (208) mit den erhaltenen Zahlen- 
werthen angesetzt. 

c) Dann werden die Bedingungsgleichungen nach dem im V. Abschnitte 
dargelegten Verfahren aufgestellt und umgeformt, wobei nach den 
Formeln (198) bis (202) die erhaltenen Zahlenwerthe von Xq^ y^^ 
Zqj .... als Beobachtungsergebnisse eingeführt werden. 

d) Hiernach werden die Koeffizienten (SCj), («,), (Äa), ....; (S3,), (»,)» 
(Säa)) ....; .... nach den Formeln (205) gebildet und die Korrelaten- 
gleichungen (206) angesetzt, oder es werden die Gleichungen (207) fUr 
die HUlfsgröfsen [1], [2], [3], ... . angesetzt und die Korrelatengleichungen 
(206) durch Substitution der für [1], [2], [3],. ... erhaltenen Ausdrucke 
in die Gleichungen (208) gewonnen. 

e) Mit den Zahlenwerthen der Differenzialquotienten yl,, Af^ ^3, ....; 
/ii, B^j ^s, ....; .... und der Koeffizienten (9(i), (9(s), (SCj), ....; 
(S3i), (^i), (9s), •...; .... ergeben sich dann die Faktoren [^(91)], 

[^(S3)] = [ß(5l)], ; [Ä(IB)], ....; der Endgleichungen, die 

nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelöst, die Zahlenwerthe 

der Korrelaten A:^ , ^-^ , liefern, womit nach den Formeln (206) die 

Verbesserungen (1), (2), (3), .... und nach den Formeln (202) die 
wahrscheinlichsten Werthe a;, y, ^, .... der zu bestimmenden Gröfsen 
erhalten werden. 

Hierbei werden auch die Zahlenwerthe von [kf] und nts, sowie endlich 
von lpvv] = [pVQVo]-{-[kf] und m erhalten. 

9. Das vorstehend behandelte Verfahren wird in der Regel bei der Aus- 
gleichung von Hauptdreiecksnetzen angewandt Aus den Ergebnissen der Stations- 
beobachtungen werden nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen die 
wahrscheinUchsten Werthe Xq , yo 9 ^0^ * • • • der Richtungen abgeleitet, und diese 
werden dann in die Bedingungsgleichungen eingeführt. 

In den Publikationen der Preufsischen Landesaufnahme und im wesentlichen 
hiermit übereinstimmend in allen 'ähnlichen Publikationen werden im Anschlufs 
an die Ergebnisse der Stationsbeobachtungen die daraus folgenden Endgleichungen 
(194), die reduzirten Endgleichungen, die NUherungswerthe ^^ t), 3, .... (An- 
nahme)^), die denselben beizufügenden Aenderungen d^ot d^o^ d^o^ .... 

(A^ ß, C, ), die Werthe aro = 5 + c?5o) yo = 9 + c?9o? -»o^a + ^^Soi (Nach 

Anbringung der Reduktionen auf das Centrum der Stationen: Ergebnis mit Ein- 
schlufs sämtlicher Reduktionen), die Gleichungen (208), [pvqVq] {(VV)) und 
n — g (Divisor) alles in Zahlenwerthen mitgeteilt. Hiernach folgen die Bedingungs- 
gleichungen (198) und die umgeformten Bedingungsgleichungen (203), letztere 
mit den Zahlenwerthen der Faktoren und der Widersprüche, sodann die Gleichungen 
(207) (Ausdrücke der Gröfsen [1], [2], [3], .... durch die Faktoren oder 



*) Wie dies zweckmäfsig geschehen kann, ist im folgenden § 68 dargelegt 

**) Das in Klammern beigefügte sind die von den unsrigen abweichenden Bezeichnungen der 
Landesaufnahme. 

18* 
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Korrelate I, II, III, ), die Korrelatengleichungen (206) (Darstellung der Ver- 
besserungen (i), (2), (3), .... durch die Faktoren oder Korrelate I, II, III,....), 
die Endgleichungen (209), die bei Auflösung der letztern sich ergebenden 
reduzirten Endgleichungen, die Korrelaten k^, kß^ ^•^, .... (Faktoren oder Kor- 
relate I, II, III, ), [kf] ((»93)), die Verbesserungen (i), (2), (3), , 

[p»u] = [[pt;oVo]] +[^71 (Summe der mit den Gewichten multiplizirten Fehler- 
quadrate), ln — q]-j-r (Beitrag zum Divisor), m* = y _^^ , (**), tn («). 



I 61. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 

von Dreiecksnetzen. 

1« Um ein einfaches, übersichtliches Beispiel fWr die Anwendung des ent- 
wickelten Verfahrens zu erhalten, nehmen wir aus den Hauptdreiecken der Landes- 
aufnahme den in Figur 70 dargestellten Teil der Eibkette heraus und behandeln 
diesen Teil als selbstständiges Dreiecksnetz. 



lijrJfUenUx, 



HH. 




l^hifßck 



FUr den Punkt P= Redemoissel haben wir bereits im § 32 aus den auf 
diesem Punkte beobachteten Winkeln die wahrscheinlichsten Werthe 72 1, JS«, R^'* 
Ri der Richtungen nach den Punkten P, = Glienitz, P, = Höhbeck, P, = Pugelatz, 
P4 = Hohen-BUnstorf nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen ab- 
geleitet. Bei den über dem Gentrum des Punktes P ausgeführten Winkel- 
beobachtungen sind die Lichter von excentrisch stehenden Heliotropen eingestellt 
worden, so dafs die im § 32 erhaltenen wahrscheinlichsten Werthe der Richtungen 
noch auf das Centrum der Punkte P», Pt<i P«, P4 zu reduziren sind wie folgt: 




P. 
P* 



Richtungen R*) 



359 

82 

195 

269 



r» 



59 
48 
42 
07 



59,971 
00,610 
46,079 
58,340 



Reduktion 

auf das 

Centrum. 



// 



Reduzirte 
Richtungen. 



45,000 



- 8,320»») 
-h 0,755 
4-11,163 
7,262 



4- 10,860 



359 

82 

195 

269 



I 



tt 




') Vergleiche § 32, Seite 132. 

**) Nach: Die Königlich Preufsische Landes - Triangulation, Hauptdreiecke, Vierter 
Teil, zweite Abteilung, Seite 87. 
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Diese reduzirten Richtungen führen wir als die nach den Formeln 
(192) bis (195) erhaltenen Richtungen iioi? ^029 ^039 ^ot ^^ die weitern Rech- 
nungen ein. 

Ferner Übernehmen wir aus der Veröffentlichung der Landes- Aufnahme noch: 



(196) 
wonach ist: 



b^oVo] =76,10, » — ^ = 33, 



(197) 



m 



|r « — q 



Die übrigen in die Rechnungen einzuführenden Richtungen u. s. w. sind: 



Ziel- 
punkte. 


/>, : Glienitz. (S. 86.)**) 


Ziel- 
punkte. 


P3: Pugelatz. (S. 90.) 


P, 


Rn 





00 


00,(X)0 


P, 


•ßoii 


296 


17 


57,200 


P 


«0. 


68 


22 


57,457 


P 


Rom 





00 


00,000 


Pa 


Rtfi 


125 


12 


31,950 


P2 


ßois 


42 


29 


18,595 




[pvoVo] = lb,22, 




[pt^ot^o] =42,72 




n — q — 22y ttti— 0,83". 


Pi 


» — y--22, m, — 1,98". 


P,: Höhbeck. (S. 92.) 


P^ : H. Bünstorf. (S. 83.) 


Ron 


190 


37 


08,596 


i 
Ron ] 


55 


06 


49,095 


p 


Rw 


215 


12 


55,478 


P 


Ro\b ' 


87 


25 


80,469 


p, 


Rqio 


244 


Ol 


50,220 


P. 


Ä018 


130 


18 


20,303 




[püoVo] — 29,48, 




[Pfot^o] -26,23, 1 




n — q 


= 22 


, ntj 


- 1,16". 




n — q 


= 22, 


titi 


— 1,09". 



2. Zur weitern Fortführung der Berechnung müssen wir nun die Bedingungs- 
gleichungen (198) aufstellen. Die Gesamtanzahl r der zu erfüllenden Bedingungen 
ist in dem vorliegenden Dreiecksnetze, worin zur gegenseitigen Festlegung von 
« =5 Punkten »^ = 16 Richtungen auf »^^ = 5 Standpunkten bestimmt worden 
sind, nach Regel (177): 

r = n^ — 2 «p — n,, + 4=16 — 2.5 — 54-4 = 5. 

Diese Bedingungen zerfallen in Bedingungen II. Klasse und Bedingungen 
in. Klasse und zwar, da hier n^^ = 5 Standpunkte durch n^ = 8 Linien verbunden 
sind, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, nach Regel (181) in 

^7/ = »/ — »* f + 1 = 8 — 5 + 1 = 4 

Bedingungen II. Klasse und, da hier ferner np=5 Dreieckspunkte durch »^ = 8 
Dreiecksseiten verbunden sind, nach Regel (183) in 



*) Wir benutzen hier nicht die im § 32, Seite 133 erhaltenen Werthe [i>ro«o] =P(«*] = 3,193, 
n — 9=3, in 1 = 1,03", sondern die einen besseren Anhalt für die Beurteilung der Messungsergebnisse 
gebenden, aus den Unterschieden zwischen den wahrscheinlichsten Werthcn der Winkel und den einzelnen 
Satzmitteln abgeleiteten Werthe der Landes-Aufnahme. 

**) Die beigesetzten Seitenzahlen weisen auf die Seiten des angeführten Bandes der Hauptdreieckc 
lün, wovon die Richtungen entnommen sind. 



278 



Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. VI. A. 



r^^=n^— 2 »p +3 = 8 — 2-5-1-3=1 

Bedingung III. Klasse. 

Nach Figur 71, worin die Nummern der Richtungen enthalten sind, ergeben 
sich die den 5 Bedingungen entsprechenden Bedingungsgleichungen (198) in ein- 
fachster Weise wie folgt: 




(198) 



Fig. 71. 

^a: — Äo -f-Äio — Ä5 +Ä6 --Äi + Ät = Ä^ =180*'00' 01,669", •) 

Jb: — Äi,-f-Ä,8 — Ä8 +Äo —Ri + Rf,^Sß =180 00 01,841 , 

Jc\ -Ä,5 + Äi8--Ä„-f-Äi, — Äa + Ä4 = 'Sf^ =180 00 01,556 , 

^rf: — Äe +Ä7 — Äu + Äi5 — Ä4-I-Äi = 5^ = 180 00 01,365 , 

CS.«: -~%«in(— Äo + Ä,o) + %«»(— Äft +Ä6) —%«»(— All -hÄis) 

-h%«Vl(— Äs + Äo) %«»(— Äl6-f-Äi6)-f-%«n(— Äix +Ä|8) 

— %«fi (— Äe -f- Ä7) + log sin (— Ä^ + Ä,j) = 5^ = 0. 

3. Werden in diese Gleichungen die Werthe Äoi» -802» -ßos» •••• der Rich- 
tungen eingeführt, die nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen aus 
den Beobachtungsergebnissen gewonnen sind, so ergiebt sich für die diesen 
Richtungswerthen entsprechenden Beträge JS^, 2"^, 2"^, ....: 

— Äoö "H-Roio — -ßoö H~-ßo« — -Roi +Äot = 2'^, 

— Äoil + -Roi8~" ^08 +Ä00 — -Rot +Äo8 = -2'^, 

— Ä015 "T" -ßoiO — "ßoil + -ßoiJ — Ä08 "H -Roi = 2j,, 

— Ä06 +Ä07 — Ä0U + Ä015 — Ä04 +Äoi=-2'^, 

— %«»(— Äoo + Äoio) + %M»(— Ä06 +Äoe) —%«»(-- Äoij-f-Äoia) 
4- /o^ «t» (— Ä08 + Äoo) — log sin (— jRoi6 + Äoie) + log sin (— Äoii + Ron) 

— % w» (— Äo« + Ä(n ) 4- log sin (— Äqu 4- Ä015 ) = -2;, 



(199) 



wonach für die Abweichungen /^, /j, /^, .... zwischen den SoUbetrUgen jS^, 5^, 
5^, .... und den Beträgen -T^, -2"^, -T^, .... folgt: 



(200) 






*bi 



et 






4. Differenziren wir die Gleichungen (199) nach Rou Rq^, ßoii ••••9 so er- 
halten wir folgende Differenzialquotienten: 



*} Die Sollbeträge 180 <» + sphftrischer Excefs sind entnommen von Seite 130 und 131 des an- 
geführten Bandes der Hauptdreiecke. 
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f Ai = — 1, i4t = 4-l» -^5 = — li -^6 = + 1, -^0 =—1, ilio = 4-l, 
Bt ^-1, Ä, = -hl, Bb = — 1, B9 =-Hl, i?i,= -l, Äis = -hl, 
Cs = — 1, C4 = 4-l, 011= — 1, C,j=-hl, Ci5 = — 1 , C18 = -h 1 , 

/)j =+1, Z>4=-1, ^S =-1, ^7 =+1, i)u=-l, i),5 = + l, 

(201) I E^ ^—Mcotgi—R^ +Rm) , J5;8= - i/co^(~Äo8 + Ä«)i 
E^ =-{-Mcotg{-Ro8 -HÄoq) + ifco%^(~ ä 00 + ä 010)» 
E,o=» — Afco/^(— Äo9 4-Äoio)» E II = — Mcotg{— Ron -h Ron) ^ 
^18 == 4- if cof^ (— Ron + Ä012 ) + Mcotg (— Äqis 4- Äon ) , 
En = — If cofgf (— Ä012 + Äois) j -^u ^— Mcotg (— Äoi* 4- ßou)» 
^15 = 4- Mcotg (— Äou + Ä015) + Mcotg (— Ron, + Äoie)» 
^n = — Jf co«y (— Ä0I6 + Äoio)- 

5. Aus den nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 
Werthen Äqm Äos, R^j .... Äoie der Richtungen werden die wahrscheinlichsten 
Werthe Äi, Äg, Ä», .... Äi«der Richtungen erhalten durch Beifügung der Ver- 
besserungen (i), (2), (3), .... (16), so dals wird: 



(202) 



f R, =Äoi 4- (i), 
Ä. =Äo, + (2), 
R% = R(M 4- (3), 

. Äje = Äo,e4-(i6). 



6. Behufs Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen (203) setzen 
wir hier zuerst die Zahlen werthe an, die den Differenzialquotienten ^5, E^j 
J?7 9 .... ^,e entsprechend in die fünfte umgeformte Bedingungsgleichung ein- 
zuführen sind:*) 



MArCOtgi—Roi-hRoe) =4-0,083, 
Q 

M^cotgi—Ro^-hRm) =4-0,138, 

M^^cotgi—Roß-hRw) =+0,460, 

Af-^co^( — Äoo 4- Äo.o) = 4-0,883, 
Q 



ilf — co^^(-Äon4-Äoi2) = 4-0,104, 
M 4- co^i^ (- Äoit 4- Ä018 ) = 4- 0,230, 
Af47co^i^(~i2oi44-Äoi5) = 4-0,333, 
M^cotg (- Ä015 4- Äoie) = 4- 0,227. 



Die Zahlen werthe sind mit 100000 multiplizirt angesetzt, wonach wir den 
Widerspruch f^ in Einheiten der fünften Dezimalstelle der Logarithmen zu 
nehmen, haben. 

Mit diesen Zahlenwerthen und mit den unter Nr. 4 erhaltenen Zahlenwerthen 
der Differenzialquotienten il, Ä, C, Z) ergeben sich die folgenden umgeformten 
Fehlergleichungen : 

-(«) + (2)- (5)+ (6)- (9) + (io) = /'„, 

-(2)4-(3)- (8)+ (9)-(i2) + («3)=A, 
-(3) + (4)-('i) + (i*)-('5) + (i6)=/',, 

+ («)-(4)- (6)+ (7)-(i4) + (i5)=/'rf, 

— 0,088 (5) + 0,221 (6) - 0,138 (7) - 0,460 (8) + 0,843 (9) — 0,383 ( 10) 

l— 0,104(11) +0,334(12) -0,230(i3)-0,333(i4)+0,560(i5)-0,227(i6)=/,. 



(203) 



*) Vergleiche § 47, Seite 203. 
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7« Nach § 32, Nr. 9, Seite 131 sind die Endgleichungen (194), woraus sich 
die Aenderungen cftoi, ^^os) ^^osi ^<oi ^r ^i^ Näherungswerthe der Richtungen 
auf dem Punkte P ergeben,: 

ilpaa] = yp)dtoi + {[paf] = - p(«, — «Tj )) = 0, 

([pcc] = y;?) c?r<v, + ([pc/*] = — p(8^ — er»)) = 0, 
([prfrf] = »'p)(/ro4 + ([prf/'] = -p(«4 — <r4))=0. 

Die Endgleichungen (194), woraus sich die Aenderungen e/to«, c^Iq«, .... dtmt 
für die Näherungswerthe der Richtungen auf den Punkten Pj, P,, P^, P^ ergeben, 
stehen mit diesen Endgleichungen in keiner Verbindung, so dafs wir zunächst zur 
Bestimmung der Koeffizienten ö„, C, ^u, Qu, Ca» ^?m» Ciö C»85 Ca*; Ö4i die 
folgenden Gleichungen (204) erhalten: 



ypQi4 = o, 

Hieraus folgt, dafs 
«11= — » 






e«a = 









ypQ42 = o, 
ypQ*s = o, 



e.*= 



yp 



ist, während alle Übrigen Koeffizienten gleich Null sind. Hierin ist v = 4, f> = 6, 

also — = ir = 0,0417. 
yp 24 

Wenn wir nun annehmen, dafs auf den Punkten P,, Pg, Pj, P^ die Winkel 

zur Bestimmung der je v = 3 Richtungen ebenso beobachtet seien, wie auf dem 

Punkte P und zur Erreichung des gleichen Gewichtes für alle Richtungen die 

Winkel so oft beobachtet seien, dafs p«=8 ist*), so erhalten wir weiter auch 



^55 = Cm — Qn =* 



Cioio — — 
yp 



1 



^ = 0,0417' 

und für alle übrigen Koeffizienten Null.**) 

8. Hiernach ergeben sich mit den unter Nr. 6 in den umgeformten Fehler- 
gleichungen gegebenen Zahlenwerthen der Differenzialquotienten A^ ^, . . . . £ die 
folgenden Koeffizienten (Ä), (»), (@): 

(31, ) = -0,0417, 
(«f ) = 4-0,0417, 
(«5) = -0,0417, 
(«e) = H- 0,0417, 
(«0 ) = -0,0417, 
(205)^ (9C,o) = H- 0,0417, 



(»,) — — 0,0417, 


( ©3) = -0,0417, 


(J), ) = + 0,0417, 


(»,)- + 0,0417, 


(6.) -+0,0417, 


(S)«)- -0,0417, 


(83, )- -0,0417, 


(©„) = - 0,0417, 


(».) = -0,0417, 


(».)- + 0,0417, 


(©„) = + 0,0417, 


(3), ) = + 0,0417, 


(»„)- -0,0417, 


(6u) = - 0,0417, 


(®u) = -0,0417, 


(«>,)- + 0,0417, 


(©,.) = + 0,0417, 


(5D.6) = + 0,0417, 



(®,)= -0,00346, (®o ) = 4-0,035l5, 

(©/) = + 0,00922, (@,o) = -0,01597, 

((g,)= —0,005 75, (®„) = — 0,004 34, 

((83) = — 0,019 18, (@i2) = H-0,01393, 

und die Korrelatengleichungen:***) 



(®,3)== — 0,009 59, 
(®,,) = — 0,01389, 
(®ib) = 4-0,02335, 
(<5i6) = -0,009 47, 



*) In Wirklichkeit sind die Winkel anders beobachtet worden, insofern als auf den Punkten nicht 
nur die je 3 Richtungen, die wir in unserra Beispiele benutzen, bestimmt worden sind. 

**) In den Veröffentlichungen der Landesaufriahme sind die Zahlenwerthe der Koeffizienten Q in 
den im Winkelregister bei jedem Standpunkte angesetzten Gewichtsgleichungen enthalten. 

***) Bei der Landesaufnahme: „Darstellung der Verbesserungen (i), (3), (3), .... durch die 
Korrelate I, II , III , .... 
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Fig. 71. 



2. Berechnung der Widerspruche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 



Bezeichnung der 



Drei- 
ecke. 



Punk- 
te. 



Winkel. 



Winkel. 



I , I " 



Verbesserungen 
der Winkel. 



n 



cpl log 8tn a, 
log sin ß. 



Verbesserungen der log. 



1. 



2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



7. 



P 



ßl —jRos +Ä06 

y:-Roi +Äo« 



28 
68 
82 



180 
180 



48 
22 

48 



54,74 
57,46 
09,71 



( 9)+(»o) 
-( 5)+( 6) + 
■( !)+( 2)- 



00 
00 



p. 
Pt 

p 



ßl ~ivo9 +-ßoo 

f. 



Pi 
P 



*t:— Äoi6+"iiu 
/J:— Äoii+Äoii 
y: — iJo8 +Äo» 



Px 

P, 
P 



ßi—Rox^-k-Roxf, 
y:-Roi +Ä01 

fä 



42 

24 

112 



29 
35 
54 



180 00 
18000 



01,91 

01,67 

0,24 



0,233 
0,060 
0,067 



0.316 9653 
9.968 3264 



-0,883H 9)Hio)) 
+0,083(-( 5)+( 6)) 



-H 



0,240 



18,60 

46,88 
55,88 



01,36 

01,84 

0,48 



4252 
63 42 



73 



180 
180 



25 



49,83 
02,80 
08,36 



00 
00 

+ 



00,99 

01,56 

0,57 



56 
32 
90 



49 
18 
51 



34,49 
41,37 
46,05 



180 
180 



00 
00 



01,91 

01,36 

0,55 



~(I2)+(13) 

-( 8)-f( 9) 
-( 2)+( 3) 






0,047 
0,325 
0,109 



0.1704118 
9.619 3261 



0,089 
0,005 



-0,230(-(i2)-Ki3)) -0,011 
+0,460(-( 8)4-( 9)) +0,150 



+ 



0,481 



-(i5)+{i6) 

-(Il)+(I2) 

( 3)4-( 4) 



+ 
+ 



0,226 
0,155 
+ 0,187 



0.167 1900 
9.952 5466 



-0,227(-(«3)+(i6)) 
+0,104(-{ii)+(i2)) 



0,568 



-( 6)+( 7) 
-{'4)+(i5) 
■( 4)+( I) 



+ 



0,147 
0,173 
0,229 



0.077 2667 
9.727 9655 



0,549 



9.999 9984 

0.000 0000 

4-0,16 



-0,138(-( 6)+( 7)) + 
4-0,333(-(i4)+(i5)) 






0,051 
0,016 
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(306) 



3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

lO 

II 

12 

i3 

»4 
i5 

i6 



= - 0,0417 Ä^ 
+ 0,0417 Ä^ 
+ 0,0417*^ 
+ 0,0417*^ 

— 0,0417*^ 
4-0,0417*^ 
+ 0,0417*^ 

— 0,0417 ifejB 

— 0,0417 k^ 
+ 0,0417 k^ 

— 0,0417 Ä^ 

— 0,0417*^ 
+ Ofi^n kg 

— 0,0417*^ 

— 0,0417*^ 
+ 0,0417*^ 



+ 0,0417*^, 
-0,0417*^, 
-0,0417*^, 

— 0,0417 kj^ , 

— 0,00846*^, 

— 0,0417 k^ 4- 0,009 22 k ^, 

— 0,005 75*^, 

— 0,019 18 *jj, 

-h 0,0417 kg -h 0,035 15 k^ , 

— 0/)15 97*jj., 
-0,004 34*^, 

+ 0,0417*^ -1-0,018 93 *jg, 

— 0,009 59*^, 

— 0,013 89*^, 

-h 0,04 1 7 1 ^ -h 0,023 35 * jg , 

— 0,00947 *£. 



3. Bildung der Faktoren 


Nr. 


A. 


B. 


C. 


D. 


E. 


(«)••) 


(«)•*) 


(S).*) 


(a».*) 


(6).*) 


A{%). 


^(»). 


A(6). 


1 


_i 


• 


• 


+1 


m 


-4,17 


• 


• 


+4,17 


• 


+ 4,17 


• 


• 


2 


-+-1 


-1 


• 


• 


• 


+4,17 


-4,17 


• 


• 


• 


+ 4,17 


-4,17 


• 


3 


• 


+1 


-1 


• 


• 


• 


+4,17 


-4,17 


• 


• 


• 






4 


• 


• 


+1 


— 1 


• 


• 


• 


+4,17 


—4,17 


• 


• 








5 


— 1 


• 




• 


0,083 


-4,17 


• 




• 


-0,346 


+ 4,17 








6 


-f-1 


• 




— 1 


+0,221 


+4,17 


• 




—4,17 


+0,922 


+ 4,17 








7 


• 


• 




+1 


-0,138 


• 


• 




+4,17 


-0,575 


• 








8 


• 


— 1 






—0,460 


• 


-4,17 






-1,918 


• 








9 




+1 






-K),843 


-4,17 


+4,17 






+3,515 


+ 4,17 


-4,17 






10 


+1 


• 






-0,383 


+4,17 


• 






-1,597 


+ 4,17 








11 




• 


— 1 




—0,104 




• 


4,17 




—0,434 










12 




—1 


+1 




+0,334 




-4,17 


+4,17 




+1,393 










13 




+1 


• 




—0,230 


• 


+4,17 


• 




-0,959 










14 




• 


• 


—1 


—0,333 




• 


• 


-4,17 


—1,389 










15 




• 


1 


-hl 


+0,560 




• 


-4,17 


+4,17 


+2,335 










16 




• 


+1 


• 


—0,227 




• 


+4,17 


• 


-0,947 
















+25,02 


-8,34 






4. Auflösung der 


IA(%)].[ 


^(ö)] l 


Aid)]. 


[Ami 


IA(<S)]. 


-/«•*) 


[ß(ö)].[ 


Ä((5)].[ 


Ä(D)]. 1 


[B{(&)]. 


-A 


.•) 


-\- 


25,02 - 


- 8,34 


m 





8,34 


1 


3,844 


+ 


24,0 


+ 


25,02 - 

2,78 


- 8,34 


• — 

- 2,78 - 


f- 3,081 - 
- 1,281 ■ 


-48 


,0 






h 0,333 


m 


+ 


0,338 


+ 


0,1536 


+ 


0,959 
0,297 
0,536 


+ 8,0 


+ 


22,24 - 


- 8,34 - 


- 2,78 - 


*- 1,800 ■ 


-40,0 




- 


1- 0,875 - 


1- 0,125 - 


- 0,0809- 


-h 1,799 




















• 










1 


- 0,156 
















1 


+ 


0,814 










**- 


- 0,201 
+- 1,001 




















*^ 




0,384 


h 2,443 



*) Die Koeffizienten («), (»), (tt) und die Widersprüche f^, fi,^ f^ sind hier mit 

100 multiplizirt angesetzt. 
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Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von Dreiecksnetzen. 
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Dieselben Korrelatengleichungen erhalten wir, wenn wir nach den Formeln 
(207) die Ausdrücke 



[0 = -*^ + *i)7 

[4] =4-»^ — Ä^, 

[5] = -*^-0,083fc^, 

[6] = + *^-Ä^ + 0,221*£, 

[7] = + */)- 0,138 fcj5, 

[8] = -Ä^-0,46ÖÄ^, 



[ 9] = -*^ + *Ä + 0,843Ä;£, 
[ 10] = + &^- 0,383 fc^, 
[ii] = -Ä^-0,l04Ä^, 
[i2] = -*5-h*^+0,334Äj5., 
[i3] = + *^-0,230*^, 
[i4l = -Ä2)-0,333Ä£, 
[ 1 5 ] = — Ä ^ + Ä ^ + 0,5 60 * £ , 
[l6] = + Ä^-0,227ifc^ 



bilden*) und diese zusammen mit den unter Nr. 7 erhaltenen Zahlenwerthen der 
Koeffizienten Q in die Gleichungen (208) einsetzen. 

9. Die weitern Rechnungen können ohne weiteres nach den allgemeinen 
Formeln (209) bis (215) ausgeführt werden. Wir lassen daher hier sogleich die 
gesamte Zahlenrechnung folgen: (Siehe die Tabellen auf Seite 281 bis 284.) 



der Endgleichungen. 




A(^). 


.4(®). 


Ä(ö). 


ß((5). 


5(3)). 


Ä(®).' 


C(©). 


C(2)). 


C((g). 


D{^). 


D(®). 


E{(^). 


-4,17 


• 


• 


• 


• 


• 


• 




• 


+ 4,17 


• 


• 




• 


+ 4,17 


• 






• 


• 








• 


• 


. 




• 


4-4,17 


-4,17 






• 


+ 4,17 








• 


• 


t 




• 


• 


• 






• 


+ 4,17 


-4,17 






+ 4,17 


• 


• 




+0,346 


• 


• 






• 










• 


• 


+0,0287 


-4,17 


+0,922 


• 


• 






• 










+ 4,17 


-0,922 


+0,2038 




■ 


• 


• 






• 










+ 4,17 


-0,575 


+0,0794 




• 


+ 4,17 


• 






+1,918 












• 


+0,8823 




—3,515 


+ 4,17 


• 






+3,515 












• 


+2,9631 




-1,597 


• 


• 






• 












• 


+0,6117 




• 


• 


• 






• 


+ 4,17 




+0,434 




• 


+0,0451 




• 


+ 4,17 


-4,17 






—1,393 


+ 4,17 




+1,893 




• 


+0,4653 




« 


+ 4,17 


• 






—0,959 


• 




■ 




• 


+0,2206 




• 


• 


• 






• 


• 




• 


+ 4,17 


+1,389 


+0,4625 




• 


• 


■ 






• 


+ 4,17 


-4,17 


—2,335 


+ 4,17 


+2,335 


+1,3076 




• 


• 


• 






t 


+ 4,17 


• 


—0,947 


■ 


• 


+0,2150 


-8,34 


-3,844 


+25,02 


-8,34 






+3,081 


+25,02 


-8,34 


-1,455 


+25,02 


+2,227 


+7,4851 


Endgleichungen. | 


[C(©)]. 


IC(!D)] 


• [C(®)]. 


-/c-') 


[D(J))].,[Z)(®)]. 


-fä'*) 


[^(®)]. 


-/.•*) 


Probe. 1 


4- 


25,02 




8,34 


— 


1,455 




57,0 


+ 


25,02 


+ 


2,227 - 


H 55,0 


+ 


7,485 


— 


16,00 












• 




• 




• 




■ 




2,78 




1,281 - 


h 8,0 


— 


0,591 


+ 


3,69 


+ 


0,23( 


) + 


0,092 





3,13 





1,05 


+ 


0,675 




15,0 


: 


0,35 
4,03 


+ 


0,225 - 
0,335 - 


- 5,0 

- 30,9 




0,146 
0,028 
0,039 


+ 


3,24 
2,57 
1,27 


+ 
+ 
+ 


0,7 U 
2,36^ 
0,41: 


) + 
J + 


1,173 
1,521 
0,884 
0,309 


4- 


21,89 1- 


9,39 





0,780 - 


72,0 






+ 


0,429 


+ 


0,035( 


5 + 

+ 


3,289 
0,069 
0,689 


+ 


17,86 


+ 


0,836 - 


\- 27,1 








0,0468| - 


- 1,517 

- 0,090 


+ 


6,681 


+ 


12,91 
1,93: 


+iO,249!!+ 


+ 
2 


3,97' 


? + 


3,979 


+ 


2,669 


- 1,607 



*) Bei der Landesaufnahme: Ausdrücke der Gröfsen [1], [a], [3], .... durch die Korrelate 
I, U, lU, 
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10. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, alle nicht quadratischen Faktoren 
der Endgleichungen (194) gleich Null sind, so werden nach den Gleichungen 
(204) auch alle die Koeffizienten d, §,8, ...., §„, §», ...., ^gj, g,,, .... 

gleich Null, wahrend Q,,^.^-—^ ^"""[pÄÄ]' ^"^[j^' "" "^^^^^ ^^^^^ 
sich dann nach den Formeln (205) für die Koeffizienten (9(), (93), .... ergieht: 

(5li) = f 1-» (^s) = r^i 11 > (^8) = 7 r 

lP^<^] iP^^] Ipcc] 



« . • . 



{».) = f^' (».) = T^' (».)= — 



s 



•• 1 

während die Korrelatengleichungen (206), wenn wir noch die Bezeichnungen 
Pi = lpaa]y Pt = lpbb]i ^a=[pcc], .... einführen, übergehen in: 



(2) = ^^.^+|^ifc^-l-...., 



• • • • 



• * • • 






(3) = ^*^+^Ab+----. 



und die Endgleichungen (209) in: 

[4^]*.+[^]*.+—=/*, 

Diese Korrelaten- und Endgleichungen stimmen überein mit den im V. Ab- 
schnitte aufgestellten Korrelatengleichungen (156) und Endgleichungen (157), 
woraus folgt, dals wir in dem vorbezeichneten Falle den zweiten Teil der Aus- 
gleichung auch ohne weiteres ganz nach dem im V. Abschnitte behandelten Ver- 
fahren nir bedingte Beobachtungen durchführen können, wenn wir die nach dem 
Verfahren für vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werthe 0:09 yoi ^09 •••• ^^s 
unabhängige Beobachtungsergebnisse mit den Gewichten Pi, Pf, Pa, .... einführen. 



VIL Abschnitt. 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrschein- 
lichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen und 

von Funktionen derselben. 

1. Kapitel. Für vermittelnde Beobachtungen. 

f 62. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werthe 

der 201 bestimmenden Gröfsen. 

1. Die Gewichte P^, Py, P^, .... der wahrscheinlichsten Werthe a:, y, <er, . . . . 
der zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich mit den bekannten Gewichten p^ p^^ 
Pst »•**Pn ^^^ Beobachtungsergebnisse A^, A,, A,, .... k^ nach den Formeln (40) 
bis (45), sobald wir die wahrscheinlichsten Werthe j:,y,£r, .... als Funktionen der 
unabhängigen Beobachtungsergebnisse Ai, Ag, Ag, .... X^ dargestellt haben. Aus 
den Formeln (111) 
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folgt nun, dafs die Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe s, y^ Zj •••• gleich 
den Gewichten der Aenderungen dj, rf^, rfg, .... der Näherungswerthe 5, g, 
8, .... sind; denn die Gewichte p., p^, p^, .... der fest bestimmten Näherungs- 
werthe sind = 00 und demnach ist — = — = — ••• = 0, womit nach Formel (41) 

Pf Pti P^ 
folgt, dafs 

ist. Ebenso sind auch die Gewichte der Beobachtungsergebnisse >ti, itf) ^S9 * ••* ^n 
gleich den Gewichten der Abweichungen /j, /,, /a, .... f^ zwischen den Beob- 
achtungsergebnissen Aj, X21 >ts, .... X^ und ihren Näherungswerthen /i, Z^, 

/s, /^, da letztere aus den Näher ungs werthe n $99989.... der zu bestimmenden 

Gröfsen immer mit solcher Genauigkeit berechnet werden können, dafs ihnen 
auch das Gewicht <» zugeschrieben werden kann. Demnach können wir auch 

die Gewichte P^, P^^ P,, der wahrscheinlichsten Werthe x^y^ z^ .... nach 

den Formeln (40) bis (45) erhalten, wenn wir die Aenderungen cf^, di^^ di^ .... als 
Funktionen der Abweichungen fij ft^ fuj -.'* fn darstellen. 

Z» Um die Aenderungen </$, (f^, (^89 •••• ^^^ Funktionen der Abweichungen 
/*,,/,, ^5, . ... /^ darzustellen, lösen wir zuerst die Endgleichungen 

' [paa] d^-t [pab] d^-h[pac] ^3 H [paf] =0, 

[pab] d^-^[pbb] dr^-i^lpbc] rf8 H [pbf] =0, 

[pac] d^^-[pbc] dl)'j-[pcc] d^-\ [pcf] =0, 



(216) 



allgemein 
wie im § 

(217 a) 



nach d^, dr^^ (/ß, .... auf und zwar mit Hülfe der Koeffizienten Qj, , 

; ^?2o Ö22) Ö2i> 7 OsM Ö82, §88» ; 9 ^^^ wlr wiederum, 

60 derart festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genUgen: 

[paa] Qu H- [Pab\ Qit + [pac] Cii H = 1, 

lpab]Q,,-h[pib]Q,^-i-lpbc]Q,,-h-'" = 0, 
Ipac] Qu -i-lpbc] Qit-hlpcc] CiaH = 0, 



(217 b) 



' lpaa]Qii-h[pab] Q^-hlpac]Qn-\ = 09 

lpab]Qn + lpbb]Q^-{'lpbc] Q^^-] = 1, 

[pac] Qu-hlpbc] ÖasH-IPCc] (JagH = 0, 



(217 c) 



lpaa]Qsi + [pab]Qst-{-lpac]Qn-^ 
lpab]Q,i-^-lpbb]Q^^-\-[pbc]Q^^ + 
Ipac] Qn 4- [pbc] ^82 + Ipcc] Q^ + 



= 0, 
= 0, 

= 1, 



Wir multipliziren die Endgleichungen (216) zuerst mit den Koeffizienten 
Qii, Q,a, Q18, . . . ., addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (217 a): 

(la*) rf5 = -[pa/]Cii-[i>Änöit-[pc/]Öi3 

Sodann multipliziren wir die Endgleichungen (216) mit den Koeffizienten 
Qu, Qia) Qttj '• '"> addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 
der Gleichungen (217 b): 

(Ib*) dt) = '-[paf]Q^,^lpbf]Q,,-lpcf]Q^ 
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Ferner multipliziren wir die Endgleichungen (216) auch mit den Koeffizienten 
Qiij Qm Qs89 •••*» addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Be- 
achtung der Gleichungen (217 c): 

(ic») dl lpaf]Qsi-lpbf]Q^-'[pcf]Q„ 

u. s. w. 

3. Die Gleichungen (1*) können wir auch schreiben wie folgt: 

(la») </5 = -Piai/iöii — Pi^i/i Qit—PiCifiQiB 

— l'sas/jön— Pi^i/aöii— i>|C,/,§i3 



(Ib*) 



(/9 = - 



Pn<*nfnQll 

P\ «1 A Qu 

PnOzfi Qu 



PnKfnQxt 

Px bifi Qn 
Pth^ft Qm 
P% bifiQft 



Pn<^^fnQi^ 

PiCifiQn 
PtCtfiQu 
PtC^ftQn 



(Ic») 



e/8 = - 



Pn^nfnQtl 

Pl öl/*! Qu 
Pt OtftQai 

Pn^nfnQ^x 



PnKfnQu 

Pl bxfiQnt 

PtbiftQst 

■Psbifi Qn 

PnKfnQ»^- 



Pn^nfnQi» 

P\C\f\ Qas 
PtC^ftQtz 
PBCtfsQas 

Pn^nfn Qn 



(2 a*) 



Setzen wir nun; 






flf_ = 



(2b^) 



ßi 
ßt 
ßs 



\ploi Qn-hYplbiQn-h^FiCiQtt-h 
VpI öS öai + Vpi * t ö» + VpI c, Ctt + 

Vp^ aa öti + Vp; 6a ÖM 4- Vpi Cs Ofs -h 



(2 c*) 



ßn 
Yt 

ys 



y«= 



VpT«ie«+VpT*ies24-Vp;ciC3a-f- 

Vp^ öf Csi + Vpi ^a Ösi + Vp^ c, C„ + 
Vp^öaeai + Vp76aeatH-ypi<^«e3a + 

vp;ane.i+y^*ne8i+Vp;;^«w+ 



so gehen die Formeln (1*) Über in: 

c?5 = «, VP^ A + a. Vpi/i 4- «a Vpi/a H «„ Vp^/ 

fl?9 = ßx VPi7i + /»t Vp7/a + /»a Vpi/s + • • • • /»n Vp^/ 

«^8 = y 1 Vp7 A + Y2 \pift 4- y« Vpi A H VniPnf 



• • • • 



(3*) 



n 
n 



[«Vp/]. 



womit die Aenderungen ds,dii,di als lineare Funktionen der Abweichungen 

/>> fit fa fnt deren Gewichte p,, p,, p., . ■ . ■ p, sind, dargestellt sind. 
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4. Unter Beachtung der Ausführungen unter Nr. 1 ergiebt sich hiernach und 
nach Formel (43) fUr die Gewichte P^, P^, P,, . . . . der wahrscheinlichsten 
Werthe a?, y, ^, .... der zu bestimmenden Gröfsen: 



(4*) 



V 

p- = yiyiH-yjy2 + y8yaH ynyn = [yy]^ 



und danach für die mittleren Fehler Jf^, M' , Jf,, der wahrscheinlichsten 

Werthe x, y, z, .... der zu bestimmenden Gröfsen nach Formel (35): 



(5*) 



^:r = ±»n]/^, ^y = ±m|/-^, if.=±m|/^, 



5. Wenn nun auch im Vorstehenden sämtliche Formeln gegeben sind, wonach 
die Gewichte P^, P , P^, .... erhalten werden können, so sind doch noch weitere 
Entwicklungen nothwendig, um zu Formeln zu gelangen, wonach die Zahlenwerthe 
dieser Gewichte einfacher erhalten werden können, wie nach den bisher ent- 
wickelten Formeln. 

Multipliziren wir zu dem Zweck die Gleichungen (2*) zuerst mit Y^ai, Vpi «s, 

ypiaa,.... YP^^ni sodann mit Vpj *,, \'p%f>ij Vf>3*3>*--- V^*«» ferner mit 
Ypi^it yiptCti Yps^bj • • . • YPh^m ^' ^' '^' ""^ addiren wir danach die einzelnen 
Gleichungsgruppen, so erhalten wir unter Beachtung der Gleichungen (217): 

l}fpaa] = [paa] Q^i + [pab] §„ + [pac] Cj» H =1, 

iy^ba]==[pab]Q,,+[pbb]Q,,-h[pbc]Q,,-h'^"^0, 
l\pca] = [pac] ön 4- [pbc] Q.^ + [pce\ Q,., H = 0, 



(6 a*) 



(6 b*) 



[^fpaß]^[paa]Q^, + [pai] Q« H- [pac] (?m + * ' ' * = 0, 
[ Vp M] = [pab\ Qi, 4- [pbb] Qn 4- [pbc] ^,3 + .... = 1, 
[ Vp c ß\ = [pac] C« + [pbc] 023 + [pcc] ^28 H = 0, 



(6 c*) 



[Vpay) 

[ipby] 

[yjpcy] 



[paa] Qti + [pab] Q^t + [pac] §33 H 

[pab] Ö«, + [p*i] Ö.« -h [pic] (?>,+••• 
[pac] Qs, + [pbc] Qs2 4- [pcc] Q33 H 



= 0, 

= 1, 



Multipliziren wir nun weiter die Gleichungen (2*) zuerst mit «1, «s, «3, . . . . a^; 
sodann mit /9,, /J,, /J3, . . . . /S^; ferner mit y,, y,, ys, . . • • y„ u. s. w. und addiren 
wir danach alle Gleichungsgruppen unter Beachtung der Gleichungen (6*), so folgt : 
[««] = [\paa] ö„ 4- [ Vp*«] Ö„ 4- [\pca] Q,^-\ = Q„, 

[aß] = [ V^a/J] (^n 4- [Vpbß] Q,^ 4- [ Vpc/»] Q.» H- • • • =Q,2 = «2, , 

[«/] = [ V^ay] e„ 4- [ Vp*y] Q,2 + [\pcr] (^13 + .... = r^,3 = Q3,, 



(7*) 



li^/»] = [Vpa/»] «21 4- [VP^iJ] Q2J 4- [Vpc/9] «23 + •••• = ^^22 , 
[i^y] = [Vpay] Qti 4- [ Vp^y] «22 4- [,Vp"cy] ^^,3 H = Q^ = «33; 

[yy] = [^pay] Q«, 4- [ Vp6y] Q32 4- [\pcy] (^33 4- • • • • -= ««, 
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Hiernach und nach den Formeln (4^) und (5*) ist dann: 



(220) -^ ^[««] = Qu, 

(221) M, = ±m-jl^, 



V 



M. 



= 1/»/»] = «.., 



1 



= [yy]=Q„, 



M^ = ±my-^, 



Die Koeffizienten Q^, Qnj Qss? • • • . sind bestimmt durch die Gleichungen 
(217) und somit erhalten wir die reziproken Werthe der Gewichte P^, P , P^, . . . . 
durch Auflösung der Gleichungen (217) nach diesen Koeffizienten. 

6. Die Gleichungen (217) haben die Form der Endgleichungen (118), so 
dafs wir sie nach dem im § 27 behandelten Verfahren auflösen können. Die 
Faktoren [paa]^ [pab], [pac]y ....; [pbb], [p6c] . . . . ; [pcc]; ....;.... der 
Koeffizienten Qm Qu? Qnt • • • • 5 Q«» Qm? Qm .... 5 Qsn Qi%^ Qm • • • . 5 . . . • 
stimmen Uberein mit den Faktoren der Aenderungen rfj, rft), dj, . . . . in den End- 
gleichungen (118), wonach, wenn die Auflösung dieser Endgleichungen vorliegt, es 

bei Auflösung der Gleichungen (217) entbehrlich ist, die Faktoren Ss? ^19 ) 

@s, . . . . ; .... der reduzirten Endgleichungen nach den Formeln (120b) neu zu 
bilden und die Auflösung der Gleichungen (217) beschränkt werden kann auf die 
nach den Formeln (120b) erfolgende Bildung der Werthe ^t, ^39 • • • • und auf 

die Berechnung der Koeffizienten Q,i, Q^, Qia, ; Q219 Qn^ Qaa» ; Qn^ 

Qnt Qaay • • • • ; . • . . , oder da nach den Gleichungen (7*) Qj, = Qjj, Qii = Qsiy . . . . ; 
^9s = Qai9 • • • • 9 • • • • ist, auf die Berechnung der Koeffizienten ^^n, Qia9 Qu» • • • • ; 

Q«i9 Qa8 9 ••••9 Qm9 ••••9 ..... 

Zuerst ist nun für die Gleichungen (217 a): 

fi=-l, I f2 = 0, . I f3 = 0, I 
und somit nach den Formeln (120 b): 



(218 a) 



3f2= -[f,, 






und nach den Formeln (123) f\ir die aus diesen Gleichungen zu be- 
rechnenden Koeffizienten Qu, Q„, Q,8, ....,: 



5. 



Qi 



2 s~ ' 



0] tt, 

Sodann ist für die Gleichungen (217 b): 

fi=0, I f. = -l, I 
und somit nach den Formeln (120 b): 

2f. = -l, 



13 



(218 b) 






f8 = 0, I 



??8= cE~5l 



und nach den Formeln (123) für die aus diesen Gleichungen zu be- 
rechnenden Koeffizienten Q23, Q28, ... .,: 



Q28 = • • • • — 



Sf. 



Q 



81 






». 



fß 



KolL 



19 
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(219) 



(218 c) 



I 



Ferner ist ftir die Gleichungen (217 c): 

fi=0, I f, = 0, I fa = -l, 
und somit nach den Formeln (120 b): 

und nach den Formeln (123) für die aus diesen Gleichungen zu be- 
rechnenden Koeffizienten Qu, ....: 



Qn = ' ••• — 



u. s. w. 



5. 



Mit den in den Gleichungen (218) für f ,, f,, f„ , 3f», 5«, angeführten 

Werthen ergeben sich nach Formel (127) die Rechenproben: 



t 

f.=-l 


f.=o 


f,=o 


f4=0 


f.=o 

«4~ 


Probe. 


f. — 1 


f.-o 


f4=0 


f. 

- ^J. 


+ 3)^34 


= 2f. 


5. 
«, 

®'o 
®»o 


=S. 


5D.~ 




s. 


®»o 


= 5« 


8f, 


= S« 


54 
3)4 

®«ö 
3)4'^'' 


54 
»4 

®*0 


= 5. 


= «.. 


-Qu 


= Q» 


=<i» i 


= Qu 


-<i» 


= Qis 


= <2,* 


=«.. 



§ 63. Gewichte und mittlere Fehler einer Funktion der vrahrschein- 
lichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. Wenn das Gewicht P^ und der mittlere Fehler M^^ einer Funktion 

(222) L = (p{x,yj z, ....) 

der wahrscheinlichsten Werthe x, y, jer, .... der zu bestimmenden Gröfsen, die in 
ein und derselben Ausgleichungsrechnung vorkommen, ermittelt werden soll, so 
dürfen wir dies nicht ohne weiteres nach den Formeln (45) und (33) ausführen, 

weil die Werthe j?, ^, Zy nicht unabhängig voneinander sind, sondern sämtlich 

Funktionen der von einander unabhängigen Beobachtungsergebnisse Ai, Jt,, 
Aa> •••• ^n °^^^ ^^^ Abweichungen /i, /j, /g» "" fn ^*^^- Delshalb mUssen wir, 
um das Gewicht oder den mittleren Fehler von L zu finden, L zuerst als Funktion 
von Ai, Aj, Ag, .... A^ oder A , /«, /a? • • • • /*n darstellen. 

Fuhren wir für die partiellen Differenzialquotienten von <p («, y, ^, ....) 
= 9 ($ + '^$7 9 + c?9, 8 + dg, ) nach 5, 9, g, die Bezeichnungen 






7 __^9> 7 __9^ 



(223) 

ein, so wird: 

(!•) /, = y(a;, y, ^, ....) = ,3r(j, 9i gl ••••)-+- 'i'/5 + ^ ^9 + ^3^8 H 

und wenn hierin für ^/y, rft), c/g, die Werthe in (3*) des § 62 eingesetzt werden: 
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(218 a) 
(218 b) 
(218 c) 



Qu 
Qit 
Qs. 



f. 



9t (v , %t 



e 






= r,^»+ 



■ ■ • • 



Nach diesen Formeln ist für einen Fall, wo die Gewichte für 5 zu be- 
stimmende Gröfsen zu berechnen sind, das folgende Schema zur Berechnung von 
Qu, Q,8, .... Qis; Qn, Q^, .... Q25; Qss, Qsi, Q«; Q«, Q46; Qw aufgestellt, 
wonach das Rechenschema auch für jeden andern Fall ohne weiteres angeordnet 
werden kann: 



f»=o 

®4« 


Probe. 


f. — 1 

3fi = -i 


f4 = 


f»-o 


Probe. 


f4 = -i 
3f4=-i 


n-0 

®4<v 


Probe. 


f. 1 

3fs = -i 




+ 25^54 




6, 

®'o 


-5« 


54 

®4 

«40 


-Sfs 


-Q» 


»4 


-s» 


5. 
®S 

= Q4S 


= 5» 


3f» 

= QS6 


= «44 


-04. 


-Q« 


=Q«. 


-Q«4 


= Qs» 


-Qm 



(2*) 



^ = 7>(57 9i 8. 






• • ■ • 






Hiermit erhalten wir dann nach Formel (43) für das Gewicht P^ von L: 

(3*) 4-= («i/,+/»i/, + y.'s + ---)' 

^ +(«t/i+/»./. + y.i«H )* 

+ (a»'i+/».'i + y.^H )* 



oder: 
(*•) 



+ (««'i+/»«^+y»'» + v)', 



•5-= [cf «1 /, /, + 2 [«/9] /, /, + 2 [ay] /, /, H 

'^ + [ßß]ltlt + 2[ßy]l»l»-i 

+ [yy]'»'»H 

■■1^ • ■ ■ a 

oder nach den Gleichungen (?•) des § 62: 

(224) 4- = ^^ell+2/,^Ql, + 2/l/,Ql3 + ■■•• 

^ + /a/jQ2a4-2/,/8Q88H 

-f- /«/»QssH 

M^B ■ • • • 



19^ 
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2. Fuhren wir noch die HUlfsgröfsen d, Qj» Qs? •••• ein und setzen diese 

derart fest, dafs 

'[paa]Qi'h[pab]Qi-^[pac]Qs-] = /i, 

[pab]Qi-h[pbb]Qi-h[pbc]Q^-i = />, 

[pac] Qi + [pbc] Qt + [pcc] QaH = '»» 



(225) 



und damit nach (!•) und (7*) des § 62: 

Qi=^iQii-f-^«Qit + /«Q»4- 

<2s=/iei8-f-/2Q28 + /sÖ28 + 



(5*) 



wird, so wird: 
(227 a) 



= /,Qi + /2Q«4-/5Öa + ---- = [/e]. 



Indem wir dann weiter die Bezeichnungen der Formeln (120 a) einführen, 

jedoch Air fi, fa, fs, ..•• die Differenzialquotienten l^ /s, Z,, nehmen, dann 

die Gröfsen ©t, 6^2, ....; ©a? •• ••» •••• nach den Formeln (120b) und dazu: 



(226) 



2, = l,-^h, 
"1 



Sa = 'a — -- '1 — öö- ^•' 
öl 5Ö2 



1 



Pl' 






bilden, erhalten wir nach Formel (127) noch einen zweiten Ausdruck Hir 
nUmlich : 
(227 b) 

Hiernach folgt nach Formel (35) für den mitderen Fehler M^^ von L: 

3. Die Zahlenwerthe von Qi» Qg, Qai-»" und von -^ können zweckmäfsig 

nach dem folgenden Schema (229) für die Auflösung der Gleichungen (225) 
berechnet werden, das dem Schema für die Auflösung der Endgleichungen (118) 
nachgebildet ist, mit Weglassung der Berechnung der Gröfsen 99], ^9, ....; 
@a9 ••••) ••••) deren Zahlenwerthe ebenso wie die der Gröfsen Oj, bi, c,, .... 
unverändert aus der Auflösung der Endgleichungen im Schema (124) zu über- 
nehmen sind. Das Schema ist eingerichtet für den Fall, dafs g = 5 Endgleichungen 
vorliegen; für jeden andern Fall kann es leicht vereinfacht oder erweitert werden. 



(229) 



h 


«1 


«1 


/4 

«1 

2), 2 


®*S. 
®'2. 
®^2. 


Gewicht Pj. 


-> 

öl 
Ol 






-s, 


33/^' 


-2. 


+ 2s 


= 2* 




-2. 




1 


= Q. 


= <2. 


=<^. 


= «* 
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§ M. Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickelten Verfahren. 

Die entwickelten Formeln u. s. w. wollen wir jetzt auf die im IV. Abschnitte 
behandelten Beispiele anwenden, soweit dies von Interesse ist. 

1. Zu § 31. Bogenschnitt gemessener LUngen. 

Zur Berechnung der Gewichte P^ , P und der mittleren Fehler M^ , M^ der 
wahrscheinlichsten Werthe a:, y der Koordinaten des Punktes P haben wir: 



(218 a) 



(218 b) 



fi =-1, 
o — ^* 

f s. =-1, 



(220) 



■5 Qu » 



1 



= Qm; 



(221) 






if,= ±m i/p-. 



Die vier Formeln zur Berechnung von Q,, können zusammengefafst werden zu: 



=-^ii;(^.+^'-^.)=-^ 



»2 a,' 



so dafs wir fUr den Fall, dafs nur 2 zu bestimmende Gröfsen ar, y vorliegen, die 
einfachen Formeln haben: 

^" = + «757' <2«»=+ib;- 

Hiernach gestaltet sich die Auflösung der Endgleichungen und die Berechnung 
der wahrscheinlichsten Werthe a?, y der Koordinaten, sowie der Gewichte P^^ Py 
und der mittleren Fehler if^, M in unserm Beispiele wie folgt: 



ai 


+ 


15,17 


B. 


+ 


0,62 


f. 


— 


3,40 


1 


-H 


11,82 
0,03 


fl 


4- 


3,02 
0,14 


Probe. 1 


Qn 


— - 


1 


Ol 

B. 

Ol 

B. 1 
a, SB. 

P, 




0,041 

0,78 

0,0661 
15,1 


f. 
«1 -^ 

rfs 


4- 


0,224 
0,010 




- 0,762 1 


-H 


11,79 


-H 


2,88 
0,244 




0,703 


3S' 


0,214 
1 


«9 M- 


— 


1,465 


0,0848 
11,8 


•vj 




— 


0,728 
0,737 


— 


1,465 


0? = 5 + rfj = 6 323,70 -f- 0,21 = 6 323,91 m , 
y — t) -4- rf^ — 2 306,00 + 0,24 — 2 306,24ni. 


1 


if^-dbmy-^=dbO,49.0,26-±0,13m, 
Mj^ = ±my ^ -±0,49.0,29-±0,l4ni. 
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2. Zu § 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 

1. Im § 32, Nr. 9 haben wir als allgemeine Form der Endgleichungen und 
als Faktoren der Endgleichungen erhalten: 



(118) 



(ISOa) 



Bj = 4->'p, Cj = 0, , 

C8 = -f-i'p, , 



(WO b) 



{ 



«2=62 = + »'^. ©2 = 0, 

®3 = Ca=- + »'p, 



Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (1^18) 



(218 a) 



(218 b) 



(218 c) 



[f> 


--1, 


U -0, 


f. =0, ■• 




S. -0, 


5. -0, •• 


\^" yp' 


Qi. = 0, 


Q1.-0, •• 


1 f. =0, 


f. =-1, 


f.=o, •• 




5. — 1, 


S.=o, •• 


[^»" yp> 


Q„ = 0, ••• 


• 




1 f. =0, 


f.-o, f. 


M • • • • 7 






gi-0, 5, 


1, . . . . , 


^ 


^»-.p 


« • • • • 




1 ■ 


— Ü.. — Ü. 


I 


. fßrnpr Hac 



Richtungen gleiche Gewicht P nach Formel (220): 

P==yp, 
und der ebenfalls fUr alle Richtungen gleiche mittlere Fehler if nach Formel (221): 




In unserm Beispiele sind zur Bestimmung von r = 4 Richtungen die Winkel 
derart beobachtet worden, dafs das Gewicht der Beobachtungergebnisse jp = 6 ist. 
Somit ist das Gewicht der ausgeglichenen Richtungen 

und ihr mittlerer Fehler 



Jf = d= m|/^ = =t 1,08 j/I = ± 0,21". 



2. Der wahrscheinlichste Werth W . eines Winkels wird aus den aus- 



n'm 



geglichenen Richtungen R^ und R^ erhalten nach: 
Somit ist nach Formel (223): 



«.m ^n"^ ^m' 
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K- 



dW^ 



n • m 



dR, 



= -1, 



dW 



^"»■"aÄ 



»• m 



=+1, 



m 



1 



sodann, da nach Nr. 1: Q^^ = Q^^== — , Q^^=rO ist, nach Formel (224): 



^=-i-+' 



2 ^ D i 

oder P^=--,.p, 



P^ yp pp yp 

ferner nach Formel (228): 

wonach in unserm Beispiele das Gewicht der wahrscheinlichsten Werthe )V der 
Winkel 

und ihr mittlerer Fehler: 



ist 



i/^ = ± m |/ A = ± 1,03|/^^- = ± 0,30" 



3. Zu § 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungss'ätzen. 

1. Verfahren. 

Im § 33 haben wir zur Bestimmung der Richtungsänderungen dti , dXt^ dt^ 

unter Nr. 14 die Endgleichungen 



3rfri--rfo^^^=0, 
8rfr, — rfo^ =0, 



3c?r4 — rfo^ =0, 
3rfr8 — rfo^^ =0, 



und zur Bestimmung der Aenderungen rfo^, rfo^, rfo^^^, rfo^^ der Orientirungs- 
winkel unter Nr. 18 die Endgleichungen 



1 11^ / 



+ i-rfo^^'-45,7 = 0, 






+ 47,3 = 0, 
+ 22,6 = , 



. 1 ^ ^ 



11 



-f-V^' 0^^ — 24,3 = 0. 
o 



Von den diesen Endgleichungen entsprechenden reduzirten Endgleichungen 
(122) stimmen die ersten acht Uberein mit den angeführten Gleichungen und die 
beiden letzten sind 

4- 4,30rfo^^^ -1-26,2 = 0, 

4- 3,64 d 0^—20,2 = 0. 

Demnach sind die Faktoren der reduzirten Endgleichungen mit den Be- 
zeichnungen der Formeln (120a) und (120b): 



at=+8 



|».=4-3, 



Ct = 0, 


b,=o, 


et=o, 


«1=0, 


(5,=o, 


©. = 0, 


e.=o, 


®.=o. 


e,=+3, 


3),=o, 


«, = 0, 


©, = 0, 




2).= + 3, 


e»=o, 


®.= 0, 




«.=4-3, 


®.=o, 








©,=-+-3, 



ö.=o, 


it=o, 


f,=-l. 


li-O, 


<),=-l, 


3,=o, 


ft,=o. 


».=0, 


l>.=0, 


3«=o, 


St3 = 0y 


S.=-i, 


I>4=-1. 


3*=o, 


«4=0, 


8.=o, 


^5 = 0, 


3.=o, 


ft,=o, 


S.=-i. 


^•=0, 


3.=-i, 


Ä,=o. 


C.=o, 


^, = 4-8,67, 


3,=o, 


ft,=o, 


8,=+0,83, 




3.=-+-4,S8, 


Ä,=-0.83, 


fi.=o, 






Ä,=4-4,80, 


8.=o, 

ß.«=+8,64. 
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Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Q,i, Qtsi •••• Qeo T^^ch den 
Formeln (218) wie folgt: 

f 1 = — 1 » S2=" Sl = 3* = S6 = f?6 = 57 = S8 = 0, S9 = — ~fi = — 27??lO = 0, 

S» = — 1» Sj = 5*= S6 = S« = o, 5r = — H-?fs = — g-j 58 = S» = 0, 

8, 



5.0 = -^^ ^, = + 0,03, 



«. 



$1 



<2s. = l^5?.+I^Si+l-"5.o = i + ?^0,334- 



2 



10 



2 Oj33 

3 "*" 3,67 



^0,03 = 0,36; 



53 = '~1? 54 = S6 = 5« = S7 = S8 = So=0, 5l0 = — g-fJs -J» 



1 



Qaa — ^53 + Q~5io = ^ + 



5 10 

^ 10 



0^ 
3,64 



0,33 = 0,36 ; 



3f4 = -i, g5 = S6 = o, g, = -|*g, = -i g3 = g, = o, 5io = ^-'g7 = -hO,03, 



3), 



§7 



Q« = |-;^.+|-;?f,+|;^?5.o=i4-gf0,33+||0,08 = 0,36; 

8f.= — 1, 5. = S7 = Üf8 = S. = 0, g.o=-|^5» = -o,33, 

«" = l;Ss+|::3f.o = | + ?| 0,33 = 0,36; 



















Auflösung der 


a. 


+ 111 


bt 


I 

- «1 


Ci 


- 9 


bt 


+ 3 






6. 


+ 103 
— 1 


1 

* 

6. 








+0,081 




+0,081 


Ol 


—0,037 






+ 102 




1 


1 






Berechnung der 


tt 


— 24 


f. 


0,00 
—1,94 


f. 

9. 


0,00 
-1,94 

+0,11 


^' f 
8f. 


0,00 
+0,66 

—0,10 

-0,09 


Probe. 


f. 


— 84 

— 84 


f. 
0. 




+0,216 

0,000 

+0,001 

+0,001 


+ ^;5, 
+ ^•ff 


+5,18 
+0,04 
+0,03 
+0,00 


-1,94 




+0,235 
+0,001 
+0,001 


^•0 


+0^19 

0,000 

—0,001 


—1,83 


9. 

1 




+0,018 
O.OOü 


+0,46 

1 




5* 
2), 


—0,004 


+6,85 
; 0,819 


+0,837 


+0,218 


+0,018 


+0,018 
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^66 = rtrS6 + 



«8 



5, + |5. = | + ||0,38 + ^|0,03 = 0^6. 



Hiernach sind die Gewichte Pj, Pg? •••• ^e und die mittleren Fehler ifi, 
Mti . . . . M^ der wahrscheinlichsten Werthe i^i, /^s? - • • • -ß« der Richtungen 
sämtlich : 



(221) M= ± in\Q == ± 13,0 • 0,6 = ± 7,8". 



Wenn in allen Sätzen alle Richtungen vorkommen, wird ai = 83j = ©3 = •••• = « 
und werden alle Übrigen Faktoren der reduzirten Endgleichungen = 0, so dafs 
dann P = » wird.*) 

4. Zu § 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

2. Verfahren. 

In dem im § 34 behandelten Beispiele sind die wahrscheinlichsten Werthe 
Ri, R%, Äs, A4 der Richtungen, deren Gewichte Pj, Pj, P3, P4 und mittleren 
Fehler i/, , ifj, M^^ M^ uns allein interessiren, vollständig bestimmt durch die 
aus den reduzirten Fehlergleichungen abgeleiteten Endgleichungen. Wir können 
defshalb auch die Gewichtsberechnung ohne weiteres an die Auflösung dieser 
Endgleichungen anschliefsen. Da wir sämtliche Endgleichungen mit 24 multiplizirt 
haben, müssen wir in der Gewichtsberechnung auch die Werthe f = — 1 mit 24 
multiplizirt ansetzen und in den Proben erhalten wir als Summe den 24 fachen 
Betrag der Koeffizienten Q^, Qtai Qss? •••• Hiernach gestaltet sich die Gewichts- 
berechnung, der wir die Auflösung der Endgleichungen nach § 34, so weit es der 
bessern Uebersicht wegen nöthig ist, voranstellen, wie folgt: 



Endgleichungen. 1 


+ 7 
— 1 


Ol 

2). 


— 5 








- :: ■■ 
-I-.«. 


+ 108 
1 




b, 

^•2), 


— 5 







- 


b4 

2). 


+ 103 







+ 6 


— 5 




—0,059 


2). 


+0,049 


1 

! 


-« 


+ 102 


^ 5 








3), 


+0,049 






+ 108 


Gewichtskoeffizienten Q. 1 



+1,42 


f. 




-1,18 1 

1 

+0,07 


Prol 
+ g^S. 

84 Qu 


be. 
+5,64 

+0,02 

+0,01 


f. 

5. 


- 24 

- 24 


5. 



-1,18 


Pro 
24 Q„ 


be. 
+5,64 

+0,01 




— 24 

- 24 


+1,42 


5, 


+0,235 
+0,001 


-1,18 




+0,233 


—0,014 
+0,001 


-1,11 


5. 

35. 


+0,011 


+5,65 
+0,235 


8f. 


+0,011 


+5,67 
+0,236 


+0,236 


—0,013 



•) Es Hegt dann auch der im § 61, Nr. 10, Seite 286, bezeichnete FaU Tor. 
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Mit den für Q^, Q^^ Q„, Q^ erhaltenen Zahlenwerthen wird: 
^' «.i"" 0,218 *'^' 



(220) 



^*""«^"'ö;;233""^^' 



(221) 



1/ 1 = db m VÖ^ = ± 1 2,5 • 0,47 = ± 5,9", 
i/, = ±mVÖ^ = ±12,5-a,49 = ifc6,l , 
if. = =t m VQa, = ifc 12,5 . 0,49 = db 6,1 , 
if4 = ±mVÖ^ = ±12,5.0,48 = ±6,0 . 



Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Fernrohr- 
lagen, das gewöhnlich gleich Eins genommen wird, ist im vorliegenden Beispiele 
nach § 34 gleich 0,5 genommen. Um die Gewichte Pi, P|, Pj, P^ daher auf die ge- 
bräuchliche Gewichtseinheit zu beziehen, mUssen die für diese Gewichte erhaltenen 
Zahlenwerthe noch mit 2 multiplizirt werden, womit sich für die wahrscheinlichsten 
Werthe der Richtungen /2i, jß|, jß«, R^ die Gewichte 9,2, 8,4, 8,4, 8,6 ergeben. 

5. Zu § 35. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Die zur Berechnung der Gewichte P,, Ps, .... P^ und der mittleren Fehler 
i/t, ifs, .... M^ der wahrscheinlichsten Werthe H^y H^y .... H^ der Höhen der 
Hauptpunkte 2, 3, .... 7 des Nivellementsnetzes zu benutzenden Faktoren der 
reduzirten Endgleichungen und die zu benutzenden aus solchen gebildeten 
Quotienten sind nach § 35, Nr. 10: 



o,=-f-l,90. 



-|l = + 0,34, 
»s = 4-2,50, 



-|-; = -H0,39, 
©8 = + 2,74, 



-l-'=o. 

6» ' 



<D« = 4.1,76, 



-5;' = + 0,69, 

®6 = 4-0,84. 
Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Q^, Q», .... Q^ wie folgt: 



_1L = 0. 

Ol 

— ^ = 



-?'- = 

©3 ' 



|=-h0,40, 
®j = -*-l,34. 



?1 = 0, 
«1 



®9 



= 4-0,44 
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f. 

5. 



-1 
-1 



5, 






®. 



». 



Q 



26 






2a 



+0,40 
+0,26 



+0,09 



+0,75 



Bf. 



■CjS» 



-0,39 






6. 



<i 



X& 



?2 



ts 



+0,14 
+0,10 



f4 

2>i 



6. 

5« 



5: 






+0,24 



»4 






®* 



©4 



Q 



M 



+0 



+0 



16: 



•^ 



f6 

6. 



SB, 



5i 



®"S, 



®4 



»6 



5* 



"e. 



®5 



f^ 



M 



+0,41 



+0,41 



f. 

®4o. 
-g^S4 



®t 



®5 



Ss 



_5. 

GS, 



■0,44 
-0,06 



-0,50 



+0,60 



Probe. 



, Sftv 



». 






^lls. 



^^54 



»4 

3f, 



s. 



®. 



Q 



n 



+0,40 
+0,05 



+0,30 





f4 

3f4 



-1 
-1 



5i 

'2)4 
®4 

■®4 

»4 
Q4. 



(^^4. 



4t 



+0,57 



+0,21 



+0,78 



®4~ 



'®6 
<^44 



A40 



-0,40 



+0,30 
+0,23 



+0,53 



f. 

®4cv 
®5cv 



-0,28 



-0,28 



®o 



+0,33 



Probe. 
+0,57 



+ ©4^* 






c^ 



41 



+0,12 
+0,09 



+0,78 



f. 
3fe 



5l 
®. 

®'r; 

Q6> 



5 



6 



-1 
-1 



+0,75 
+0,57 



+1,82 






®5 
S6 



Ss 



-0,69 



-0,69 






60 



-1 



+0,82 



Probe. 



1?6 






@ 



Q 



56 



+0,75 
+0,57 



+1,32 



Qw= 



3fi 



@. 



1,19 



Hiernach wird: 



(220) 






^'"Q^^m^^'^' ^'"Qi. 



^•^ö;;^i;82=^'^^' 



p \ =— = 084* 



IAf, = db m yÖ7l"= ± 3,7 . 0,78 = ± 2,9mm, 
if ,== ± m VÖÜ = db 3,7 . 0,87 = db 3,2mm, 
if 4 = ± m V(^ = db 3,7 . 0,62 = zb 2,3mm, 

Die Gewichte sind nach § 35 in unsrer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit 



i/ft = zb m VÖ^ = ib 3,7 • 0,88 = ± 3,3mm, 
Jlfo=±mVÖ^=±3,7.1,15=±4,3mm, 

ilf, = =tmV(^ = d=3,7-l,09=db4,0i 



imm. 
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(SSO) 



Zielweiten von 50 Meter p ^ i^ni = ^»25 ist. Daher mUssen wir die erhaltenen 
Zahlenwerthe der Gewichte P,, Pj^ •••• ^e niit 4 multipliziren , um sie auf die 
gebräuchliche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,2, 5,1, 3,0, 3,4 
als Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe //j, J^g, . . . . /Tt der Höhen der Punkte 
2, 3, .... 7 erhalten. 

6. Zu § 36. RUckwärtseinschneiden. 

1. Zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe ;r, y, o der Koordinaten 
des Punktes P und des Orientirungswinkels haben wir nach § 36, Nr. 5 und 7 die 
reduzirten Endgleichungen: 

H-4rfo+ 68,5^5+ 130,3^9— 79 = 0, 

+ 30196^5- 1720rf9 — 4507 = 0, 

+ 20002^1) — 5480 = 0, 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen und die sich aus diesen ergebenden Quotienten sind: 



öl = 4-4, 



bi = 4- 68,5, 
», = 4-30196, 



c,=-+- 130,3, 
(5a = — 1720, 
©3 = -f. 20002, 



-5l = -17l 



--^ = — 32,6, 
-^== + 0,057. 



Hiermit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Qu, Q^,, Q^^ wie folgt: 



f. 


1 

-1 


5. 


0,0 

+17,1 


fa 
Ss 


0,0 
+32,6 

+ 1,0 


Probe. 


f. 


-f-0,25 

+0,05 
+0,01 


+jg^g. 

Qu 


+0,25 
+0,01 
+0,06 


4-17,1 


2f» 


-0,000 57 
—0,000 10 


+33,6 


5« 

= Qi» 


-0,001 68 


+0,32 


+0,31 


-0,000 67 


5. 


—1 
— 1 


f. 
3f. 


0,000 
-0,057 




Qaa- 


f. 


-1 
-1 


3f. 


+0,000 033 
+0,000000 


-0,057 




+0,000050 




-4-0,000 003 


+0,000038 



Die Gewichte und mittleren Fehler P^ , M^ des wahrscheinlichsten Werthes o 
des Orientirungswinkels und P^^ P . M^, M der wahrscheinlichsten Werthe a;, y 
der Koordinaten des Punktes P ergeben sich hiernach zu: 



^'^~Q^^--m^^^'^' 



P-.=Tr-= 



* Qu 0,000033 



^=30300, 



1 



p =JL=_ 

y Qn 0,000 050 



20000; 



(221) 



ifer^ = dbmVQÜ = ±8,1.0,56 = ±4,5", 

l/, = ifctnVÖ^ = ±8,1.0,00 57 = =tO,046m=±4,6cm, 

M^ = ±m \qZ = zt 8,1 . 0,00 71 = db 0,058"!= db5,8ctn, 
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2. Indem wir die im § 36, Nr. 3 und 5 entwickelten Gleichungen (113) und 
(116) zusammenfassen und in den sich ergebenden Gleichungen fUr a^ und h^ ihre 
Zahlenwerthe nach § 36, Nr. 7 setzen, erhalten wir für die wahrscheinlichsten 
Werthe Äj, Ä,, Äj, R^ der Richtungen: 

Ä,=r,—c?o-|- 122,3^5— 63,1^9, 
Ä, = r, — rfo— 18,5^54- 74,2 cfg, 
Äa = r3 — rfo — 112,5 c?s— 21,8c?9, 
Ä* = r* — rfo— 60,0 (/5 — 119,6^9. 

Hiernach sind zunächst für die Richtung R^ die Differenzialquotienten Z^, /„ 
I3 nach Formel («»8): 

/,=-!, /, = + 122,3, /3 = -63,l, 
womit sich das Gewicht P^ vonÄ ^ nach den Formeln (2^6) bis {22S) ergiebt wie folgt: 



/, 



— 1 



+5; 



— 0,25 
+ 0,04 
-0,08 



— 0,29 



Ol 

S. 






+ 122 



/, 



— I ai 



+ 130 ii-^^S, 



+ 0,00 46 
-0,00 011 



s. 



4- 0,00 45 






-63 
-1-33 
8 



— 22 



-0,0011 



Gewicht F^ und mittlerer 
Fehler Mi. 



öl 

1 



+ 0,25 
+ 0,64 
+ 0,02 



+ 0,91 
1,1 



+ /1Q1 



j 

Pi~ 
M, 



+ 0,29 
+ 0,55 
+ 0,07 



+ 0,91 
db 7,7" 



In derselben Weise erhalten wir auch die Gewichte P,, Pg, P* und die 
mittleren Fehler if,, ifj, ^^ der wahrscheinlichsten Werthe iJg, iJj, Ä* der 
Richtungen nach den Punkten P„ P,, P4. Die Zahlenwerthe sind: 



^1 = 1,1 , 
P. = l,2, 
P. = l,8, 



lf, = ±7,7", 
lf, = it6,6'% 
ilf, = ± 6,0", 
3f4 = ±6,8". 



7. Zu § 37. Vorwärtseinschneiden. 

1. Nach Gleichung (33*) im § 37, Nr. 6 und nach § 37, Nr. 8 sind die redu- 
zirten Endgleichungen (lÄÄ) zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe 07, 
Oa, Ob der Orientirungswinkel für die auf den Punkten P,, Ps, P« beobachteten 
Richtungen und der wahrscheinlichsten Werthe jr, y der Koordinaten des Punktes P: 

4fl?o,+ 18 d5— 74rf9-h 13,0 = 0, 

5d08+ 112</5-f- 22rf9— 21,0 = 0, 

5d05-f- 60rf5-f- 120^9— 35,5 = 0, 

+ 13158c?5 4- 6 732^9 — 3 410 =0, 

+ 12 570 cf 9 — 2 755 =0, 

und hiernach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden 

Faktoren der Endgleichungen, sowie die sich aus diesen ergebenden Quotienten: 



a, = + 4. 



B, = 0, 
»a = + 5. 



Ci = 0, 
(5,= 0, 

<58 = + 5, 



b, =-h 18, 
S)a = + 112, 
3)3 = 4- 60, 

3)4== + 13 158, 



ei=- 74, 
(g, = + 22, 
(83 = + 120, 
(g^ = + 6782, 
(§5 = + 12 570; 
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ai = +4, 



»2 = 4-5, 



_5i=o 

— u, 
2 



-^=- 4,5, 
— ^ — — 224 

2)4 = +13 158, 



-11=4-18,5, 

ZI s= _ JA 

-ffi = -24,0, 



J^^-=- 0.512. 
®5 = 4- 12 570. 



Damit ergeben sich die Zahlenwerthe von Q,i, Q„, . . ^66 wie folgt: 



fi 



fi 



«1 
e 



-1 



^Ö 



1 



b, 



«1 

c 



Q 



\i 



14 



+0,25 
+0,03 
+0,01 



"i 



Qu 



Qu 



+0,29 






Ol 

3fi 



f. 



3fi 









Qu 



s-'Qi* 



». 
Qi> 



Qi. 



-0,007 
+0,026 



+0,019 



f. 



5. 



?, 



6a 



6. 
2). 



Qu 



6s 

Qi. 



Qu 



-0,040 
+0,014 



-0,026 






f. 



»1 
SB. 

5* 



5« 

Qu 



Qi> 



+4,5 



+4,5 



-0,00034 
-0,00084 



-0,001 18 



h 



Ol 



«t 






6, 



5. 



®4, 

5» 



= Q.6 



-18,5 



-2,8 



-20,8 



+0,00165 



Probe. 

f. 



f. 






e, 



Qu 



+0,25 



+0,00 

+0,03; 



+0.28 



f. 



5« 
»1 

^Q 
». 

?« 

©2 

6. 
»1 

Q<t 



-1 
-1 



t& 



Qm 

Q» 



+0,20 
+0,00 
+0,03 



+0,23 



f, 






s. 



g. 



6, 

®'Q 



M 



6- 
Q>. 



+0,013 
+0,017 



+0,030 






6» 

8f« 



5.1 

»4 

®i 

2>4 
Qt4 



Q» 



+22,4 



+22,4 



-0,00 17 
+0,0003 



-0,00 14 



f. 



» 



s. 



6. 

1^4 



2)* 

5. 



'3. 

»4 



Q» 



+4,4 



-11,5 



-7,1 



+0,000 56 



Probe. 



3f. 



9< 






Q 



M 



+0,20 



+0,04 
+0,00 



+0,24 



f. 
5» 



"6. 

^6,Q" 

Q» 



-1 

-1 



+0,20 

+0,03 

+0,00 
+0,28 



f4 

3), 



6. 

»4 



2f. 



»4 
Q.4 



+12,0 



+12,0 



-0,00091 

+0,000 73 
-0,00018 



f. 

®4 



2>4 



5» 
S4 



Si 



®5 

= Qm 



+24,0 
-6,1 



+17,9 



-0,001 42 






Probe. 
+0,20 

+0,01 

+0,03 



Q 



M 



+0,24 
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f4 

»4 


-1 
-1 


f. 

«4- 
$4 


• 

+0,512 


f6 

»6 


-1 
-1 


5« 

3)4 


+0,000076 
+0,000021 


+0,512 


S5 
= 055 


+0,000080 


= <24. 


-0,000 041 


«^44 


+0,000097 



(220) 



Hiernach wird: 
1 1 



07 



Qu 



1 



0,29 
1 



0,23 

P =- L_ 

'^ «S8 0,23 



1 



= 8,4, 
= 4,3, 
= 4,3, 
= 10000, 
= 12 500. 



(221) 



if^y==tmVe7=±5,0.0,54 =±2,6", 



A/^3 = ±mVQ2r=± 5,0. 0,48 =±2,4", 
i/^^ = ±mV^=±5,0.0,48 =±2,4", 



M^ = ± mVQ 44 = ± 5,0 • 0,010 =± 0,050m = ±5,0 cm, 



if =±mVg56 = ±5,0-0,009 = ±0,045ni = ± 4,5cm. 



* Qu 0,000 10 

'y Qm 0,00008 

2. Die wahrscheinlichsten Werthe Ä5, Ä,, Ä7, Rg der Richtungen auf §7 
ergeben sich nach (13*) und (16 •) im § 37, Nr. 3 und 5 mit den Zahlenwerthen 
im § 37, Nr. 8 nach: 

Äft =5?5 — ^^7, 

Ä« = tß — rf O7 — 18 d5 + 74 d t) , 
Ä7 =17 — dOi j 

Xtg = Tg d Og« 

Demnach sind die Gewichte P^, P7, Pg und die mittleren Fehler M^, Mj, 
Mg der Richtungen Ä5, JB7, Bg gleich dem Gewichte P^^ =3,4 und dem mittleren 
Fehler M^j = dz 2,7 " des Orientirungswinkels 7 , während sich das Gewicht Pg 
und der mittlere Fehler Mg der Richtung Rg wie folgt ergiebt: 



/. 


— 1 


«4 


— 18 
+ 4 


^6 

Ol ' 

- ®^- S 


+ 74 
— 18 
+ 7 


Gewicht P, und mittlerer 
Fehler M,. 




— 0,25 
+ 0,09 
+ 0,02 


+ 'W 

1 

P» 
P. 


+ 0,25 
+ 0,02 
+ 0,82 


+ I4Q4 

1 

P, 

Mg 


+ 0,14 
+ 0,07 

+ 0,37 


— 14 


+ «4. 
«4 


— 0,0011 

— 0,00 26 


+ 63 




+ 0,0060 


+ 0,59 
1,7 


-0,58 

± 3,8" 


— 0,14 


— 0,00 37 



Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werthe der Übrigen 
Richtungen ergeben sich in ähnlicher Weise. 

8. Zu § 38. Kombinirtes Vorwärts- und RUckwärtseinschneiden. 

Die Berechnung der Gewichte P^^, Py und der mittleren Fehler M^^ M^ der 
Koordinaten ar, y des neu bestimmten Punktes P kann in Verbindung mit der 
Auflösung der Endgleichungen u. s. w. ebenso durchgeführt werden wie es unter 
Nr. 1 dieses Paragraphen geschehen ist: 
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48 854[ Bi 



4- 



5012 



^^11=7^ = 



öl 



Ol 
Ol», 



0,116 



0,83 

0,000 023 
44000 



f, 



öl ^ 



dn 



7 917 



0,183 
0,029 



h 

Ol 



Bi 



0,154 



1 



+ 36 114 
581 



-h 



35 533 



0,000 028 
36 000 



f. 

»2 



+ 



9 723 
918 



8805 
0,248 



Probe. 









1449 
2184 



3633 



1219 
2411 



-3 630 



a; = S4-</5= 4 745,00 + 0,15= 4 745,15 



2/ = t) + cft) = X6 681,00 + 0,25 = X6 681,25 



if ^ = zt m ]/;p-= ± 4,9 • 0,0048 = ±0,024ni 
If y = ± tn ]/ p-= ± 4,9 . 0,00 j3 = itO,026m 



9« Zu § 39. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

1. Die reduzirten Endgieichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 

Werthe x und y der Richtungstangente und der Anfangsordinate der Geraden sind 

nach § 39, Nr. 7 und 9: 

+ 5 rf^ 4- 5 788 c?5 + 2,786 = , 

+ 2 646000^5 + 286 =0, 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 

der Endgleichungen sind: 

a,= + 5, Bi = + 5788, 

», = + 2646 000. 

Damit ergiebt sich nach den Formeln (218a) und (218b): 



5, = + ^ = +1158, 
Qn = -^<2.. + ;f = +0,707, 



e„ = -|| = -0,000437, 

Q 22 = -H s- == + 0,000 000 378. 
«5, 



Hiernach ergeben sich die Gewichte Py, P^ und die mittleren Fehler If , 
M^ der wahrscheinlichsten Werthe y, x der Anfangsordinate und der Richtungs- 
tangente der Geraden zu: 



P„ = _ = Mi, 



y 



(220), 



Q 



22 



(221) 



ifj.=±myQn = ±0,97.0,84=±0,81ni, 



if<„=±mVQ„=±0,97.0,00061 = ±0,00059. 

2. Nach den im § 39, Nr. 4 und 6 gewonnenen Gleichungen (113) und (116) 
ergiebt sich der wahrscheinlichste Werth 0„ der Ordinate eines Punktes P^ nach: 

On = o„ + d^-ha^d^ 

und somit für das Gewicht P^ von 0^ nach den Formeln (223) und (224): 






80, 



= 0,707 — 0,000 87 • a, 4- 0,000 000 878 • a, o, 
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Hiernach erhalten wir für die Gewichte Pi, Pg, .... P5 und die mittleren 

Fehler ifj, if,, M^ der wahrscheinlichsten Werthe Oi, O2, .... O5 der 

Ordinalen der eingemessenen Punkte Pj, Pj, .... P5 der Geraden: 



Nr. der 
Punkte. 


a. 


da. 


Qn. 


2aQi8. 


aaQn. 


1 
P- 


P. 


fr 




1 
2 
3 

4 • 
5 




713 

1318 

1731 

2 026 




508000 

1737 000 

2 996 000 

4105 000 


-h0,707 
4-0,707 
+0,707 
+0,707 
+0,707 


-0,000 
—0,620 
-1,148 
—1,505 
-1,766 


+0,000 
+0,192 
+0,657 
+1,132 
+1,552 


+0,707 
+0,279 
+0,216 
+0,334 
+0,493 


1,4 
3,6 
4,6 
3,0 
2,0 


0,84 
0,53 
0,46 
0,58 
0,70 


±0,81 
dbO,51 
±0,45 
±0,56 
±0,68 


5 788 


9 346000 


+3,535 


-5,039 


+3,533 


+2,029 


1 



10. Zu § 41. Bestimmung einer Distanzteilung für den Okular- 

auszug eines Fernrohrs. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werthe x und y des Abstandes der Einstellmarke fUr den Okularauszug von der 
Objektivlinse und der Brennweite der Objektivlinse sind nach § 41, Nr. 6 und 9: 

+ 11^5—11,307 rft) + 0,49 =0, 
+ 0,01135^9-0,057 97 = 0, 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen sind: 

a, = + 11, Bj =-11,307 

«8=+ 0,01135. 

Damit ergiebt sich nach ben Formeln (218 a) und (218 b): 



8f, =+^^ 1,028, 



Qn 



= -^ 



Qit = 



-__?,__ 



«1« + ^- = + 93,20, 



a, — tti 



SB, 
1 



+ 90,57, 



^t!M=+-^- = + 88,11 



und für die Gewichte P,, P^, und die mittleren Fehler M^. M,. der wahrschein- 
liebsten Werthe x^ y\ 



(220) 



P,=~ =0,001 07, 
^y = ^=0,001 14; 



(221) 



1/^= ± m ^(i „ = ± 0,15 • 9,6 = ± l,4rani, 
M^=-±im V^T^ = ± 0,15 . 9,4 = ± l,4niin. 



2. Nach den im §41, Nr. 5 gewonnenen Gleichungen (113) und (116) ergiebt 
sich der wahrscheinlichste Werth L^ der Ablesung am Okularauszuge nach: 

L„=I„-rf5+5„rft| 

und somit für das Gewicht P^ von L_ nach den Formeln (223), (226) und (227): 



(223) 
(226) 
(227) 

Koll. 



9^« 

7 z. 1 



8^« 



a. = ^-|i ',=*.- 1,027 89; 
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Hiernach erhalten wir für die Gewichte Pi, P«« ^n ^^^ ^^^ mittleren Fehler 
if,, M^j Mii der wahrscheinlichsten Werthe L|, L«, Lui 

S,, =1,117 42 — 1,027 89 =.4- 0.089 53, 
S, e = 1,018 65 — 1,027 89 = — 0,014 24 , 
S, „ = 1,004 53 — 1,027 89 = - 0,023 86; 

-^ = 0,091 4- 0,706 = 0,797 , 
-^ = 0,091 -f- 0,018 = 0,109, 



6 



Pi =1,2, 
Pe =9,2, 
i^ii=7,2; 



■^==0,091+0,048 = 0,139; 

ifj =dbmy-p- = dbO,15.0,89 = ±0,13inm, 
Mq = dbml/-^ = ±0,15. 0,33 = ±0,05««, 
if,i=±my-^ = ±0,15.0,37 = ±0,' 



OG mm . 



2. Kapitel. Für bedingte Beobachtungen. 

§ 66. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werthe der beobachteten Gröfsen. 

1. Das Gewicht P^ und der mittlere Fehler Mj^ einer Funktion 
(830) L = y (I, II, III, IV, ....) 

der wahrscheinlichsten Werthe I, II, III, IV, .... der beobachteten Gröfsen 
kann angegeben werden, sobald L als Funktion der unabhängigen Beobachtungs- 
ergebnisse I, 2, 3, 4, ...., deren Gewichte pi, p,, ps, p4j •••• ^^r kennen, 
dargestellt ist. Demnach zerlegen wir die wahrscheinlichsten Werthe I, II, III, 
IV, .... der beobachteten Gröfsen in die Beobachtungsergebnisse i, 2, 3, 4, .... 
und in die diesen zukommenden Verbesserungen (i), (2), (3), (4), ...., so dafs 

(1*) L = 9>(n-(i), 2-h(2), 3-h(3),4 + (4), ....) 

wird. Bezeichnen wir nun die partiellen Differenzialquotienten von 9)(i,2,3,4,....) 
nach I, 2, 3, 4, .... mit /i, Z^, /g, /«, ...., so dafs also 

7 _ 9y('i 2i 3, 4, ) 

•1 ö~: : 



(231) 



d I 



7 _ 9y(i, 2, 3, 4, ) 



; _ ey(i, 2, 3, 4, ) 

*1 ^ n 



33 



7 _ 9y(i, 2, 3, 4, ) 

*4 ^~: 



94 



ist, so geht die Gleichung (1*) über in: 

(2*) L = 9)(i, 2, 3, 4, ....)-h/.(i) + /,(2)4-/3(3)-h/4(4) + -'-- 
Setzen wir in diese Gleichung für (i), (2), (3), (4), die dafür in den Kor- 
relatengleichungen (156) gegebenen Ausdrucke, so folgt: 

(3») L=T(,,z, 3,4 )+[jya+[j]h+[jV'+--- 
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2. Die Korrelaten A;^, i-^, k^; .... können wir nun nach den Endgleichungen 

(157) zuerst als Funktionen der Widersprüche faifb^fc •••• ^^^ ^^"" "^^^ ^®° 
Gleichungen (151) und (152) als Funktionen der Beobachtungsergebnisse i , 2 , 3 , 
4, .... darstellen. Zu diesem Zweck führen wir die Koeffizienten q^y ^n, ^13, 

••••j ^11» ^M> ^M> ••••1 ?8M ^at» ^88 j ••••> •••• 6iJ^9 uJ^d setzen sie derart fest, 
dafs wird: 






(4*) 



= 1, 
= 0, 

= 0, 



ab 



[-tr]^" + [-d^" + [if]^"-^--"-==^' 



P J Lp 






ah 



+ 



= 0, 



[~] ?«> + [y^] ?..+ [-^] !?» + •••= 1' 



u. s. w. 



(5*) 



Dann erhalten wir ähnlich wie im § 62, Nr. 2: 

^h = /a ?«i + /ö ?82 + /c y» -> ' 

*c = /a y«i + /'^ ?»« + /c y 88 H , 



Beachten wir nun, dafs nach den Gleichungen (151) und (152) 



(6*) 



/•^=Ä^-F„(i,2,3,4, ....), 
Aft^'Sfj — Fj(i, 2, 3, 4, ....), 
/c = '^c-^c(^2,3,4, ....), 



ist, so erhalten wir: 

*6 = (5 

(7*) I +(Ä 



a 
e 
a 
e 



^a('9 2, 3, 4, ....))?n4-(Äj — Fj(i, 2, 3, 4, ....))?!« 

-'^«(^ 2, 3, 4, ))^i8H , 

^a('» 2, 3, 4, ....))?« -H('Sf6 — Fj(i, 2, 3, 4, ....))^„ 

^c(^ 2, 3, 4, ....))jmH , 

^a(»> 2, 3, 4, ....))?3l + (^6-^^(I» 2, 3, 4, ....))^82 
^c('» 2, 3, 4, ....))^S8H , 



3. Die Ausdrücke fUr k^^ kj^, k^, .... setzen wir nun in die Gleichung (3*) 
ein und erhalten damit L als Funktion von i, 2, 3, 4, .... wie folgt: 

20» 
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(8») L==9)(i, 2, 3, 4, ....) 

+ (^a-^a(^ ^» 3, 4, ••.•))([y]?n + [y]y,. + [y]?i. + ---) 

+ (Äc-^c(^^»3,4,...0)([y]9.i + [y]?3.+ [y]<7« + ---) 

-h 

Diesen Ausdruck vereinfachen wir noch durch Einfuhrung der Koeffizienten 
r^, r^, r^y ...., die wir so festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genUgen: 



(Z32) 



|["]'.+[v]'.-<-m'.+ -[y]-». 



p 

ab 



V 
bb 



P 
bc 



^c + 



• • • « 



[f]'-<.+[^]'-.+[y]^c+"[f]=o, 



Indem wir diese Gleichungen ebenso auflösen, wie wir unter Nr. 2 die End- 
gleichungen (157) aufgelöst haben, erhalten wir: 



(9*) 



»•» = - [7] '•• - [y] ?» - [y] ?» • 



womit die Gleichung (8*) übergeht in: 

(10*) L = y(i, 2, 3, 4, ....)-('5a-i'^a(i, 2, 3, 4, ....))r„ 

— (Äj — Fj(i, 2, 3, 4, ....)) »-6 

— (^c — ^c(»» 2, 3, 4, ....)) »-c 



4. Um nun das Gewicht P^ von L nach Formel (45) zu erhalten, bilden wir 
zuerst die partiellen Differenzialquotienten 



(11*) 






dL 

83"' 



» -^ 3 — a -f ' ^ 4 — 



dL 



dl ' "" 82 ' ^' 83 ' "* 84 

unter Beachtung der durch die Formeln (154) und (231) eingeführten Be- 
zeichnungen a^, b^, c^ und /^, und erhalten: 

dL 



(233) 



o r 

L , = ^ = / , 4- a , r ^ -h Ä a r j 4- c , r ^ 4- 

o r 

^ 3 = 93' = ^» "*■ ^ » ''« "^ * » ''* "^ ^ ' ^'^^ "•" 
o r 

L 4 = ^ = / 4 4- a 4 r „ + /» 4 r j 4- c 4 r ^ 4- 



Dann ist nach Formel (45): 



(12*) ^-=^L,L,1-^L,L,^ +L.L,^+L,L,^ + 

^L Pl P% Ps P^ 



• • • • 



= [ 



LL-i 
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5. Aufser dieser Formel können wir nun noch zwei weitere Formeln fUr die 
Berechnung des Gewichtes -p- = r ] gewinnen. Quadriren wir nämlich die 

letzten Ausdrücke Hir L,, L,, L-,, L4, , dividiren die Quadrate durch die 

Gewichte ]»,, p,, p,, p4, .... und addiren alles, so erhalten wir: 

(i^-) ^=[^]=[^] +[4]^- +[-]'•» +[v]^« +•••• 



V 
al 



ab 



[y] '•« + [^] '•-'•» + [7-] »-^ »•« + [f] -"c »•< 



• • • 



+ 



Beachten wir nun, dafis wir in diesem Ausdruck in den auf die erste Vertikal- 
reihe folgenden Vertikalreihen r^, r^, r^, .... als Faktor herausziehen können 
und dafs die dann übrigbleibenden Werthe nach den Gleichungen (232) gleich 
Null sind, so folgt: 

Indem wir dann noch nach den Formeln (120a) für die Faktoren der 
Gleichungen (4*) die einfacheren Bezeichnungen 



(234 a) 



m 



ab 



^.=[f] 



^.=m 



.=[f] 
3=m 



^=[7-]' 



einführen und nach den Formeln (120 b) 



(234 b) 






@ 



_ ^1 

9 — ^a "T~^i> 



S3 = C,-lic.-|^S„ 



S -I -5^1 



bilden, erhalten wir weiter unter Beachrung der auch hier anwendbaren Formel (127): 

(235) JL = r ^^ l -- ^1 ^1 i ^1^9 , ^n^l , ^4^4 

^2; •- P J Pi Pa /'s />4 



LpJ ai * »j '^ (Sa * 



Damit ergiebt sich dann auch der mittlere Fehler M^ von L nach Formel 
(35) zu: 

(236) 



^z = =tmj/-l 



6« Die praktische Durchführung der Gewichtsberechnung wird zweckmäfsig 
wie folgt angeordnet: 

Es werden die Differenzialquotienten /,, /,, /,, /«, .... nach Formel (231) 

und danach [^], [-^], [^j-], .... [-^] gebildet. 
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Sodann wird weiter gerechnet nach dem folgenden Schema, das fUr den 
Fall eingerichtet ist, wo r = 5 Endgleichungen vorliegen und das fUr jeden andern 
Fall leicht vereinfacht oder erweitert werden kann: 



(237) 



Ipi 


0- 


[f\- 


r^'v 


[y]- 


Gewicht P^. 


I, 






I4 

Ol ' 

®'8 


I5 

Ol ' 

®'8 

®-t8 
2)4^* 


[7] 

^'8 


[7] 

+ 14'-^ 


I, 

«1 

ö. ** 


= 8, 


8, 


-»3 




= »4 


»4 

®4 
»4 • 


= 2. 


s. 

= »•. 


1 


^a 


-♦•» 


-»•e 


-»•rf 



Wie leicht zu ersehen ist, ist dies Schema zur Auflösung der Gleichungen (2313) 
ebenso gebildet wie das Schema (229) zur Auflösung der Gleichungen (225). 

Die Zahlenwerthe der Gröfeen »,, ©3, 2),, S^; ©j, 3)3, (£3; 2)4, ©4; ©5 
sind auch hier unverändert aus der Auflösung der Endgleichungen (157) zu über- 
nehmen. 

In den beiden letzten mit Gewicht P^ Uberschriebenen Spalten werden die 
nach den beiden letzten Ausdrücken der Formel (235) folgenden Werthe für 
1 



erhalten. 



1 



Ein dritter Werth Hir -p- kann dann noch erhalten werden, indem nach den 
Formeln (233) die einzelnen Werthe von Li, L, , l/,, L4, .... und danach 
p- = [ 1 gebildet wird. 

7. Wenn die Gewichte Pj , Pjj , Pj^j , P^y , . . . . und die mittleren Fehler 
Mj<f Mjjy ^ijjj ^jv» •••• für die wahrscheinUchsten Werthe I, II, III, IV, .... 
der beobachteten Gröfsen, also für die einfachen Funktionen 



Lj=I, L^=ll^ Ljff = lllj Ljy 
anzugeben sind, so wird nach den Formeln (231) 



= IV, 



(238) 



^ für Lj — 


I: 


h 


= 1, 


V 


i//- 


II: 


'. 


-0. 


« 


^III^ 


III: 


'1 


= 0, 


V 


Ljy 


IV: 

. . . 


'1 


=0, 



l, = l, 

/. = 0, 
/, = 0, 



... 



'» = 1, 

/, = 0, 



h 
u 

l 



4 — 



0, 
0, 
0, 

1, 



. .., 



Dementsprechend wird dann 
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(239) 









r//-i 


für Lj = 


I: 


.j). 


n 


^// = 


II: 


[f] 


n 


Ljji^ 


III: 


[7] 


91 


Ljy = 


IV: 

• • 


• • • 



\_ 
Pl 

Pi 



[f] 
[7] 

[y] 



Pi 
Pt 
/'s 

£1 

Pa 






_*» 
~ p? 

-h 
~p»' 

~P4' 



[7] 
[7] 

cl 

p 



L « J va 



9^ 

Px 
Cj_ 

Pi 

£1 
Pi 

P4 



• •» 



• • • • a 



Im Uebrigen linden die vorentwickelten Formeln unverändert Anwendung. 



§ 66. Beispiele zu dem im § 65 entwickelten Verfahren. 

Zur weitern Erl'äuterung des Verfahrens wenden wir die im § 65 ent- 
wickelten Formeln u. s. w. auf einige der im V. Abschnitte behandelten Beispiele an. 

1. Zu §§ 52 und 53. Bestimmung von Knotenpunkten in 

Polygonnetzen. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der Höhen H^, H^, H^ der Punkte 2 , 

3, 7 können aus den gegebenen Höhen und den wahrscheinlichsten Werthen 

I, II, .... XI der Höhenunterschiede berechnet werden nach: 



(230) 



l Äa = ^i -HI + 
l Zr4 = ^57 + III, 



VII, 



H, = /^58 -H V. 

^e = ^68-HV-fIX, 

iJ,=://j +1 + VII— XI. 



Die sich hieraus nach den Formeln (231) ergebenden Differenzialquotienten / 
sind in nachfolgender Tabelle mit den reziproken Werthen — der Gewichte und 
den Differenzialquotienten a, b, c, dy e (nach § 53) zusammengestellt. 



Nr. 


1 
P 


a. 


b. 


c. 


rf. 


e. 


Differenz 


;ialquotienten 

Ut, H^y Hay 


IfWr 
Hl . 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


1,22 
2,27 
0,89 
0,98 
1,79 
2,00 
1,56 
1,02 
1,43 
1,09 
0,91 


• 
• 
• 

+1 
+1 

■ 
• 

— 1 

+ 1 
+1 

-hl 


— 1 

+1 

• 

• 
• 

— 1 
+1 

• 

• 


— 1 
+1 


• 
• 

4-1 
+1 


• 

• 
• 

+1 
4-1 


4-1 


4-1 

• 
• 

• 
• 

4-1 

• 
• 
• 
• 


m 
• 

4-1 

• 
• 

• 
• 

• 
■ 
• 
• 


• 

• 
• 

4-1 

■ 
• 
• 
• 
• 
• 


• 

• 
• 
• 

4-1 

• 
• 
• 

4-1 

• 
• 


4-1 

• 
• 
• 
• 
• 

4-1 

• 

• 
• 

— 1 



Hiernach ergiebt sich 

rdl-[ 



P 



0, 
0, 
0, 
0, 



[^;-] 



-.- =0, 



[■7] 

[7-] 



[f]= 
=0. [-f]= 

= -.,56,[f] = 
= 0. [^] = 



+ 1,22, 
-1,22, 
+ 2,78, 
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al 



hl 



r el 



[f] = ». 



hl 
P 



II 



P 
el 






= + 0,89, [-^]=0. 

= 0, [-^] = + o,89, 

= 0, [f] = 0, 

= + 1,79, [y-] = + l,79, 

= 0, [f]=0. 

= + 1,79, [^] = + 3.22. 
= -1,56, [^] = - 1,22, 

= <'' [4] = + 3,69. 



Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflösung der 
Endgleichungen im § 53 gebildeten Zahlenwerthe sind: 

a, = + 7,22, -^ = + 0,141, --^- = 0,000, --^ = -0,136, --^- = -0,248, 



Jöj = + 5,60, 



-|j- = + 0,405, _|.«-=:- 0,184, 



®3 



«1 



0,045, 



ß:3 = + 2,57, - :^-l =- 0,163, -|^ = - 0,039, 

3 



a)^=-Hl,48, -|^ = -|-0,209, 

<g6= + 3,28. 

Mit diesen Zahlenwerthen ergiebt sich das Gewicht P, für den wahrschein- 
lichsten Werth H^ der Höhe des Punktes 2 nach den Formeln (232) bis (235) 
im Schema (237) wie folgt: 



[i-] 



[^] 



[f] 



[f] 



el 



m 



Gewicht P, . 



I, 



iL 



=-r. 



«1 






0| ' 



Bi 



*-r 



= r 












_2, 



2) 



3 



6, " 



-1,22 



-1,22 



+0,475 
+0,001 
+0,023! 



+0,499 






+0,20 



+0,20 



®4 



-0,135 
-0,006 






+0,05 
+0,04 



^3 Q 

-1-24 



+0,09 



S» 



-0,141 



® 



= r. 



®5 
>2 



Ss 



-0,027 



0,00 



0,61 



-0,58|4.I,r, 
-0,03 +I^r^ 



1 



+1,22 



-0,61; 



0,61 
1,64 



Die übrigen Gewichte ergeben sich mit den vorher für die Höhen ffj, 

H^, .... H-j gebildeten Zahlenwerthen von [ — J, [ — 1, [ — ^1, T — 1 ganz in 

derselben Weise, wie das Gewicht Pg . Die sämtlichen Gewichte und die mittleren 
Fehler der wahrscheinlichsten Werthe der Höhen jBT,, ü,» •••• ^7 sind: 
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(235) P, = I,64, P, = l,32, P^ = 2,53, P. = l,30, P,=0,77, ^,=0,88; 



r 1,32 






mm 



Die Gewichte sind nach § 35 in unsrer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit 
Zielweiten von 50 Meter p i j^m = 0,25 ist. Daher müssen wir die erhaltenen Zahlen- 
werthe der Gewichte P,, Pg, P^ mit 4 multipliziren, um sie auf die ge- 
bräuchliche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,1, 5,2, 3,1, 3,3 als 
Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe H^, i/j» •••• ^i ^^^ Höhen der Punkte 
2, 3, 7 erhalten.*) 

2. Zu §§ 54 bis 57. Berechnung von Dreiecksnetzen. 

a) Wir berechnen zuerst für das als Beispiel 1 gegebene Dreiecksnetz das 
Gewicht und den mittleren Fehler eines der ausgeglichenen Winkel und zwar 
des Winkels 

(230) L = I. 

hierfUr ist: 

(238) /,= + !, /3=0, ^3=0, .... /,s = 0. 

Sodann ergiebt sich mit den im § 57, Abtheilung 8 der Tabelle auf Seite 253 
nachgewiesenen Zahlenwerthen der Differenzialquotienten : 

ai= + l, Ä, =C| =rfi =e, =0, ^i=-|-4^6, Ä,=0 

und den Gewichten p=l: 

Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflösung der 
Endgleichungen im § 57, Seite 254 und 255 gebildeten Zahlenwerthe sind: 

354 = + 2,2, -J^ = + 0,409, -|^ = -14,955, -|^ = + 6,182, 

®5 = + 2,182, -^ = -24,083, --|5 = - 3,362, 

®6 = -h 1223,88, —t^=- 0,0522, 

$, = -f. 839,53, 

und die aus der Zusammenstellung der Faktoren der Korrelatengleichungen im 
§ 57, Seite 253, Abtheilung 3, folgenden Zahlenwerthe sind: 



*) Vergleiche § 64, Seite 298 u. f. 
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„.=+4,-|i-=o, -li-=o, -1^=0, -:^ = -o.5, 

»3 = + 4, -|; = 0, -|7=- 0,5, -|^ = -0,25, 

-|i = + 5,70, -ll = -0,28, 

6.= + 5, -|-^ 0,4, — |^=-0,20, 

— ^ = 4-1074 — *-l=-410 

Mit diesen Zahlenwerthen ergiebt sich das Gewicht Pj und der mittlere 
Fehler Mj fUr den wahrscheinlichsten Werth I des Winkels 2 13 nach den 
Formeln (232) bis (236) im Schema (237) wie folgt: (Siehe die Tabelle auf 
Seite 314.) 

b) Der wahrscheinlichste Werth S^-.^ der Dreiecksseite 5 — 3 ergiebt sich aus 
dem wahrscheinlichsten Werth ^s—, der Dreiecksseite 5—1 nach: 

<? __«mll ^ 
nn VII ° 

oder es ist: 

(230) L = logS^^^ = log sin II — log sin VII 4- /o^ 5 5_, . 

Um hiernach den mittleren Fehler il/s—a von L = logS^..^ zu erhalten, 
differenziren wir nach i, 2, 3, .... i3 und erhalten: 

(231) /i=0, /,= 10000000if4co^2 = + 5,9, l^ = l^ = l^=^l^ = 0, 
/, == 10000000 M-r, cotg7 = — 58,9, /g = /o = /,» = 0. 

Nach § 57, Seite 253, Abtheilung 3, ist ferner: 

Pa=l, a, = + l, 6a = 0, C8 = 0, rf, = 0, e, = 4-l, 5^1 = — 1,8, A, = 0, 
Pt = 1, 07 = 0, Ä7 = 0, C7 = +1, ^7 = 0, e7 = + l, ^7==-Ml,5, A7 = — 2,8, 

womit sich ergiebt: 

[7]=+«'^' [y]=0' [y]=-^3,9, [f]=o, [^]=-48,o, 

[7] = -«27,5, [y] = + 150,9, [^] = + 2940,0. 

Mit diesen Zahlenwerthen ergiebt sich das Gewicht Pss und der mittlere 
Fehler «1^—3? ^^^ ^^ ^^^ Dreiecksseite 5—1 aus der vorliegenden Dreiecksnetz- 
ausgleichung entspringen, wie folgt: (Siehe die Tabelle auf Seite 316.) 

Für den wahrscheinlichsten Werth logS^^^ der Dreiecksseite 5—1 ist in der 
Ausgleichung eines anschliefsenden Dreiecksnetzes der mittlere Fehler 1/5—1 «dz 18,9 
erhalten, womit sich 

if,-, = db Yl/J_j+«iJ_3 = ± V52,6«4-18,9* = ± 55,9 Einheiten 
der siebenten Dezimalstelle der Logarithmen ergiebt 
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3. Kapitel. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 67. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen. 



1. Sollen wir das Gewicht Pj^ und den mittleren Fehler Mj^ einer Funktion 



(340) 



L = y(a:,y,2r, ) 



der nach dem Verfahren für bedingte vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 
wahrscheinlichsten Werthe x^ y, z^ .... der zu bestimmenden Gröfsen ermitteln, 

so können wir die Werthe x^y^z zuerst zerlegen in die Näherungswerthe 

Sv 9) 3? ••••9 die diesen nach dem Verfahren fUr vermittelnde Beobachtungen 
beizufugenden Aenderungen e/So« ^9o) ^So? •••• "^^ ^^^ mch dem Verfahren 
fUr bedingte Beobachtungen noch hinzukommenden Verbesserungen (i), (2), 
( 3 ) , so dafs wird : 



7 -^^t 



7 — ö'/' 



7 — ^y 

'^~83' 



f • • 



oder, wenn 

(241) 

gesetzt wird,: 

(2*) i^ = y(5, 9. 8, ..•.) + ^c?5o + ^c?9o + ^rf8oH 

+ /,(!) 4-/,(2) +/3(3)+---- 

Wenn wir dann die Verbesserungen (i), (2), (3), .... durch die Aende- 
rungen fi?So> ^9o> ^So> •-•• ausdrucken, so dafs L als Funktion dieser nach 
dem Verfahren Hir vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werthe erscheint, so 

können wir das Gewicht -^— nach den im § 63 erhaltenen Formeln angeben. 

2. Setzen wir demnach in Gleichung (^) für (i), (2), (3), .... die dafür 
in den Korrelatengleichungen (206) gegebenen Ausdrucke, so wird 

(3*) ^ = V(X, 9, 8, --.O + 'i <^Xo +^aC?9o H-^a^SoH 

-H[(«)/]*^ + [(»)^]*^-H 

Aehnlich wie im § 65, Nr. 2 stellen wir nun k^, k^, zunächst als 

Funktion der Widerspruche Z*^, /^, und dann als Funktion der rfjo, rft|o» 

rfgo» ^ar, indem wir zuerst die Endgleichungen 



(209) 



mit Hülfe der Koeffizienten j„, j„ ; j,,, q„, ; . 

Diese Koeffizienten setzen wir derart fest, dafe wird: 

f [^(«)]?.. + [^(»)]?,.+ 1, 

l^(«)]?u + I5(«)]?.,4--"=0, 



auflösen. 



(4*) 



[^(«)]?M + I^(»)]J., + 0, 

[^{»)]?.i + lÄ(»)]?„ + 1, 



u. s. v. 
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(5*) 



Dann erhalten wir ähnlich wie im § €2, Nr. 2: 

^B==^fa9n+fb9n-^ 



Nun ist nach den Gleichungen (199) und (200) 



oder mit Einführung der Differenzialquotienten Ai, ii,, J,, ....; j9,, ^^^ 
i9 3 , . . . . ; .... nach den Formeln (201): 

Hiermit wird: 

^A^i^A — ^Ai^y 9i 8» •...)--^i«?5o — ^>«?9o-^8rf8o )yii 

+ (/Sf^ — jP5(5, 9, 8» ....) — ^i<^Xo — ^sC?t|o-Äad8o )yn 

+ , 

^B^i^A — ^Ai^^ 9» 8) ...O — ^i^So — ^«rf9o — ^a<'8o O^ti 

+ (5^-^3(5, 9, 8, ....) — ß,rf5o~Ä«rf9o-^a<'8o )?» 

+ , 

u. s. w. 

Diese Ausdrucke für k^^ kß^ in (3*) eingesetzt, giebt: 

(9*) I' = y(5, 9i 8> ••••) -H ^rfjoH- /fC?9o+ /»rfSoH 

+ ('S^^-^ii(5> 9,8, ••.•)-^i<^5o — ^i^^^o-^sc^so )([(«) 0^11 

+ [(»)n<7i. + ---) 

+ (^5-^b(5»9, 8, . •0-Äirf5o-Ä,d9o-Ä3^8o )([(«)Oyti 

[(»)/]y».-H •••) 



(8*) 



Dieser Ausdruck für L kann noch vereinfacht werden durch Einführung der 
Koeffizienten r^, r^j, .... Wir setzen: 

[^(«)lr^+[^(»)]r^+.-..[(«)/] = 0, 
M(SB)]r^+[Z?(»)]r^+ • .[(»)/] = 0, 



(242) 



und erhalten daraus ebenso wie wir oben die Ausdrücke (5*) für k^^ k^^ 
den Endgleichungen (209) erhalten haben: 

rA [{^)l^qu-[{^)l]q^^-' 

(lO*) { r«==~[(8()/]^„-[(»)/]y„-.. 



aus 



{'•- 






womit Gleichung (9*) übergeht in: 

(U*) /' = y(5, 9» 8, ••••) + /,rf5o4- /8rf9o-f- ^8C?8oH 

+ (—^^+^'^(5, 9» 3^ ••••)4-il,rf5o4-^2rf9o + ^arf8oH ) r^ 

+ (-^ä+^'b(S> 9, 87 ••••) + Ä,rfjo + ßarf9o4-i^arf8oH-----)'-Ä 
-h 

3. Hiernach sind die partiellen Differenzialquotienten von L nach cf^o) ^9o) 
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(243) 



Li = 



dL 



= /i -h i4i r^-h ^1 r^-h 



ja T 
o r 



womit, nachdem die Zahlenwerthe von r^, r^, . . . . durch Auflösung der Gleichungen 
(242) erlangt sind, nach den Formeln (224) bis (228) weiter gerechnet werden 
kann, indem für die hierin vorkommenden Differenzialquotienten /j, /,, /,, •••• 
die sich nach den Formeln (243) ergebenden Differenzialquotienten Li^L^^L^j*... 
gesetzt werden. 

4. Ebenso wie wir aber die Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe 
AT, y, 2r, .... der zu bestimmenden GrÖfsen nach dem Verfahren für bedingte ver- 
mittelnde Beobachtungen in zwei Teile getrennt haben, können wir nun auch 
zweckmUfsig die Gewichtsberechnung in zwei Teile derart trennen, dafs der eine 
Theil nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen, der andere Teil nach 
dem Verfahren für bedingte Beobachtungen durchgeführt wird. 

Setzen wir die in den Formeln (243) gegebenen Ausdrücke für Lj, Ls, L,, . . . . 
in die aus den Formeln (225) folgenden Formeln 

[pad\ y, -H [pab\ Q, 4- [pac] Qa H = J^n 

, [pab] Q, + [phb] Q, + [fbc] Qa H = ^i, 

I \pac] Qx 4- {pbc\ Q, 4- [pcc] Qa H = /'s, 



(12*) 



ein und beachten die Formeln (205), so erhalten wir nach den Formeln (1 *) im § 62: 

öi=^Qn+^Qit + /sQis + ----4-(«,)r^H-(»,)r^ + 
(13*) l ^is = /iQii + /sQi>4-/aQis+---4-(«,)r^H-(»,)r^4- 



Qa = /iQis4-/,Q,a H-/söss+ •••• + («,) r^ 4- (»a)r^ + 



FUhren wir nun die Hülfsgröfsen ^i, ^29 ^s? ••'• ^i^ und setzen sie derart 
fest, dafs 

([pad\ y, 4- [pab] y, 4- [pac\ ^a H = ^ 1 
[pab] gi 4- [pbb] q^ -h [pbc] y» H = 1%, 
[pac]qx + [pbc]q^ + [pcc]q^-\ = /», 

wird, so wird wieder nach den Formeln (1*) im § 62: 

yi=/iQii4-/,Q„4-/aeis + 
(14*) i qt = lxQ\t + hQt% + hQiji + 



und damit: 



(15*) 



y3 = /iQis4-/,«»4-/aQ8s4- 

Qi = ^i4-(SC,)r^4-(»,)r54- 
Q. = ?34-(«8)r^4-(».)r5-l- 
«s = ys4-(«a)r^4-(»i)r^4- 



» 

7 
? 



Seuen wir diese Ausdrücke für Q», Q,, Qai und die in den Formeln (243) 

gegebenen Ausdrücke für Li, L,, La, in die aus Formel (227) folgende 

Formel 

06*) 4- = /'iQi4-L,Q,4-LaQ,4----- 

vi; 

ein, so ergiebt sich: 
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(17') 



+ , 

woraus mit Beachtung der Gleichungen (242) wird: 

(18*) 4-=[/y] + [^y]r^ + [ß?]fÄ+-- 

Nun ist nach den Gleichungen (14*): 

4- , 

woraus nach den Formeln (205) wird: 

(20a») [^!?] = -i-(«,)/iH-(«,)/t + («a)/3+-- = + [(«)0. 

Ebenso ist: 

(20b*) [Ä?] = + (»,)/i4-(».)/2 + (öa)/. + . •• = + [(»)/], 

u. s. w. 
Damit wird: 

(21*) ^ ^[/y] + [(«)/]r^+[(»)/Ir^-4-... 

Hierin ist \lq\ der Werth, den wir bei Auflösung der Gleichungen (244) 
nach dem im § 63 dargelegten Verfahren mit 



rai = [paa], 



(245) 



«I 






"1 



c, = [pic], 



■ • • • • 

• • • • ■ 

• • • • • 

• • • • • 






s. 



Ol «ÖJ 



• • ■ • 



2 2=1% — ^^»» 



nach den Formeln (227) und (226) im § 63 erhalten, nämlich: 

(246) Uq] = iiqi'^ hqt-^- ^y.H 1 

Die Auflösung der Gleichungen (243) und die Berechnung von [Iq] wird 
zweckmäfsig nach folgendem Schema ausgeführt: 



(247) 



h 


1% 

Ol 


«1 




I'?l. 


-> 




4-/5^8 


-2. 




=s. 








- [/?1 = II 


=?1 


= ?« 


= 3» 





§67. 



Gewicht und mittlerer Fehler einer FunlitioD der wahrscheinlichsten Werthe. 



321 



Indem, wir dann die Gleichungen (242) nach dem im § 65, Nr. 6 dargelegten 
Verfahren auflösen mit: 



(248) 



a, = [A(%)], 






B,=[^(»)], 

B, = [Ä(»)], 



B. 



• • • • • 

• • • • ^ 



• 7 



• • • ■ • 

• • • • } 



I. = [(«)/], 
I»=l(»)'l, 






erhalten wir weiter für -5- nach Formel (21 •) und (Ä35): 



(249) 






Sodann ergiebt sich auch der mittlere Fehler M^^ von L nach 



(250) 



^x = ±«t|/l 



Die Auflösung der Gleichungen (242) und die Berechnung des Gewichtes 
P^ wird zweckmUfsig nach folgendem Schema ausgeführt: 



(251) 



[(«)'] 


[(»)'] 




Gewicht P^ . 1 


I. 


Ol 






[ig] 




I. 



Bi 

Ol * 


-s. 


2. 
». 






1 


= '*^ 


= »•* 


■ 



5. Wenn die Gewichte P^, P^, P^, und die mittleren Fehler M^, M^j 

if^, .... für die wahrscheinlichsten Werthe Xy y^ z^ ,..<, der zu bestimmenden 
Gröfsen, also für die einfachen Funktionen 

L^ = a?, Lj^ = yy Lg = z, 

anzugeben sind, so wird nach den Formeln (241): 

IfÜr i^ = ap: /i = l, /, = 0, /, 
„ L^^z: /, =0, /t = 0, U 



' V , • • « • , 

u , ■ * • « • 
I9 . . . . , 



Dementsprechend wird dann: 
fürl,, = x: [(«)/] 

(253) < " ^y-y l(*)'l 



(«1), [(»)/] 

^(«2), [(»)/] 

„ X.= ^: [(9l)/] = (9l.), [(»)/] 



(«02)9 • • • • 9 
(83J, ...., 



KoU. 
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und ferner: 

11 ^y^y'' ^1 = ^12» y« = Q2ti ^8 = ^341 — 1 Ug] = Quj 

Im Uebrigen finden die vorentwickelten Formeln unverändert Anwendung. 

§ 68. Beispiel zu dem im | 67 entwickelten Verfahren. 

1, Wir wenden das im § 67 entwickelte Verfahren auf das im § 61 behandelte 
Dreiecksnetz an, indem wir das Gewicht P ^r und den mittleren Fehler if^des 
wahrscheinlichsten Werthes des Winkels Pi P P, berechnen. 

Der wahrscheinlichste Werth W dieses Winkels ergiebt sich aus den wahr- 
scheinlichsten Werthen R der Richtungen nach: 

(840) Fr=-Äi + Ä„ 

O II» 

wonach die Differenzialquotienten l = ^r-j\ sind: 

(841) /i=— 1, /2«-Mi /3 = /4 = ----/,fl = 0. 

Nach § 61, Nr. 7 sind die quadratischen Faktoren [paa], [p^^]y [poc]y . ... 
der Endgleichungen (194) sämtlich gleich »"^=3 24, während alle übrigen Faktoren 
= sind. Demnach erhalten wir zur Bestimmung der Koeffizienten ^i, ^29 9s' 
^4, .... qit ^i^ Gleichungen: 

{yp^24)qx =—1, und demnach: qi = — 0,0417, 
(yp = 2i)qi =-hl, Ja = + 0,0417, 

(244) I ("P = 24)^3 =0, q^ =0,0, 

\^P = 24)(?4 =0, J4 =0,0, 

1 1 

l(.'p = 24)j,e = 0, 9.6 = 0,0. 

Somit ist 
(846) [/^l = ^ 9 1 + ^2 92 + ^3 98 + /4 9* H ^fl 9 16 = -H 0,0834 . 

2. Weiter ergeben sich mit den im § 61, Nr. 8 zusammengestellten Zahlen- 
werthen der Koeffizienten (31), (83), (®), (3)), (®) die folgenden Absoiutglieder 
der Gleichungen (241): 

[(«)/] = + 0,0834, [(»)/] = -0,0417, [(©)/] =0,0, 
[(2))/] = — 0,0417, [(®)/l=0,0. 

Die übrigen zur Berechnung des Gewichtes P^r nach den Formeln (248) 
und (249) erforderlichen Zahlenwerthe sind nach § 61, Nr. 9, Abtheiiung 4 der 
Tabelle auf Seite 282 und 283: 

a, = + 0,250, —^ = + 0,333, — -^ = 0,0, - ^ = +0,333, -^ = + 0,1536, 

Qj dl Q] dl 

»2= + 0,222, -|*= + 0,375, -|-- = + a,125, -|««- 0,0809, 

e8 = + 0,219, -|5 = + 0,429, -.i2 = + 0,0356, 

2), = + 0,179, _|i = -0,0468, 

®5 = + 0,0668. 
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Hiermit ergiebt sich das Gewicht Pj^ und der mittlere Fehler Mj^des wahr- 
scheinlichsten Werthes W des Winkels P^ PP^ im Schema (251) wie folgt: 



[(«)'] 



[(»)/] 



[(6)n 



[(S))0 



[((5)'] 



Gewicht Py^. 



It 






+ 0,0834 



-0,3336 
- 0,0338 
+ 0,0366 



+ 0,0392 



— 0,291l| 






-^l« 






— 0/>417 
■+■0,0278 



— 0,0139 



+ 0,0626 
+ 0,0176 
+ 0,0138 
+ 0,0287 



+ 0,1177 






8j_ 



— 0,0052 



— 0,0052 



+ 0,0287 
- 0,0077 
+ 0,0472 



+ 0,0632 



I« 



— 0,0417 
+ 0,0278 

— 0,0017 



--^fia- 0,0022 



1l 



- 0,0178 



+ 0,0994 
+ 0,0102 



+ 0,1096 



I» 



a, 
CS. 






= ß. 



+ 0,0128 
+ 0,0011 
— 0,0002 
+ 0,0008 



+ 0,0145 







1 


= TE 


— 0,217 








lt. 



ö. 






+ 0,0834 
-0,0278 

— 0,0009 
-0,0001 

— 0,0018 

— 0,0031 



+ 0,0497 



+ Iir^ 
+ l.r^ 

+ l«»-e 

+ I«r/) 

+ i.»-i: 
1 

Pw 



+ 0,0834 
— 0,0243 

-0,0049 



— 0,0046 



+ 0,0496 
20,2 



M 



H^ = + m y -^ = + U4 ]/'o,0496 = ± 0,27* 
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I. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 



Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

I. Sämtliche FUlle sind gleich wahrscheinlich: 

IV = Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines Ereignisses, 
H^^= Wahrscheinlichkeit für das N ich teintreffen des Ereignisses, 
n = Anzahl der fUr das Eintreffen des Ereignisses gUnstigen FUlle, 
N = Anzahl aller möglichen F'dlle. 

N — n 



(1) W^=^. 



(2) ^^« = 



A^ 



(3) ir+PF,=-^4---/^=f=l = Gewifsheit. 



II. Die Fülle sind nicht gleich wahrscheinlich: 

1^^== Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines Ereignisses. 
f£?,, tcj, wa? •••• = Wahrscheinlichkeiten der für das Eintreffen des Er- 
eignisses gUnstigen Fälle. 

(4) fF=tt7| H- W|4-töa + ••• • 

III. Die Ereignisse sind von einander unabhängig. 

ir == Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen mehrerer Ereignisse, 
IT,, tCj, «Tj, = Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der Ereignisse. 

(5) W^, =«0i • Wf • iTj.. . . 

IV. Die Ereignisse sind von einander abhängig. 

tc = Wahrscheinlichkeit fUr das Eintreffen des ersten Ereignisses, 
Ol = Wahrscheinlichkeit dafUr, dafs nach dem Eintreffen des ersten Er- 
eignisses auch das zweite eintrifft. 

(6) IV^ = W'0}. 



Theorie der Beobachtungsfehler. 

y = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beobachtungsfehlcr x vorkommt, 
\Vq == Wahrscheinlichkeit dafür, dafs der Beobachtungsfehler Null vor- 
kommt, 
W^ = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs der Beobachtungsfehler zwischen 
a und b f^llt, 

e = 2,718 281 = Grundzahl der natürlichen Logarithmen, 

n = 3,141 592 = halber Umfang des Kreises vom Radius r = 1, 

a* 



Formeln. 



d = durchschnittlicher Fehler, 

m = mittlerer Fehler, 

to = wahrscheinlicher Fehler, 

(vi)i (»2)9 {v»)', {t;^) = wahre Beobachtungsfehler. 

(7) Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses ist gleich der 
algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auftretenden, sehr kleinen, gleich 
grofsen, positiven und negativen zufälligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit 
fUr das Vorkommen positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen der verschiedenen Beobachtungs- 
fehler ist verhUltnismäfsig sehr viel kleiner für gröfsere als für kleinere Beob- 
achtungsfehler, sie ist verschwindend klein für sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Beobachtungsfehler 
ist gleich wahrscheinlich. 

XX 



(9) y = JF.e y 



XX 



(10) y= 



Lr* 



fNn 



(13) m = dir/[(^H^)l 






(14) 



(1») d = 



^/N 



(17) rf = 0,797 885 w. 



(15) to = t/^-. yiV'= 0,707 107 VA^. 

(16) w = 0,476 9363 '^N= <o "fN. 

(18) w = 0,674 490 «i . 



(19) 
(20) 
(21) 



Kä-^ 



w;m=« 



IC 

9 



= 1-- 

n 






^ 2l\nJ 3i\7iJ ^ 4l\nJ 



+ 



I»;„ = e-('">'=l-(«,r)» + l(<«r)«— |j(a.r)«+l(»r)«- 



(«8) H'+-=-2_/JL_lfjLY+ i..f.5V.J_f_ry+_i_fjLY \ 



(»5) 



Es ist die Wahrscheinlichkeit 


dafür, dafs ein 


Beobachtungsfehler vorkommt, 


der den r fachen 


mittleren Fehler | 




nicht überschreitet 


überschreitet 


für r= 1,0 




0,682 7, 


0,317 3, 


V r = 2,0 




0,954 5, 


0,045 5, 


» r = 3,0 




0,997 278, 


0,002 722, 


„ r =• 3,5 




0,999 633 8, 


0,0004662, 


„ r-4,0: 




0,999 936 62, 


0,000 063 38, 


„ r = 5,0: 




0,999 999 427, 


0,000000 573. 
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(26) 



Unter n = 1000 Fehlern wird 
der r fache mittlere Fehler 
wahrscheinlich überschritten 



fUrr 
r 



»I 



n 



>} 



» 



» 



r = 

r = 
r = 



1,0: 
2,0: 
3,0: 
3,5: 
4,0: 
5,0: 



bei 317,3 Fehlern, 
45,5 
2,7 
0,47 
0,068 






>» 



0,0006 



» 



Dafs der r fache mittlere Fehler 
Überschritten wird, kommt wahr- 
scheinlich einmal vor 



fürr 

r 



» 



» 



»» 



>» 



»> 



r = 
r = 



r = 



1,0 
2,0 
3,0 
3,5 
4,0 
5,0 



bei je 

n n 

71 11 



3,1 Fehlern, 

22,0 

868 

2 150 

15 800 

1750000 



11 
11 
11 
11 
11 



(27) Der höchstens zulässige Beobachtungsfehler ist gleich d= 3m bis d= 3,5m, 
ausnahmsweise zf:3,5m bis db4m. 



Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 

M = mittlerer Fehler von X^ 

^xf ^pf "*»' • • • . = mittlere Fehler von a;, y, z^ , 

m = mittlerer Fehler von Xi^ x^^ x,, .... x^^ 
Oy hy c, . . . . = Konstante. 

(Ä8) X = aXy M=dzamj^, 

(Ä9) X = x±y±z± , M=± ym « -h ml -h m* -i 

(30) X = XidzXfztxtdz""X^y M=:hmyn. 

(31) X = ax±by±cz±*''', M= db V(am,)« + {hm^Y -+- (cm J« + 

(32) Z=a(a?, dbjr,zta:8±..-. j;^), M=ztamYn. 

(33) Z = /(x,y,^, ....), 



"-i/^ir-.j+d-jH-d^».)' 



m. + 



Berechnung der Gewichte und mittleren Fehler. 



der GrÖfsen 
^\i ^Ji ^8> ••••^n5 



der Gewichtseinheit, 



mi, mi, ms, m„= mittlere Fehler 

P\i Pti Pii p^ = Gewichte 

^ii ^ti ^»1 "" z^=^ Gewichtsverhältniszahlen 

m = mittlerer Fehler 

p = 1 = Gewicht 

3 = GewichtsverhUltniszahl . 

mo = mittlerer Fehler 1 

ö = Gewicht i ®^"®*' vorläufig angenommenen Gewichtseinheit, 

k =m* = Gewichtskonstante. 

(34) Pi= , J>>= ^ ^^ ? Ps— ^ ^ 1 — P»= -, ^ - 

mi mi m^mi msms m^m^ 

(35) mi=±ml/— , m, = ztml/— , m8 = ibml/— , m.=±ml/ — 

rpi rpi rp«' " yPn 

(36) (p = l) : Pi : pa : Ps : — p« = — : : : : . 

^ / ri /'S /'S fn ^^ mitni nttm^ m^mi •« - 



jn^m^ 



(37) m : mi : mi : mt : 



m. 



fh-ß-ii-it 
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(38) Pi-j. P'^^i' ^'^H' "" P^^J 



(39) m = ztmol/-i— 



Fortpflanzung der Gewichte. 

/>:= Gewicht von X, 

Px^ Py^ ^*» •••• = Gewichte von x, y, z, "", 
;; = Gewicht von j;,, x,, arj, ....a;„, 
a, 6, c, ••••= Konstante. 

(40) X = ajr, 



^ Px 



(41) X = x±y±^=b...., ^^l^l^l^ 

^ Px Py P, 



(4Ä) X = XidzXi^Xs±"'-x _. = »_. 

" r p 

(43) X = aj;±6i/±c5±...., 4 = a«— 4-*'- + c*— H 

^ Px Py Px 

(44) X = a(jr| dbx,dbx3it....a; ) -. = a'n -. 

(45) x=/(x,y, .,....), 1 f|/)'i+(|/yi + (|/yi+... 



IL Teil. Methode der kleinsten Quadrate. 



der zu 
f bestimmenden 
GrÖfsen, 



(^)» (y)» (^)^ = wahre Werthe 

ar, y, xr, = wahrscheinlichste Werthe 

5, i), 3, = NUherungs werthe 

q = Anzahl 

f?5, di)j ^3, = Aenderungen derNaherungswerthe5,9,3,..., 

wodurch diese in x, y^ z, .,. Übergehen, 
^M ^a> ^a» .... A^ = Beobachtungsergebnisse, 
(^i), (^f), (^j), • • • (A,)= wahre Werthe ^ ^^^ ^^^^^^ 

Li, Li, Lsi • • . • L^ = wahrscheinlichste Werthe \ , 

Ii, I2, I3, • • • • I„ = Näherungswerthe j Qj-öfsen 

n = Anzahl f ' 

rfli, rfl,, dlty • • • • rfl^ = Aenderungen der Näherungswerthe I,, I,, 

U In' wodurch diese in L, , Ls, La, • • • • ^^ 

Übergehen, 
(«^1)9 (^a)» (üs), • • • (v^)= wahre Werthe 1 der Beob- 

t^M vtj Vai • • • ' t?^= wahrscheinlichste Werthe J achtungsfehler, 
fii Aj faj • • • • /„= Abweichungen der Beobachtungsergebnisse 

'^i? ^11 ^3> ^n von den Näherungswerthen 

In I11 la^ I«9 






m 
1112, 
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= Gewicht 



Pa, 



•..I f- i_i ? der Gewichtseinheit. 
= mittlerer Fehler ( ' 

. . . .p^= Gewichte 1 der Beobachtungser- 

. . . m.= mittlere Fehler J gebnisse ij, ^f,^Hy"'^n 

der wahrscheinlichsten 
Werthe ar, y , ^, • • • der zu 
bestimmenden Gröfsen. 
Wo in einzelnen Abschnitten abweichende Bezeichnungen gebraucht werden, 
werden sie besonders am Anfange des betreffenden Abschnittes angeführt. 



^x7 Py^ Pz. • • • —Gewichte 

if^, My^ M^^ = mittlere Fehler 



} 



Grundformeln. 

(46) PiV^Vy +ptv%vt + p^v^vz H P«t'«t'« = [p»»l = Minimum. 



(47) m = =hT/l£^. 



Direkte Beobachtungen. 

Direkte gleich genaue Beobachtungen. 



(48) x^ 



(49) 



n 
!* = / + (//'! 



n 



(51) 



(50) 0? = / + 
t7a = j: — A,, 



rf/i +cf/, + £//.+ 



rf/. 



=/+t^i 



n 



t'n^^--^«- 



(5Ä) [»]=0. 
(53) m = d:V^|/IM. 

(54) - = ±m|/l = ±ygl< 



(55) P=np. 



(56) A/=±m|/l=±m|/„^ = ±|/J^ = ±.yi. 
(57)" [«„I = [Ul-Mmi = [rfMO-f^-^L[M- 



Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 



(58) x = 



(59) ^ A,«/ + d/„ 



IPI 



^n==' + rfV 



] 



8 
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(60) 



X^ l •] , ; ; =*H r — i — • 



Pl +Pt+P»-^ P 



(61) 



0» = « — A,, 



»« = * — ^n- 



(68) [pi.l = 0. 



(63) m 






(64) 




(65) P=[|»]. 






(67) lp.„] = [pUl-[PiHPA]^[prf;rf,]_JPi^. 



Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 

1' y V i' 1 

],, s„ s„ y, [«Beobachtungsergebnisse, 

A, , ^8 9 ' ^3 9 ••••*!• J 

//, , J^y ^8, .... J = Beobachtungsdifferenzen A' — Jl", 



*f,, H„ it/„ .';.'.' t/J='«8«i™»*^*ß«' 

^19 ^19 <^89 ••••*^fi = zufälliger 



Teil der Beobachtungs- 
differenzen. 



Die nachstehend mit * bezeichneten Formeln gelten für den Fall, dafs die 
Beobachtungsergebnisse A,, A|, JL3, .... l^ gleich genau sind; die Übrigen Formeln 
gelten allgemein. 

ai) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist für 
alle Beobachtungsergebnisse gleich: 



(68) 



a^ — A, — A,, 
Jf = A!| — AJ, 

^8 = ^3 — ^39 



^n — ^n ^n' 



(69)' 



t = W. 



n 



(70) *=Lgl. 



cf, =k — ^,, 
(71) ^ cra = fc — ^a, 






(7»)* [d<r] = [JJ]-^^[J] = [Jj]^nkk. 



n 



as) I^er regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ^,, ^,9 
^39 •••• -'n *^^ proportional den Gröfsen /i, /«, /g, .... /„: 



(74) 



^l ^1 ^19 

^2 *3 — ^3 9 

-'s = ^'3 -—^3 9 



^ ^^ "^ '^"~ A«« • 

n fi M 



(76) k=r [^^^i . 



(^l') 



> 



&i) Der regelmUfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen wird 
aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen berechnet: 



('»)' '"=±v?V^ 



) 



(79). .„=d=Mya=:t^^l 



) 
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(80)- ™* = ±".|/^^ = ±».|/^ = ±|/^j. 



(82) m 






(88) 



f7ii = it nt 




mi 



= ±ml/l 



f/la = =bml/--, 



m^ = ± ml/-- 



(84) .,=±./^=..y^=±^rJ,^ 

(85) «, = ±m|/i = ±m|/jA_=±y 



[p<f<ri 



[p«](n-l) 

i,) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist vor- 
aus bekannt: 



(86)* m = ±Vp|/igl. 



(88) m 



V 2» • 



(87)* ™ = ±«t|/l = ±|/l^ 



(8») 



m 



in 



-*"t^ 



m 



Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summe einen bekannten Sollbetrag erfüllen mufs. 

*i» *j? *3i • • • • a?„ = wahrscheinlichste Werthe der beobachteten Gröfsen, 
«1» «2? <*8» • • • • «« = Beobachtungsergebnisse, 

t? = wahrscheinlichster Werth der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnisse, 

S = Sollbetrag, 

^ = Beobachtungsergebnis für den Sollbetrag, 

/ = Widerspruch zwischen Sollbetrag und Beobachtungs- 



ergebnis. 



(90) Xi+xt + a!s + 

(91) ai+ai-f-a8 + 

(9») f^S'-S. 

(93) t; = l/. 
n 



• • •• jr^s=iS. 



...a, = X 



(94) { X, 



Xt = 



«1 +t;, 
• • • •» 



«-=* 



«• + ^- 
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(95) m 



= ±V"^ 



P' 



'•" ^=i('-i) 



(06) m. = ±mj/i- = zby-i. 

(98) i/. = ±».^^=±«y'l(iri)==±Y|(i_l) 



Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

x^ y^ Zj «= wahrscheinlichste Werlhe der beobachteten Gröfsen, 

ßy ßy yy = Beobachtungsergebnisse, 

v^j t7g, ü , = wahrscheinlichste Werthe der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnisse, 

8j Sj f^ = wie oben. 

1 



(99) a? + y4-^---=5. 



(100) «4-/J4-yH = S, 



(101) f^S'-S, 



(loa) 






P 

1 






P 



''{}]'■ 



(103) 



*=»« + »«, 



y = /J-Ht7p, 



jff 



= y-H«^Ti 



(104) m = ±/ 



Vm 



(105) 



t/li 



m 



-Hj.' 

_ = ±ml/ — , 
^ f Pf 



(106) 






, _...y^ 



«.-±«i/^~±«r ?;l'-fii 



i^^C-fl)' 



3/ 



y 



-Hk= 



M 



.= ±m|/-l = ±mK J-(l- 
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Vermittelnde Beobachtungen. 

Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren Werthen der 
beobachteten Gröfsen und der zu bestimmenden Gröfsen. 



(i08) 



» 



Die Anzahl q der zu 
bestimmenden Gröfsen 
ist kleiner als die An- 
zahl n der Gleichungen. 



(109) 



Fehlergleichungen. 



t^\^= ^\ (*? y» ^? • • • •)» 

Lj= Ft (a:, y, <8, . . . .), 

Ls = F^ (*> y» ^9 • • • •)' 
» 

^»=^»(*» y» * )• 



(110) 



Vi 


= 


i, 




A., 


v% 


= 


i. 




i., 


• • 


• 


• • « 


• 




l ^n 


== 


^n 





^»- 



Wahrscheinlichste Werthe der zu bestimmenden Gröfsen. 



(111) 



y=94-rf9, 

z =3 +0^3» 



Faktoren und Absolutglieder der umgeformten Fehlergleichungen. 



(UÄ) 







*. 


_dF, 
~89' 




8F, 

"'-äs' 


■ • 


• 1 




dFt 

«.= gp 


8F, 


8f, 
"• 88 ' 


■ ■ • • « 


*) 


«.=-35 . 






1 

1 ■ • • • 1 




9^» 


9^« 
*-= 89 ' 


9^n 

"-" 8J ' 




Ii = ^'i(5. »1, 8, •• 


••), 




f t, = l,+rfl,, 




[/•. = I.-i., 


Ij ^»(S. 9. 8> •• 


••), 


L, = I, + rfI„ 




/•.-I,-i.. 


I» = ^3(5. i(, j, .. 


••). 
.'.)'. 


(US) 


• 

L 


'. = I. + rfI„ 


(115) 


/. I.-^„ 


I»-^,(S. tl. 8. •• 


',-i, + rfV 


fn = K-K- 



(116) 



Umgeformte Fehlergleichungen. 

f rfl,=a, </5-hÄi(/t) + Ci</3-h 

rflj = a, rfj -h *2 r/g 4- c, (/8 -+- 

rfl« = ^8 rfj 4- *s c/t) H- Ca rfa H , (117) 



• « ■ ff 



dl. 



a,rf5 + *«cf9 + c,rfa + 



{ 0,= 






».-/■M+rfl.- 
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(118) 



Endgleichungen. 

' [paa] dg 4- [pab] d^ + [pac] rfg + 
Ipab] rfj + \pbb] dg + [pbc] rfg + 
[pac] dj + [pbc] dg + [pcc] dj + 



+ Ipbf] 

+ipcn 



0, 
0, 
0, 





dg 


di 






[paa] 


[pab] 


[pac] 




dS + [paf] - 0, 


(11») 


[pbb] 


[pbc] 




d^-h[pbf]-0. 






[pcc] 




rfa + [pc/]=o, 

















(1190 a) 



a» =[poo], 



(lai) 






Ci=lpbc]j 



• • • • 



[p«/j, 



f. 



a,ds + B,dg4-c,d} + 
^idS+ C|dg + Cad8 + 



• • ■ • 



+ f.=0, 
+ fi = 0, 

+ f. = o, 



Rechenschema (1S4) für die Auflösung 



[paa] 


[pab] 


bo<?] 


• • • • 


■ 


[pbb] 


[P*c] 


1 
• • • • 


Ol 




6, 




Ci 




• • • • 


f. 




6. 








• • • • 

• • • • 

• • • • 


1 

1 
1 

1 








Ci 
0, 




• • • • 


f. 




«I 








»• 




• • • ■ 



Mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse. 



(1«5) m = dh|/^ 



J 



(1«6) .«,=±mT/^, m, = ±ml/J-, r», = ±my^ 



m. 



-Hk 
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Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen. 



(UO b) 



Ö| = B, — — B,, 






= c,— 



= c.— 















(i«a) 



Reduzirte Endgleichungen. 

ai(/5+ B,<f;j4- CirfjH h f, = 0, 



(WS) 



^8 = 



• • • • 



rfs — 



^rf9 



». 



3f. 

6.' 



der Endgleichungen mit Probe (1S7). 



[p*/l 


[pcc] 




1 

Ipcf] 


• » • • 


Probe. 


f. 












1 
( 

i 


1 • ■ • ■ 
j 

• • • • 

• • • • 

• • • • 






f.rfs 

firf9 


. • . • 


5. 

»2 




S«ct i 


1 
.... 1 








5. 


1 




^-'8 




= </, 


1 






= 2- 




— z 




1 

-i 

1 


= rfj 




• • • ■ 



(187) -lLf,-|ig.-|5. 



Rechenproben. 

(127a) L,, Ls, Ls, L^ Übereinstimmend nach den Formeln (109) und (113). 

{Ift7^) »i, t?a, »8» 1?„ übereinstimmend nach den Formeln (110) und (117). 

[par]=0, 



(IÄ8) J^*^l = ^' 



(1«9) brt;] = Ip/-n4-X 
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Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehlergleichungen. 
1« Die n umgeformten Fehlergleichungen 



r , = /, dt (f 5 + 6t rf 9 + C| <f 8 4- 
©3 = /s =b rfy 4- 6» rf9 -+- <?8 ^8 4- 






Gewicht BS |)j, 



= -?!•' 



ü^=/^=fcrfX4-*,di)-HCnrf3H » w 

worin a,=at = a8 = --"a^==+l oder = — 1 ist, können reduzirt werden auf 
die d^ nicht enthaltenden Fehlergleichungen: 

»1 = /i+ A|rfg+ c,(/8H , Gewicht = p,, 

»1 = /|4- 6tc/g+ c^d^-] , „ = pt, 



(ISO) 



= /«+ Ä«^9+ c^rf8 + 



ö*+i = [P/] 4- [p6] d^ H- [//c] rfg 



• ■ • • 



}j 



t» 



j_ 

~ [p] 



oder, indem 



(»»!) 



Ipß 
Ip] 









IPf] 
IP] 



««-*•— (7]-' 

[p*l 
[pl* 

TFT' 



Ä.=*.- 



*»=*, 



c.-o. jpj- 



C, = c,— 



[pc] 



• • • • 



# • • • • 



gebildet wird, wobei [pF] = [pÄ] = [p(7] = 
gleichungen : 

{ üi = Fi + ÄiC?i)4-Cirfa4- 
»B = F, + Ä, rfg 4- C, (/g H- 

t^s = Fa4-Ä3<'9 + C'i^8 4- 



(is») 



• • ■ • . 



c -c -t''*! 
TpT' 

> 

= werden mufs, auf die Fehler 

Gewicht =pi, 
11 =/'fi 

W ==P81 



= ^«+^n^94-c,^a4- 



• • ■ • 



1 

'1 

» 
1 
1 
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Nachdem c/t), c/g, .... aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 
wird (fj erhalten nach: 



(»»») "5==^^/^^^"'^^^«=^ 



worin das 



{> Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dx in den um-i 
untere J 



geformten Fehlergleichungen \^ . \ ist. 



Um nach Formel (1199) den richtigen Werth von [pvv\ zu erhalten, kann 
erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach Formel (lli7) 

für S ergebenden Betrage — ^8i — ^S» '^och — ip4J {pf\ hinzugesetzt 



»2 



6> 



if 



1 



werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (ISO) der aus der n + 1 ten 

Fehlergleichung entspringende Betrag — r , [/>/] mit in [pff\ aufgenommen 

werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (ISl) und (ISIS) [pFF\ 
statt [pff\ gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Wenn p^=p^ = p^^ P« = l ist, so vereinfachen sich die Formeln (ISO) 

bis (ISS) wie folgt: 



PormelOi 
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(134) 



t), == /i 4- bi <fg + Ci d8 + 
ö« = /i 4- Ä« ^9 + c, rfg-H 
»8 = /s + *8 ^9 + Ca rfa + 



• • • • 



• • • • 



= ^« + *. rf9 + c« di + 



(1S5) 



»4-1 = m 



i^.=/ 



n 



F -f ^f^ 



n 



F-f -I^ 

-^8 /8 



n 






[6]d9 + [c]da + 



Gewicht =4- 1 , 

„ = + 1 , 
= + 1 , 



»1 



1» 



1 



n 



n 



= A._L*1 



B,=*, 



n 



-^8 = ^8 

n 



ß«=*« 



n 






C?2 = Cj — 



fl 



0. = Cn— 



n 



a=e.-l^ 



n 



• • ■ • 



• • • • 



wo [F] = [Ä] = [C]= •. =0 sein mufs; 

t?i = Fi4-Äirf94-Cirf3H , Gewicht =4-1, 

»1= ^i4-Äirfi)4-C,rf8 4- , M =4-1, 

(1S6) { t?s = F84-Äirf9 + C,JaH , V =4-1, 

t;^ = F„4-Ä„rf94-C;d8H , ,, =4-1. 

Nachdem (f^, dg, . . . . aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 
wird d^ erhalten nach: 

(1S7) rf5 = =Fi^ipl^(/i)ipt^rf3qr...., 



n 



n 



n 



worin das 



{[ Vorzeichen eilt, wenn das Vorzeichen von dx in den um- 
untere J °_ ° 

geformten Fehlergleichungen { *• } ist. 

Um nach Formel (1199) in diesem Falle den richtigen Werth von [pvv] zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen 



8fa 



S 



-».--pS» noc^ 



ö. 



€ 



nach Formel (tftl) fUr £ ergebenden Betrage - 

-1-— [/] hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (134) 

r/1 

der aus der n-hlten Fehlergleichung entspringende Betrag — ^^[/] mit in [pff] 

aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (136) [FF] statt [//] gebildet und in Formel (W9) eingesetzt werden. 

Mit den nach den F'ormeln (130) oder (134) erhaltenen Werthen t>i, öa, Da, 
. . . . 0^ ergeben sich die wahrscheinlichsten Werthe Vj, W|, »t? • • • • «^n der Be- 
obachtungsfehler nach: 

(v,=v,±d^, 

t?a = öa=tf'«i 
(138) j t;a = t)a±rfS, 

Die Proben nach den Formeln (188) sind: 



Ipv] =0, 
(139) { [P**'!'^ 



oder wenn sämt- 
liche Gewichte 
gleich 1 sind: 



(140) 






1$ FonnelD. 

ft. Die n umgeformten Fehlergleichungen 

t7i=/i4-arf5 + ÄdxH-crfg4--*", Gewicht = p,i 
t^i = /f + «rfS-+-6dg4-cdaH 1 w =;>•» 

? > 

ü, = /„ + arf5 + 6rf94-c(/sH , » =P,.i 

worin ai = aj = Og = • • ••a„=^a, Aj =Äj = 68 = - • • • 6^ = ä, c» = Cj = Ca = ' • • • 
c„==f, ist, können reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(141) V = l^ + ac/j 4- 5^rf;> + crfa H , Gewicht = [p] . 

3« Die Fehlergleichung 

t?=/4-a£/s4-ÄrftH-crf3H , Gewicht = p, 

kann ersetzt werden durch: 

(142) qv = gf-^qad;;-hqbdT^'hqcd^-\ , Gewicht =-^» 

4« Die n Fehlergleichungen 

üj «=/i idj, Gewicht = pi, 

Vs = /*B±d54-^d9 + crfaH 1 w =Pa? 

? > 

können reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 

(14a)»=A-^j^ + *d9 + crfj + ...., Gewicht =;,.-^ = Ü£l=£«)ü». 

Alsdann ist: 

(144) rf5 = T^:F_^jrf5q:^erfaqF..-, 

> Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dx in den um- 
untere J ^ ' ° 

geformten Fehlergleichungen ■! ^ .1 ist. 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (ISO) bis (LS3) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflösung der reduzirten 

Endgleichungen nach Formel (W7) für 2" ergebenden Betrage — ^32 — ^* Sa 

noch — ij-lpf] hinzugesetzt werden, um nach Formel (129) den richtigen 

Werth von [pvv] zu erhalten. 

In dem Falle, dafs pj =p, = p, = . • • .p^= 1 ist, vereinfachen sich die 
Formeln (143) und (144) wie folgt: 

(145) =/*, - ^^^ "/' + bd^ 4- crfs H , Gewicht = 1 - -^ -= ^^^ , 

n — 1 ^w n n 

(146) rfs = T^T^*e/9=F4-cd3T"", 

n n n 

worin bezüglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

Der erforderliche Zusatz zu dem £ Betrage — ^ga— ^Sa »st hier 

Wj «'a 
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Bedingte Beobachtungen. 

I, II, III, IV, ••>• = wahrscheinlichste Werthe der beobachteten 

Gröfsen. 

I, 2, 3, 4, = Beobachtungsergebnisse. 

(i), (2), (3), (4), •••• -^ Verbesserungen der Beobachtungsergebnisse 

I, 2, 3, 4, .... und wahrscheinlichste Be- 
o bachtungsfehler. 
S^y S^j 8gy = durch die wahrscheinlichsten Werthe der be- 
obachteten Gröfsen zu erfüllende Sollbeträge. 
JT^, ^j, JT^, = Beobachtungsergebnisse für die SollbetrUge. 

(147) Die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen ist gleich der Anzahl 
der vorliegenden überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Gröfsen. 

(148) Die zu erfüllenden Bedingungen müssen von einander unabhängig 
sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach in verschiedener Form 
vorkommen kann. 

(149) Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen werden in jedem 
Falle gefunden, indem zuerst die beobachteten Gröfsen ausgewählt werden, die 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen nothwendig 
sind, und indem dann für jede der übrigen beobachteten Gröfsen nacheinander 
festgestellt wird, welche unabhängige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu 
den bereits betrachteten beobachteten Gröfsen entsteht. 

Hierbei werden die besten Bedingungen gefunden, wenn die Bedingungen 
aufgestellt werden für die beobachteten Gröfsen, die die günstigsten Bestimmungen 
der gesuchten Gröfsen liefern. 



(150) 



Bedingungsgleichungen. 

F, (I, II, III, IV, ) = S„, 

Fj(I, II, III, IV, ....) = 5», 
F, (I, II, III, IV, ....) = 5., 



(151) 



Die Anzahl g der beobachteten 

Gröfsen ist gröfser als die Anzahl r 

der Bedingungsgleichungen. 



a> 



^«(«> *» 3,4, •••.) = ^ 

■f»('» 2> 3, 4, ) = -Sj, 

Ffii, 2, 3,4, ....) = -Sc, 



(153) 



(15«) 



I=i+(i), 

II = 2 + (2), 

III = 3 + (3), 

IV = 4 + (4), 






(154) 



«i 



*,= 



e, = 



dl 

dl 
dj\ 

dl 



a,= 



b^ = 



dF 
d2 

82 



a.a= 



*a = 



c« = 



8^ 
93 

83 

83 






*« = 



Ci = 



84 
8£. 

84 



. . . , 



. . . , 



. . . , 



KolL 
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(155) 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

Oi(') + Of(2) + «s(3) + a4(4)H =/„, 

»i(>) + 6,(a)4-*,(3)+6,(4) + ....=/j, 

Cl(')+C|(2) + C,(3)+C4(4)H =/e, 



Korrelatengleichungen. 



(156) 



(•) 
(2) 
(3) 
(4) 






^ *» + -•*» + 



c» 



*.+ 



Pi " Pt " Pt 



P» 



P* 

*4 



P» 



P* P« P4 



(157) 



Endgletchungen. 



■ • • • 



• • • • 






(158) 



Ol 



= [t] 






[7] 



c« = 



• # • • • 

• • • • J 



(159) 






fl=0, 

f.=o, 
f.=o, 



f. =-/•„, 
f. — fi, 

f 8 == /c» 



Die Auflösung der Endgleichungen erfolgt wie bei den vermittelnden Be- 
obachtungen. 

Rechenproben. 

(160)[p(n)(n)] = [fc/] = -[^-f]. 



(161) 
(16») 



= Pi(0(i)+pa(2)(2) + p3(3)(3)+/),(4)(4) + 



(163) Die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) und die Bedingungs- 
gleichungen (150) müssen durch die Zahlen werthe der Verbesserungen (i), (2), 
(3), (4), ...., und der wahrscheinlichsten Werthe I, II, III, IV, .... der be- 
obachteten Grüfsen erfüllt werden. 



^ 



l'ormeln. 



Id 



Mittlere Fehler. 



(164) m = zty[Pl5Hi01. 
(165) m, = ±ml/J-, m, = ±ml/^, m.^dbml/J-, m, = ifcmy~, 



Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Bedingungs- 
und Korrelatengleichungen. 

Die Bedingungsgleichungen 

(i)+ (2)+ (3)+ (4) + ^„, 

*.(') + *.(2) + *.(3) + *i(4)+"- = /^», 
Ci(i)4-c,{2) + c,{3) + c,(4)H = /-^, 



und die Korrelatengleichungen 



i^)-^K-^^kö-^^k 



Vi 



Pi 



Pi 



+ 



P« Pa P2 

rs Pa /'s 

(4) = — *a + — *6 + — *c + -"- 



worin 01 = 01 = 09 = 04 = = +1 ist, können reduzirt werden auf die Be- 
dingungsgleichungen 



(166) 



[ ] 

*. ((■)) + *.({*))+*, ((3)) + 64 ((4))+--+[^]((n + l))=/*-jT;''-. 

[1 

c. ((■)) +«.((2)) +c. ((3)) +c.((4))+--+[-^]((n + !))=/,-''_/„, 



und die k^ nicht enthaltenden Korrelatengleichungen 

((•)) = -*» + -*« + ••• 
*• ' Pi * Pi ' 



(167) 






[!]. [ 



-^-i- -■ 



((n+l))=--7 t» , .-, 

[^] [ ] 



] 
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Dann ist: 



(168) ^• =- 



[i] 



*6- 



[-,] 



[-,] [-,] 



k 



+ — /'.= ((n + l)) + 



[^] 



[i] 



und: 



(169) 



(') = ((>)) + ^*a. 

Fl 

(.) = ((2)) + l*„, 
(4) = ((4)) + ^*a. 



Die Formeln (166) bis (169) vereinfachen sich, wenn die Gewichte p,, pt^ 
Fs) ^49 •••• sämtlich gleich 1 sind, wie folgt: 

*i((0)4-Ä,((2)) + &,((3))+Ä,((4)) +••• + [*] ((n+l))=/,-i^/., 



(170) 



n 



c. ((i)) + c,((2)) + e.((3))+c.((4)) + •••• + [c]((n+l))=/.-I^ /„, 



(171) 



((i))=6,*j + c,i,H , 

((2)) = A,Aj + c,t, + .--, 
((3)) = *,A-j + c.t, + -- 
((4)) =***» + «4*0 + •• 



((n+l)) = -i^*»-^i* 



71 



n 



(178) *, 



=_m,._[4,_.... 



n 



n 



+ ~/^a = ((«+l))-H-^/^a. 



(WS) 



(I)=((I))+^,, 
(2) = ((2))+Ä„ 

(3) = ((3))-hÄ^, 

(4) = ((4))+^a> 



Spezielle Regeln für die Berechnung der Anzahl der zu erfüllenden 

Bedingungen. 

(174) In Polygonnetzen ist die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen, 
wenn n neu zu bestimmende Knotenpunkte durch »^ Züge mit einander ver- 
bunden sind,: 

r = n, — n^+l, 

(1*75) und wenn das Netz aufserdem durch n^ Züge mit gegebenen Anschlufs- 
punkten verbunden ist, so dafs im ganzen ^« = ^4 + »« ^^8^ vorhanden sind,: 

Die Regeln (174) und (175) können in allen Fällen angewendet werden, 
wo GrÖfsen aus den beobachteten Unterschieden zwischen denselben zu bestimmen 
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sind, also beispielsweise auch wo Richtungen (= Knotenpunkte) aus den auf 
einem Punkte beobachteten Winkeln (= ZUgen) zu bestimmen sind. 

In Dreiecksnetzen, woraus rUckwUrts eingeschnittene Punkte und die auf 
diesen beobachteten Winkel oder Richtungen ausgeschieden sind, ist die Gesamt- 
anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen: 

(IVO) wenn zur gegenseitigen Festlegung von »^ Punkten n^ Winkel vorliegen,: 

(1'77) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n Punkten n^ Richtungen auf 
n^^ Standpunkten vorliegen,: 

r = n^ — 2»p — n,,-h4, 

(178) wenn das Netz aufserdem noch an n^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Neigung oder Richtung gegeben und unver'ändert beizubehalten ist, gleich 
der sich nach (176) oder (177) ergebenden Anzahl plus n^ — 1, 

(179) und wenn das Netz aufserdem noch an s^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Länge gegeben und unverändert beizubehalten ist, gleich der sich nach (176) 
oder (177) und (179) ergebenden Anzahl plus s^^l. 

Bei Abzahlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden Anschluls- 
Winkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezählt, wenn die betreffenden Anschlufs- 
seiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze angehören. 

(180) Im einzelnen ist die Anzahl rj der zu erfüllenden Bedingungs- 
gleichungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn »^ Winkel zur Be- 
Stimmung von n^ Richtungen auf n^^ Standpunkten vorliegen,: 

ferner die Anzahl r^j der Bedingungen II. Klasse oder der Netzwinkelbedin- 
gungen, 

(181) wenn n^^ Standpunkte durch n^ Linien verbunden sind, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind,: 

(18li) wenn das Netz aufserdem an n^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, deren 
Neigungen gegeben und unverändert beizubehalten sind,: 

endlich die Anzahl Tj^ der Bedingungen III. Klasse oder der Seitenbedingungen, 

(183) wenn n^ Dreieckspunkte durch n^ Dreiecksseiten verbunden sind,: 

(184) wenn aufserdem die Längen für s^ Dreiecksseiten des Dreiecksnetzes 
gegeben und unverändert beizubehalten sind,: 

(185) In Liniennetzen ist die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen, 
wenn zur Bestimmung von n^ Punkten n^ Strecken gemessen sind und n^ von 
diesen Strecken in n^ geraden Linien liegen, die gerade bleiben sollen,: 
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(186) 



Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

1. Verfahren. 
Umgeformte Fehlergleichungen. 



Vi 
»8 



aad^-hb^d^-hc^d^-^ 



V. 






a^d^-\-b^dy + c^di'\ h/-. 



Die Anzahl n der Gleichungen ist 

gröfser als die Anzahl q der zu 

bestimmenden GrÖfsen. 



(187) 



I 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

Die Anzahl g der zu bestimmenden 
GrÖfsen ist gröfser als die Anzahl r 
der Bedingungsgleichungen, es ist 
also auch n>q7 



Aid^-hA^d^-hAsd^-] = /^, 



r. 



(188 a) 



(188 b) 



Endgleichungen. 

[paa] rfj 4- [pab]di^ + [pac] d^-i Aik^ 

[pab]d^ -+- [pbb\ dr) + \pbc] (/g H A^kj^ 

[pac]d%'\- [pbc\dT^ + [pccJrfjH A 



»*^ 



B,ks 
Bsks 



— Aidj;— AidT^— And^ — 

— B^d^— B^d^- B^di — 



(189) 



y = 94-c?9, 
z=^ 4-rfg, 



(190) [pvv\ = [pff] + [paf] dj 4- [pbf\ rft) 



(191) 



m 



J_[pvy]_ 
}l n — q +r 



{pcf\dl'\- 



ba/'l=0, 
^{pbn=^0, 
+ [pc/-J=0, 






(19Ä) 



2. Verfahren. 
<^3 = f'8o + (3), 



(193) 



Umgeformte Fehlergleichungen. 



»08 = «3 «'jo 4- Äg (/^o 4- Ca rfgo + 



7m 
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(194) 



Endgleichungen. 

[paa] rfjo + [Pö6] flf^o H- [pac] rfg,, H [paf] = 0, 

lpab]d^o-h[pbb]d^o-h[pbc]d^o-i [/>*/*] =0, 



(195) 



^0= 8 + c^8o* 



(196) 






= [pff] + f I ^5o + U (iVo + f s ^30 + 

Wo] 

' ■ • 

9 



(197) m 



, = ±i/LM2J 



Bedingungsgleichungen. 



(198) 






(190) 



''4V'''»» yo» *oi • • • •) — -^o» 
•^«(■''0» yo> ^o> ••••) = '^»' 



(SOO) 









(«Ol) 



1 



A,= 



Ä,= 



8^ 

8xo 






9^1 



^,= 



aF. 



B.= 






B 



dzi 



{202) 



y = yo + (2), 

« = -20-^(3), 



• » 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

^Ji)4-i4,(2)+^3(3)4----=/«, 
(Ä03) { Ä, (i)H-i?,(2)4-i^a(3)+----=/ft, 



[paa] Qu + [paÄ] Qjj -h [pac] Qjs H = 1, 

[pa6] Qu -h [pbb] Q,a + [pbc]Q,^ H =0, 

[i>ac]Q„-H[p6c]Qi, + [pcc]Qi5H «0, 



(^04) 



[i>«öl Qsi + [paff] Qti + [pac] Qö H = 0, 

[pab ]Qii + [pbb]Q^'hlpbc]Q:a'\ = 1 , 

[pac]Q,i4-[pÄc]Qai4-[pcc]Q„H = 0, 



[paa] Qai 4- [paÄ] Qsa + [pac] (iw H = 0, 

[pab] Qai 4- [pi6] Qs« + lpbc]Q^ -\ = 0, 

[jpac]Q3,4-[p6c]Qsa4-[pcc]Q3«H = 1, 



u. s. w. 
Die Auflösung der Gleichungen (Ii04) erfolgt nach Schema (Iil9). 
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(1905) 



Koeffizienten (»), (»), .... 

(9ls) = + il, Q^^ 4- ^,^81 4- -^sQ28 4- • • 
(2l,) = 4-^iQ3i+Aj(2a, + ^,Q„-f-.. 



(»i) = + Ä,<;..+Äaei»4-Ä,e,, 

(»2) = 4-/^,e2. +/^JÖ22-^^»ew + 
(ö»)=4-Ä,Qsl4-ß,öa3+ÄaÖ83+ 



(206) 



Korrelatengleichungen. 

(i) = (3l,)/:^+(öOÄ:^ + 

(2) = («8)^-^H-(»3)Ä^ + 

(3) = («8)A:^ + (»3)*B + 



• « • • 



(207) 



(208) 




oder 
+ -4,Ä^4-ß2A:Ä4- 









1 



(200) 



Endgleichungen. 

[A(^)]k^+[A(9)\kg-\-... 






= /». 



a, = [^(«)], I B. = [^(«)] = [Ä(St)J, 
(«i«) I 6. = [Ä(»)], 



(»11) 






a.i^ + B.AaH f,=0. 



— '"":7"'»+g~S»"i 



(«18) m, = d=i/IM. 
(«14) [pt.t.] = [pt>oe,] + [*/]. 



f. 
fi 






(«1«) [*/J = ^[*f] 

a 
= + (')t'] + (2)[2] + (3)(3] + .... 



(Ä15) m = ±i/-f£££l ±|/ [P«'.f.] + 

iTf» — fH-r |f n — ; + 



r 
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Gewichte und mittlere Fehler der w^ahrschein- 
lichsten Werthe der zu bestimmenden Gröfsen und 

von Funktionen derselben. 

1. Für vermittelnde Beobachtungen. 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werthe der zu 

bestimmenden Grofsen* 



(216) 



(217 a) 



Endgleichungen. 

[paa] d^-^lpab] d^ + [pac] d^ 
[pab] d^-hlpbb] dt^-hlpbc] rfj 4- 
[pac] d;;-h[pbc] d^-h[pcc] rfj 



[Pfl/1=0, 
[pbf]^0, 
[pc/]=0, 



[paa] «„ 4- [pab] e,3 4- [pac] Cu H =1, 

[pab]Qu-h[pbb]Q,^-h[pbc]Q,^'h""^0, 
[pac] Qu -h[pbc] e« 4- [pcc] Q.« 4- • • • = 0, 



(Ä17b) 



(«17 c) 



[paa]Qii 
[pab]Qn 
[pac] Qn 



[pab]Qn 
[pl>b]Q,^ 

[pffc] Q22 



[Pflc]gai4- 
[Pbc] Ct8 + 
[pcc] QiB-i- 



[paa] Qn 4- [pab] ^31 4- [pac] Q^ 
[pab] e„ 4- [pbb] Qsi 4- [pbc] Q„ 
[pac] Qn 4- [pbc] C 4- [pcc] Q^ 



= 0, 



= 0, 
= 1, 



(218 a) 



Auflösung der Gleichungen (217a). 

fl = 1, 12 = 0, 18 = 0, ...., 



Sj = — TT'fi' S8 = — — fl — «"Sj» •••• 
»i "i ^i 






n 5» 

y„ ^, 

lio _lf 

ÖV618 • • • • Oft ' 

2 X)8 



«l «1 



f. 



18 



f. 



S> 



%. 



a.f'"^«;®»"^«;^'^ 



(Probe). 



(»18 b) 



Auflösung der Gleichungen (S17b). 

f.=0, f, = -l, f, = 0, 

6, 



01^ — li ?f» = 



s> 



. . . . • 

9.1 



Q,. = - 






S 



9. 
»7' 



gj5.+ 



(Probe). 
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Auflösung der Gleichungen (lS17c). 






(218 c) 



• • • • • 

• • • • • 



n t 






=+l:-5«+ 



(Probe). 



u. s. w. 



(219) Schema fUr die Auflösung der Gleichungen (217). 



(220) -^ = Q,M 






(221) A/ 



= ±m|/J-. 



itf,= 



m 




M 



-p Qa»» 



^=±"«1/?: 



fl— « 


f.-o 


f.-o 


• • * • 
■ ■ • ■ 

• • « ■ 

• • ■ • 


Probe. 


f2=-i 

S.— 1 


f. = 




Probe. 


f.— 1 

S3 = -l 




Probe. 


• • • • 

• « • • 

1 

. . .1 


f. 


= 5. 


». 


= 2f. 














5. 


= S. 


5. 

"6^ 












6. 




= Qm 




= Qa 












= <2m 


-<2« 




=Q.. 






-Qn 


= Q,. 


= <2.. 


• » • • 


-<^i. 



Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten 

Werthe der zu bestimmenden Gröfsen. 



(»23) /. = |^, 



(88«) L = f(x,y,z,....) 



(284) 



95 
1 



, dtp 
'• = ■8?' 






• • • • 



[paa]Qi-h[pab]Qt'hlpac]Q^'i = 



(225) 



/m 



[pab] Qi 4- [pbb] Qt + [pÄc] Q, 4- • • • = /„ 
[pac]Qi-h[pbc]Qi + [pcc]Qs-{ = /3, 



Formeln. 
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e. 






1 



(««7) p 



= + liQi + ltQ, + l,Q,+ 



= + ^'.+l^s,+-|5a,+ 



a, 



» 



6= 



(«aS) i[j, = ±mi/j- 



[IQh 



(2ft9) Schema für die Auflösung der Gleichungen (225) und fUr die 

Gewichtsberechnung. 



'l 


0. 


Ol 




Gewicht /*£. 


- '.\ »• 


Ol 
SB, 

+ 63^' 




-8, 




-2, 


^6, 












1 






-Qi 


= Q. 


-Qs 





2. Für bedingte Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten 

Werthe der beobachteten Gröfsen. 



(»31) 






(»30) L = ^(l, II, in,iv, ....). 



/.= 



ä^' 






"4 o 

d4 



(23d) 



( raa-\ 




Mfh 




[fi- 


=0, 


[y]^ 




^^[jh 




■■r"i- 


=0, 


[y]^ 

^ • • • • ■ 




*-^[y]^ 


1 • • • 


•■[?]= 


= 0, 

• 



(233) 



/^i 



^a + «2 »•« + *« ^6 + ^« ''c + • 
^3 4- fl« r^ + *8 »-ö + Ca r^ 4- • 
^4-a4r^+*4rjH-C4r^ + - 



28 



Formeln. 



(234 a) 



.=ra 






[f]' 
[^]' 



• = m 



bc 



«=[f] 



• 1 



• • • • j 



'.=[4]' 






• ■ • • 



(234 b) 



"1 



@2 

6» 



bi 



(Ss 



a, », 



• • • • 






(235) 



1 



LL 



=m= 



Li Li L^L% L^L^ L^L^ 



Pi 



pi 



4- 



+ 



Pa P* 

— -i fi -U 



(Ä36) i/^«d=m|/J. 

(237) Schema fUr die Auflösung der Gleichungen (232) und fUr die 

Gewichtsberechnung. 



[tI 


Ip i 


rcl-, 
Lp J 




Gewicht P^. 


I. 


1* 
«I 






L p J 
«1 

2, p 


Lp J 




= 2. 


2, 
», 


= 2, 


2. 
St 












1 






=»•« 


= »•» 


= "0 





Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werthe der 

beobachteten Gröfsen. 

Für die Gewichte P^, Pjj, Pjjj^ Pjy^ .... der wahrscheinlichsten Werthe I, 
II, III, IV, .... der beobachteten Gröfsen wird 



(238) 



r für 


I: 


•n 


II: 


»1 


III: 


w 


IV: 


• . 


■ . . 



/j = 0, /,= !, /3 = 0, /4 = 0, 



.... 



• . . 



, . • . . , 



. . • . 
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und ferner 



(239) 



für I 



n 



r> 



II 



III 



IV 






Pl 
P4 



al 



[tt]- 



' — » 
Pl 

«2 

«a 
, 

Ps 

«4 






Pl 



[ir] 



Pl 

Pa 

£? 
Pl 

£i 

P4 



Im Uebrigen finden die Formeln (292) bis (937) unverändert Anwendung. 

3. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Punktion der wahrscheinlichsten 

Werthe der zu bestimmenden Grössen. 

1. Verfahren. 

(240) L = qp(a:, y, ;», ). 



(241) /, 



(242) 



{ 



dtp 
9s 



lt = 



89 



/.= 



[A(%)]r^+[A{»)]rs+ 
U(»)]r^+[ß(»)]r,+ 



.[(«)/] = 0, 
.[(»)/] = 0, 



Auflösung der Gleichungen (242) nach Schema (251) mit Weglassung von 
[Iq] in den beiden letzten Spalten. 



(243) 






Weiter nach den Formeln (224) bis (228) und Schema (229), indem Li, L,, 
L,, .... fUr /i, /a, /,, .... genommen werden. 

2. Verfahren. 

(240) L = y(a?, y, ä, ). 

d<p 



(241) /x 



ö5 









(245) 



(244) 



ai = [paa], 



IP««] yi 4- [pab] q^ 4- [pac] y« 4- 
[pab]qi + [pbb]q^'{'[pbc]q,i 
lpac]qi-{-[pbc]q^-\-[pcc]qt 



• = /•, 






c, = [pac], 
C8 = [pcc], 



. . • . , 
• • . • , 
. . . . , 

. . . . a 






Ö8==6» — — -B,, 



IT Öl 



(S, 



®3 = C.-^C.-^©„ 

a, »2 



. . . * • 
. . . . , 






e. 






(246) [/y] = 4-/i9i+ ^yl + '8?8 4- 
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Formeln. 



(247) Schema fUr die Auflösung der Gleichungen (244) und für die 

Berechnung von [lg]> 



ll 


It 






[/?]. 




-i^- 

-^»;«. 
+1?» 


+ 1*91 


= 2, 




= 2. 


^6. 












-['?]- 






= ?i 


= ?« 


= ?« 





(»4«) 



([^{«)]r^+[^(«)]rB 
lA{fß)]r^+[li{e)]r^ 



I(«)n=o, 



fa, = [.4(«)], 



(248) 



B. = M(a3)], 
6. = [Ä(»)], 



• • • • • 

• • • • ^ 

• • • • • 



l2=[(»)/], 



©j, = bj — -ib,, 



1 



• • • • ) 

• • • • > 






(«49) -p-=[lg] + lir^+l,rs +■■■■, 



(«50) 



Jf^ = ±mT/X 



(«51) Schema zur Auflösung der Gleichungen («4«) und zur 

Ge wicht sberechnung. 



[(«)0 


[(»)'l 




Gewicht P^, 


I. 


I. 

Ol ' 






[I9] 


I. 

ttl 


= 2. 


2, 












1 


i 




-^A 


= ^B 





